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VI.1

1. Soit (2 © 155un domaine borné, dont la frontiere dQ est de

classe Cz, invariant par rapport aux notations autour de 1'axe Ox3

On considere dans {} les équations de Navier-Stokes

(1.0 '%% - vAv + (v.grad)v = - gradg + F (t>0)

(1.2) divv=20

ou sur 92 on a (pour tout t > 0)
vl(xl,x2,x3) = -Wx

(1.3 Vz(xl,xz,xs) = wx
v3(x1,x2,x3) = 0

3 )

Ci-dessus F € L2(Q) , v>0 et w € (-, ®) w # 0 sont donnés d'avance.

Le but de cet exposé est de présenter un résultat de régularité pour les

solutions de (1.1-3) qur montrera que l'apparition des phénomenes

turbulents est, dans le cas présent, confinée a un intervalle fini de

temps, dont on donneya une estimation. On indiquera aussi quelques corol-

laires et quelques ¢uestions ouvertes.
2. Soit
& 3 .
(2.1) H = {ue CO(Q) : div u = 0}

et soient H, resp. Hl, les adhérences dans L2(Q)3, resp. Hz(Q)s, de HO

La norme dang H, induite par celle naturelle de L2(Q)3, sera désignée par

Iul et le Produit scalaire correspondant par (u,v), Sur
(2.2) i2 - uln @m?@?)
on définit 1'opérateur A par

(2.3) Au = - PAu

ou P désigne la projection orthogonale de L2(9)3 sur H. Alors A est un

operateur autoadjoint > O, A"1 est compact, et H1 = EbAl/Z, On posera
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((u,v)) = (Al/zu,A1/2v), HuH = ]Al/zul(u,véiﬂl)

On définit, en outre, les opérateurs

B (bilinéaire) : H2 -~ H

C (linéaire) : H2 ~ H

par les formules

p J 3 ka o

(B(u,v),w) = Z u. w, dx (u,v € H w € H)

Q k=1 d 0% Kk ’ ’ ’

) 3 du du

(2.4) (Cu, v) = J'QLu,v2 - v,u, + z (x1 = - ng;l)v de
j=1 2 1
N (u € Hl, v € H)

Alors B et C jouissent des propriétés suivantes :

(2.5) | (B(u,v),w)| = CllAaullABV||AYWI

quelq que soient a+f+Y = g-, O0sa,y <1/2s B=<1, et u, v € H2,

w € GbAv ;
(2.6) | (Cu,v)| < CzlAaullABvl

quels que soient a+ p = %5 a,p 2 0 et u € H2, v € 2&5. Les estimations

{2.5-6) permettent d'étendre la définition de B et C comme applications

de @ x9 , resp. @ , dans (9 )/, resp. (@ .Y . Pour ces extensions
A% AP A% A’ AP

on aura

(2.7) <B(u,v),v> = 0 = <Cu,u> (u € 55 , vEZD = Hl).
% 2172

Au lieu d'étudier les solutions v = {vl,vz,v3} de (1.1-3), il est plus

corvenable d'étudier les fonctions vectorielles u = {ul,uz,u3} ou

= + W = -
u, v, Xy, U, Vo = X

u(t) € H! de 1'équation

1’

ug = Vg . Cela revient a étudier les solutions
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(2.8) %% + v Au + B(u,u) + WCu=f (t > 0)

Plus précisément, par une solution de (2.8) on sous-entendra une fonction
u(t) de [O,W] faiblement continue de LO,mj dans H, fortement continue
a droite en tout t% o (bu 6 est un sous-ensemble de (0,®), dépendant

de la solution, de mesure nulle) telle que

t

(2.9 u(t) = w(0) +[ w(ndr (dans B! = ()7, t 2 0)
(o]

(2.10) w' (£) + vAu(t) + Blu(t),u(t)) +w Cu(t) = £

(dans H_l,pp. dans [0,%))
1 2 t 2 1 2 t

(2.11) slue) %+ jt u(o)|[%ar < Slut )] « jt (f,u(7))ar (pour

(o] (o]

tous t2t , t € [0,2]\ o).
(o] o

Notons que dans (2.11) on peut aussi prendre to = 0 et que par suite (2.11)

entraine
(2.12) u(t) € 1%(0.1;u) (T € (0,®)).

En outre (2.11) entraine aussi aussitot

2
(2.13) la(t) ]2 = e (-t [ 52, 12l
o 2.2
vy A
1
t 2
(2.14) J lu(n)|[2ar < L Ju(t )|2+~|f| (t-t )
t v o v2x
o 1
outzt €[0=]\c et
(2.15) A, = inf {[u)|®: Ju] = 1} .

1
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3. Pour le cadre fonctionnel décrit dans le n°2, aussi bien

que pour l'existence des solutions u(t), a valeurs initiale u(o) = u €H
donnée, nous renvoyons a LZ], § I.2 et § II.1. Rappelons toutefois encore
un résultat de Lz], § IIT.1. Dans ce but rappelons d'abord qu'une
solution u(t) s'appelle réguliere sur [tl,tzl c EO,wJ lorsque

1l 2 2
u(t) € C([tl,tzj; HD) N L%(t,,t,;H%),

et, en outre, que pour tout u, € H1 il existe une solution réguliere
dans un voisinage [O’to] de 0 (dans [0,®]), telle que u(0) = u,

toute autre sofution #(t), telle que #(0) = uo,COEncident avec u(t) sur
[O,to]. Le résultat de [2], § III.1 est le suivant : ci-dessus

n(t) est analytique de (O,to) dans H2,

C

(3.1) t_ =t = 3 - —
e max {[Ju |l c l£)37* 1
et
c
(3.2) lau(e) |2 = -1:—25- (lugl® + cgle13lu 1* + B lel* 4 ? v 1)

(pour 0< t < too) ,

ou C; - C, sont des constantes (par rapport aux u, £, w et t.
(Remarquons que pour obtenir (2.13-14) il faut repres ire avec plus de

soin les estimations données aux cours de 1'alinéa 1.8 de [2], §III.1.)

4. Nous allons maintenant prouver la suivante

Proposition 1 : Il existe des constantes C7, C8 (dependant seulement

de O et v) telles que si

(4.1) (w+31)-)|f| < C7w1/2 ,

2lors toute solution u(t) est réguliere sur tout intervalle [tl,tz] des

que
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1 1 2
> = — )
(4.2) t, » * R 1og(w|u0l ) + Cg
w 1
Démonstration : En vertu de (2.12), la réunion R des intervalles

[tl,tz] ou u(t) est réguli‘ere est de mesure totale dans [0,00]. En vertu

du n°3 toute composante connexe de % est un intervalle ouvert J a droite.

Soit ts 1'extrémité droite de J et soit [tl,t3:| C J. De nouveau en vertu

o
du n 3, nous avons

(4.3) lim fuCe ||
tls t'*t:,)
et
(4.4) Llu)[|2 + v(au(t) ,u(®)) + (B(u(t),u(t)),An(t))

2dt

+ w(Cu(t),Au(t)) = (f,Au(t))

pour tout t € [t De (4.4) il découle aussitot

tal.

Lu)? s cluer|®+ wic Jlued)?+ c,,ltl?
(par 1'utilisation des relations (2.5-6)), d'ou

.
(\\u(t)n4+wz)—l-d—g-\\u(t)nz < C12Hu(t)\\2+—;§2 |£]2

et par suite (en utilisant (2.14))

2
2 luce )
I

(4.5) i—Arctg ﬂ-“-g-(%)-al-—— < (—i— Arctg ——2— 4 cl4lu(tolz+

w

1 2
+ €1+ F)lfl (t-t)

pour tous t_, t € [tl,t3] , ou Cy- C15 sont des constantes (dépendant

seulement de 0 et v).

Prenons t > t1+ 12 . Alors dans (2.14) on peut choisir to =t ——1'2-'-
w
I1 en résulte qu'il existe t_ € (t- =5, t) tel que
w

2 2
fu(t )\\2 < 29 fu(t - ._1_)|2+3_|£.L
o \Y 2 2

w v7\1
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et par suite de (4.5) nou- pouvens déduire facilement

e

! ("\ - s 3
(4.6) Arctgus C w‘u(t._}a)lzJ,C w1 - ..1_,)2’1"23
. 16 w2 i7 r2
N 2 T w i - 1,22
< 4% Cxp L - - m—— g i
“i6 lug I e va it 2 )l Cis‘””‘wza I

Ainsi si nous posons Ci7= TIE Clél et si (4.1) est vérifiée alors (4.6)

devient

1" 2
Arctg ﬂﬂiﬁlﬂ_ < C,wlu '2exp [mvl (t-—-J;)J + TT ;
w i6 o} H wz 8

par conséquent si

g ol 12 1 1T
(4.7) (,wwiuoi expL-vxl(t- = yis g
on aura
a2 L2 L2 1 (1
(4.8) Hu(t)“ < 2C16\v !u“j exp [-vll(t __750J + II

w

Mais en posant C_ = Log (8C —1), les relations (4.7-8) montrent que

8 16" "
si t1 vérifie (4.2) alors (4.3) est impossible, ce qui acheve la preuve

de la proposition

Corollaire : Dans les conditions de la proposition 1.toute solution

périodique (en particulier, stationnaire) est réguliere

Remarque :  On peut montrer par une mé¢thode de Galerkine(comme dans E4J,
ch. I) qu'il existe de~ <vintions stationnaires, quels que soient f et

w. Ainsi le corollaire précedent n'est pas dépourvu d'objet.

5. Discutons un peu le cas ou f - 0.

Proposition 2 : Si f 0, alors pour toute solation u(t) on a
va ot 2
(5.1) Iiw sup e : lAn(1)|2 < Clgtl 113-—2-)4iu0]2 .

2 ol v
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EE-C19 est une constante dipendant seulement de Q.

Démonstration : De (4.6) et (3.1-2) nous pouvons déduire aussitot

que pour t assez grand on a

4C C
|Au(t)|2 s —2 (1 + w2)2w2|u |2.exp [-va (t-—g 1 )J.(w24-2)
C2 o 1 2 2
1+w
5
d'ou
vA,t
(5.2) lim sup e 1 |Au(t)l2 < Czo(v)(1+w2)4|u |2.
t—om o

Soit C(w,v) le supremum des quotients

-vA.t
(lim sup |Au(t)|2e 2 ) |u

t—o®

-2
o]

quand u(t) parcourt la famille de toutes les solutions. Alors (5.2)

montre que
(5.3 Clw,v) < Czo(v)(1-+w2)4.

Mais en vertu de la forme de 1'équation (2.8) on a

(5.4) Clpw,pv) = Clw,v) (p € (0,®)).
(5.2-4) montrent que (5.1) est vérifiée si 1'on prend C19 = 020(1),
Corollaire : Pour toute solution V(t’X):{Vl(t’xl’XZ’XS)’vz(t’xl’XS’x3)‘
V3(t’x1’x2’x3)} de (1.1-3) on a

(IV'(t X, ,X, X,) + wx,| = O

1 71’72 73 2

(5.5)

4 'vz(t,xl,xz,x3) - wx1| -0 (t = =)

K|V3(t,x1,x2.x3)l -0

les convergences étant de rapidité exponentielle uniforme sur (.
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Conséquence directe de la proposition 2 et du plongement de Sobolev
12 @) < c@ .

6. La proposition 2 suggére 1'étude du supremum C2(R,w,v) des
valeurs tlAu(t)l lorsque t parcourt (0,®) et u(t) parcourt la famille des

solutions telle que HuoH < R) aussi bien que celui de
C2(w.v) = sup {C2(R,w,v)R-1 : Re(0,=)}.

Conjecture : Cz(w,v) et méme Cz(R,w,v) (R > 0) ne peuvent rester bornés

lorsque le - >,

Cela représente une variante beaucoup affaiblie du probléme

concernant 1'existence des solutions turbulentes au sens de Leray [3].

Enfin remarquons que nos propositions 1 -2 s'apparentent a
certains théoremes de régularité de Leray [3] (cas w = 0) et vraisem-
blablement de Duff [1] (cité d'aprés LSJ, sans que l'auteur ait eu la

possibilité de consulte. L.
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