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§ 1. INTRODUCTION

J'étudie la régularité d'opérateurs elliptiques singuliers dans
un ouvert borné O de R", Q étant une variété compacte a bord I de classe

5]

c .

Jusqu' a maintenant, 1'étude de la régularité maximum pour ces
problemes a porté, essentiellement, sur des opérateurs qui dégénerent en
fonction de la distance au bord de 1'ouvert : ces opérateurs dépendent

d'une fonction ¢ C de R® dans R telle que

Q

1

{x€ R p(x)> 0}
r

{x€R"|¢(x) = 0}
dp £0 sur I' (dy est la différentielle de ¢)

Plus précisément, si on note R? le demi-espace, R? = {(x,t) € Rner Rn—ltER+}

ces opérateurs se localisent au voisinage du bord sous la forme

Lu(x,t) = E:::::: a (x,t)tp(a’p)DilﬁZu(X,t)

la| psm %

ou p(a,p) est une fonction de a et de p.

J'indique, ci-dessous,les résultats de régularité que j'ai
obtenus [cf.[12]] concernant des opérateurs elliptiques singuliers qui ne
se localisent pas sous cette forme. En effet, ils dépendent, soit unique-
ment, soit simultanément avec ¢, de 1'une des fonctions poids ci-dessous
(A,B ou C) :

A. La distance 6 au bord 0w d'un autre ouvert W :
w désignera alors un ouvert de bord OW variété de dimension n-1 et de classe

o]
dm et & une fonction C de R" dans R telle que

w = {x€RrR"s(x) > 0]}
dw - {x€R"|8(x) = 0}
dé £ O sur oW

1

1
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Exemples : Dans R+ au voisinage de O

Au = D%u + Dx[(t+x2)kau] + u KEN 6 = t+x°
Au = D [tD u] +Dx[(t+x2)nxu] +u §=t+x> g=t
Au = D%u 4 Dx[(t-xz)szxul +u kE N 6=t-x2

B. La distance r(x) a un point X, fixé de Q ou de I

- 2 2
Exemple : Au voisinage de X, o= 0 dans R ou dans R+ :
2 .2 2.k
Au - Dtu-fDxL(t +X ) Dxu} +u k€ N

C. VUne autre fonction poids nulle en un point
Exemple : Au voisinage de x = O dans R2 ou dans R2
=Xemp_¢€ o +

Au = Dfu " Dx[(t4+x4)kau] +u KEN

§ 2. BREF HISTORIQUE DE LA REGULARITE DES OPERATEURS ELLIPTIQUES
SINGULIERS

Pour situer les classes d'opérateurs queJ 'étudie aux paragraphes
suivants, je rappelle, brievement, celles étudiées jusqu'a maintenant :
a) Le premier résultat de régularité maximum a été obtenu par M. S. Baouen-
di, dans sa these [1], (1967), pour des opérateurs d'ordre 2 variationnels

non caractéristiques de la forme

o

* :
Au = zz:::::: D.[a..@pD.u] + A [Au]-rcu (Du=u, D.u-= l_b )
AR S RO 0 i

0< i,jSn J j

<1

ou p € N est pair, A est un opérateur homogene d'ordre 1, a coefficients
© A
C réels, transversal a ',

2
. t :
Ses résultats furent étendus a p impair, dans certains cas, par T Matsuzawa

[130.

Exemple : Dans Ri, au voisinage de O, Au=D u+—t2Diu-+u
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2 ‘o 2
Exemple : Dans R+, au voisinage de 0, Au-= Dt

puis, dans le cas général d'opérateurs d'ordre 2m non caractéristiques non

nécessairement variationnels, par M, I, ViSik et V. V. Grufin [19] (1969).

u+‘tD2u +u,
b

2 - 4 4_4
Exemple : Dans R+, au voisinage de 0, Au = Dtu + t Dxu + Dtu

b) Un premier type d'opérateurs caractéristiques fut étudié par H. Triebel
L17] (1968)

%
Au - E . D.[ai.@Diu] + E , A'k LA.ku}
0<i,j<n 9 *J 1<j,ks n Y J
. 3 d ¢
ou Ajku = g%j Dku-gfk Dju

(Les iAjk.sont des opérateurs d'ordre 1 a coefficients C réels tangents

al et de rang n-1 sur I').

2 .. " 2
Exemple : Dans R+, au voisinage de O, Au = Dt[tD u +Dxu + tu

t
H. Triebel calculait les domaines des itérés de A et en déduisait que A
est un isomorphisme de @ [Q]. L'analyticité de ces opérateurs fut étudiée
par M. S. Baouendi et C. Goulaouic E4] et la reégularité Hk par P. Bolley
et J. Camus (5.

c¢) Un deuxieme type d'opérateurs caractéristiques fut étudié par M. S.
Baouendi et C. Goulaouic [2] (1969): Au = 2;;:ft;: D.[a..mD.uj.

0=i, j5n ijhi
Pour ces opérateurs, ils déterminent la régularité H et le domaine des

itérés. Ces opérateurs sont des isomorphismes de ﬁa[ﬁl.
Exemple : Dans R2 au voisinage de O
P : . g

Au = D [tD,u] +D_[tD_ul + tu
t X X

t

Ces résultats furent étendus a des opérateurs de la forme
inf(m,k)

E Pm_h[@k—hu],Pm proprement elliptique d'ordre m et Pm_h d'ordre
h=o0

< m-hpar N. Shimakura :6' ct P, Bolley et J. Camus [6] (1972).

d) Enfin, un travail récent (1975) de P. Bolley, J. Camus et B. Helffer
[7] englobe tous les opérateurs précédents par 1'étude de 1'hypoellitpiciteé
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partielle des opérateurs localement de la forme :

Lu(x,t) = a (x,t)tk*élal+pnanpu(£,t)
ap x t

al+pSm

e) M. I. Vi¥ik et V. V. Grudin [18] en 1969 puis D. Prévosto et J. Rolland

[15] en 1975 ont étudié des opérateurs d'un type différent dont le modele
est : Au = 'D.[a.,quiu]-+cu, P EN,p>2 ,

T e ij
0<i,j<n

2
Exe e : Dans R~ au voisinage de O
mpl s R oisinage ¢

3 r.3
Au - DtLt ,DLU]-fDth Dxu]~+u
f) Un type d'opérateurs ne dégénérant pas en fonction de la distance au
bord a été étudié par L. HBrmander [9] puis M. Derridj [8] du point de
vue de 1'hypoellipticité : il s'agit des opérateurs de la forme

r

@
z X?u-+xou +cu, X, champ de vecteurs C réel. M. Derridj obtient aussi
i=1

des résultats de régularite Hk partiels (c'est-a-dire un certain contréle

de la régularité mais pas d'isomorphisme).

Dans le méme ordre d'idées, J. J. Kohn et L. Nirenberg [11] et Mme O. A.
Oleinik [141 ont étudié les opérateurs d'ordre 2 a coefficients réelé, a
forme caractéristique non négative, essentiellement du point de vue de
1'existence et de 1'unicité des solutions mais aussi de 1'hypoellipticité

et de la régularité partielle.

Du point de vue technique, il y a essentiellement deux méthodes :

a) la régularisation elliptique que je rappelle et utilise ci-dessous, bien
adaptée pour des opérateurs d'ordre 2 variationnels mais techniquement

délicate pour les opérateurs d'ordre > 2,

. ’ 3 ’ * 3 - ’ . ’ A 3 . M
b) Les inégalités a priori déduites de théoremes d'isomorphismes a une
variable que 1'on transporte a plusieurs variables par transformation de

Fourier tangentielle.

La difficulté du probleme que j'étudie tient, en partie, au fait
que la seconde technique ne semble pas pouvoir étre appliquée. J'étudie
essentiellement deux types de problémes :

-Régularite Hk pour les opérateurs obtenus en remplagant, dans ceux étudiés
dans la these de M. S. Baouendi [Cf. a)], ¢ par une autre fonction poids.

Domaines des itérés pour les opérateurs intermédiaires entre

* .
z Dj[a.j@Diu]+ E:::::A'kLAj u] [cf.b)} et 2::::::D.[aij@Diu} [cf.c)l

0<i,j<n 1 1=j,ksn JK Ik 0<i,j<n I
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Remarquons que ces deux opérateurs n'ont pas le méme comportement vis a vis
du théoreme des itérés [4Jl [3} ni le méme comportemént spectral [41 [2.',

Je donne aussi des résultats de régularité et.de non régularité pour

E D.[a..pr.u]+cu p22 [cf.d) et e)].
j-Tijo i

05i,j<n

§ 3. REGULARITE Hk POUR LA lere CLASSE D'OPERATEURS

On utilise les notations du I

R
A) Soit Au = _5_ - Dj[aijépDiu] + A [Au] + cu

05i, j<n
o - a 5 c€2(q)
- p€ Nest tel que & =2 0 dans Q

, . . N ° © ra
- A est un opérateur homogene d'ordre 1 a coefficients C réels

transversal a I sur TN3w® et 2 3w gur dw NQ
On considere
a[u,v] = ) : [ a, (x)8" (x) D, u(x)D,v(x)dx ] Mu(x) Av(x) dx + [ e(x)u @ Vax
0<i,j<n Q 'Y 1 J Q Q
L
et 1'espace variationnel V= {u€ L2[Q] ,62Diu€ L2[Q] 0<i<n, Auc€ LZLQ]}

muni de sa norme naturelle et v 1'adhérence de 9[0] dans V avec “u“o = nu“
\'

On fait l'hypothése de coercivité suivante

2
I1 existe a> O tel que, pour tout uG%LQ], Rea[u,u] = a“u\L .
\'s

2 . o)
Exemples : Dans R” au voisinage de O, r-{t=0}, A = ST

o = {(x,t) € R%,5(x,t) >0} ,

Aju= Diu+Dx[t2Dxu‘J| +u (8=¢ opérateur étudié par M. S. Baouendi).
Ayu - Diu+Dx[(t+x2')kau]+u KEN 6 = t+x°
Aju - Diu+ D ((t-x*) *Du] +u KEN 5=t
A4u:D§u+DxL(t—x)2kau]+u k€N (5=1t-x)

_1 _1
A5u = D%u+-DJ§t+—e x2 sin i2)2kau]'*U KkEN (6=t+e szin iQ)

opérateurs exclus Lef. remarque 4]
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D

o>
=
1}

u + Dx[xzD u] +u (A est tangent a dw)

u + Dt[(t-bxz)zk ]-ru (A est tangent a ') k€ N .

>
[+
"

D

LR S

Théoreme 1 : On suppose p pair. Soient pour k€ N

K- {ueu®2a], M€ B30

J ’

A2y€ Hk~2[Qj,6pDiu€ Hk-l[Q] pour 0<i< n}

Alors pour u€ ¥ et K€ N: Auc€ Hk[Q]‘* u€ w2

Remarque 1 : Le résultat ci-dessus s'interprete comme la régularité du
probleme de DiricHet
Au € H@Q)
Yu = 0 (yu = trace de u)
u€yv

Corollaire 1 : Pour f€ 9(Q) g € Cw(I“) il existe u, unique, dans < (Q)

tel que :( Au = f
ull =g

Remarque 2 : Le théoreme 1 est aussi vrai, sous certaines conditions

(cf. [12?) pour ¢ impair. Il est vrai pour A_ et k impair.

2
Remarque 3 : Les résultats ci-dessus généralisent ceux de M. S. Baouendi
pour p pair et ceux de T. Matsuzawa pour p impair.

Si p est pa1r et les coefficients réels, les opérateurs ci-dessus

sont de la forme 2 Xlu + X u-+cu[cf § II. f)]. L'hypoellipticité
i=1
jusqu'au bord était connue. Ces résultats affinent,dans un cas particulier,

les résultats de régularité de M. Derridj [9}.

Remarque 4 : Le théoreme 1 est faux pour A7. On applique le raisonnement

fait au paragraphe V de cet exposé.

B) On a des résultats analogues pour les opérateurs

— 4
Au = E:____ D.[aijrzpDiu]-+A [Aul + cu

0<i,j<n 9

ou - a..,c 69[91
1]
- PEN
3 A w ’,
- N est un opérateur homogene d'ordre 1 a coefficients C réels non

Y . -
nul en X et transversal a [ en x, si xOEL .



XIv.7

I1 n'y a plus a distinguer p pair et p impair. On fait l'hypothése de
coercivité analogue a celle du A).

2 2 - )
Exemple : Dans R” ou dans R+ au voisinage de x, = 0, A = ST

/.2 2

r=Vx +1t

2 2 2.k g
Au = Diu + Dx[(t +Xx7)"D uj +u

Théoreme 1lbis : Soient, pour k€ N, wE = {u€ Hk—z[_Q] ,Au€ Hk"z[Q:',Azu GI-I(-TQ}
rzpDqu Hknl(Q) pour 05 i <n} alors, pour u€ Vet KEN

Au - f€ HleQ] e=u € wE2

Remarque 5 : Ici aussi, ce résultat s'interprete comme la régularité

. Y - o .
d'un’ probleme de Dirichlet homogene et on a : pour fE@LQ} ge€c @) i1
existe u, unique, dans 9[;5] tel que Au = f,ulr =g

C) Les résultats ci-dessus sont valables pour d'autres classes d'opérateurs
sous une hypothese de coercivité analogue a celle du A) [cf. [12]] .

2 2 . s o)
Exemples : Dans R  ou dans R+ au voisinage de X, = 0, A = 3T I - {t=0}

Au D

u+Dx[(t2+x4)kau] +u , k€N

Au D

+ N o+

u+Dx[(t4+x4)kau] +u , k €N .

8 4. DOMAINES DES ITERES POUR LA 2eme CLASSE D'OPERATEURS

On utilise les notations du I

: *
A) Soit Au = D.[aij(pDiu] .2 Aj[bije,"/\iu} + cu

0<i,j<n Y 1<i,j<gq
ou - a,., b, .c€ éa[ﬁj
1] 1]
- PEN est tel que 6 2 0 dans Q.
- Les (Ai)lsisq sont des opérateurs homogenes d'ordre 1 a coefficients
C réels tangents a I’ en tout point de I et dont le rang vaut n-1 sur ',

par exemple {/\]{} 1si<q © {iAjk} 15j.ksn - Comme au IIT, on fait 1'hypothese

de coercivité de la forme intégrodifférentielle associée sur 1'espace

variationnel V (AO.)[Q] est dense dans V).
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2 . o)
Exemples : Dans R+ au voisinage de 0, [ - { t.:;O}, p=t, q=1, /\1: 5%

A1u = Dt[tDtu] +Dx[(t+x2k)Dxu]+u: Dt[tDtlﬂ, 4 Dx[“)x"‘-\ 4 Dxtxszxlﬂ-‘ +u
- 1 2,k E €
Ayu = Dt[tDtu] +Dx[thu‘ +Dx[_(t X727 D ug k€ N
4 7 r 2.2k 9
Aqu = D.LtD u) +D [tD ul +D [ (t-xH"D ul i k¢ N
A4u = Dt[tDtu-‘! +DthDxu] + Dx[(t- x)2k])xuj +u k&N
Notations : (T(T,/\i)u = u, (EsAi)u s€ N, s21 désigne un produit appli-
qué a u, de 2s opérateurs Ai’ D(A¥) - domaine de A,
On a
‘ d 5
Théoreme 2 : Si p est pair, ou, si p est impair et 6-¢=( & pi) dE€E N,
i=1

piegtﬁ] By réelle, pour tout k€ N, p(a¥) - {ue2'(q],

(pp(ép)s(zﬂsl\i)uE Hk+p-s\_Qt‘, pour tous pE N, s€ N, I Ai avec O0<p+s <k} .

Corollaire 1 : A est un isomorphisme deg[:ﬁ] sur lui-méme.

Remarque 1 : Pour p =0, on retrouve les domaines des itérés de 1'opéra-
teur étudié par H. Triebel [cf.II b)].

Pour p = 1, &=g, bij = 0, on retrouve les domaines des itérés

de 1'opérateur étudié par M. S. Baouendi et C. Goulaouic [cf. II c)} .

B) Les résultats ci-dessus s'appliquent aussi aux opérateurs

. ” .
Au = : D.[a, .(pD.u] +: A [bi.rzp/\iu] +cu [il n'y a plus a
0<si,j<sn J 131 1<i,jsq ¢ I
distinguer p pair et p impair} .
2 ..
Exemple : Dans R+ ou voisinage de O :

B ; 2 2.k
Au = D [tD,u] +D [tD u} +D [ (t%+x%) Dxu] +u KkEN,

Sous l’hypoth‘ese de coercivité analogue a celle du A) on a
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Théoréme 2bis : Le domaine de AN est D(Ak) = {uEQTQ},Qp(rzp)s(ég AguE

Hkﬂ)'S[Q] pour tous p€ N, s€ N, gl tels que O<p+s<k} .

Corollaire : A est un isomorphisme de QbLﬁ] sur lui-méme,

C) Les résultats ci-dessus s'appliquent a d'autres opérateurs de la forme

. —_— .
Au = E Dj [aij@ Diu] +/ B Aijijvf\iuj +cu

0<i,j<n 151, §%q
sous certaines conditions sur sy [cf[12]let sous 1'hypothese de coercivité
analogue a celle du A).

2 .. ;
Exemples : Dans R+ au voisinage de O

- ] T S xhHkp )
Aju=D0[tD u] +Dx[tnxu, +D [(t7+x)™ ul +u  KEN

1

T2 2
t
Ajus= Dt[tDtu] + Dxthu] + Dx[ av tX Dxu} +u

§ 5. REMARQUES SUR LA REGULARITE DE ) D.[aijép D,ul +cu p#1ED
0<i, jSn

c€EC Rec> 0 & = 0 DANS Q

s 7 -1 3
On suppose que la forme associée a [u,v; est coercive sur

1'adhérence de i)[Q} dans 1'espace variationnel V. Soit
w2 - {ue ¥, "ue H2(al}.

Proposition 1 : Pour u€ v , Au€ Lz[Q} @ u€ W2.

Pour la régularité d'ordre supérieur, il faut distinguer suivant la
valeur de p et la position des deux ouverts. On dit que A est régulier si,
k+1

pour u€ ¥V, Aué€ o< = {u€ Hk,épDiue H "~ 0<isn} pour tout k€ N .

Proposition 2 : a) Supposons Q=®W ou ® € (O- Si p £2 le probleme de

®
Dirichlet est toujours régulier [cf.[lS]]
- Sip=2, le probléme de

Dirichlet n'est pas régulier (image de codimension non nulle).

b) SiTNow/fpP et Qfw le probleme de Dirichlet n'est

jamais régulier.
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Exemple : Dans R2 au voisinage de O
ZXxemp_.e +

Au = Dt[(ta-xz)thuj4-Dx[(t+x2)kau}+ u k 22

Démonstration de b) : Soit xleowaw adhérent a 1'ouvert [' -0w de [' et
£e2(Q)] f(x,) £ 0, si le probleme de Dirichlet était régulier, il existe-
rait u dans QDEQJ n H% [Q] tel que Au=f. Cela impliquerait u(xl): 0 et

f(xl): 0. C'est impossible.
Remarque : P. Bolley et J. Camus ont montré qu'en général le problemede

Dirichlet variationnel est irrégulier [6].

§ 6. METHODES DE DEMONSTRATION. ESQUISSES DES DEMONSTRATIONS SUR DES
EXEMPLES .

a) On utilise la régularisation elliptique cf.[l]. Soit u€ Vv tel que
Au=f€ Hk[Ql ou Au€ D(A ). On considere une suite €, de réels e >0
tendant vers O et une suite f, E%[Ql qui tend vers % dans H [Q} ou dans
D(A ) (s1%[0] est dense dansJD(A )).

On approche alors la forme aLu,v} par les formes
aj[u,v] = a[u,v]4-ej(u,v) 1 et u par les solutions uj dans

¢ ity

2 [@In Hl[@]J de la relation : ¥ a.(u.,v) = (f,,v .
o i j 1 1
H x H
o
Les u. vérifient : a) Ve. “u.“ L est borné quand j varie.
J H(Ql
ottt
b) HujH est borné quand j varie

c) il existe une sous-suite des u;i qui tend vers u
dans 6 faible

Soit S un opérateur pseudo-différentiel ou différentiel de §7B?Jn H1[Q'
W*
dans HOLQW dont 1'adjoint formel S est continu de 1'image de S dans

1[01. On choisit S de telle sorte que pour tout j€ N
0

| I

3 —_
laj (uj,Suj)-aj(uj,S Suj)| < C(nSujh§+-~ejHSujHH

3 L3
et la.(u.,S Su.)| =](f.,8 su.) = clisu.ls
Jo3 J J J v
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- 2 12 p
i 2 . |lsu, i | t
Puisque aj[Suj,SujJ aHSuJ“°+ eJn th 1 » on en déduit que HSuJJ es

v H ¥
borné et, si S est fermé dans v faible, que Su€ v
b) Esquisse de la démonstration du théoreme 1 sur 1'exemple
£
Au = D2us+D [(£-x5)2 D ul+u +€EN , L=1
t X X -
Régularite 12 . On constate que {u€ 6, Auc€ L2[Q?, €[]} implique

Cu€V et A[Qu]é LQ@'] . Soit B unvoisinage ouvert de O dans Rf, on dé-
montre 1'cxistence de deux constantes C> 0 et C'> 0 telles que pour

tout v© V supp vC B

vl Losevl, et fe-®PN s el

A \
1206 ) 120 i)

La premiere inégalité permet de considérer la régularisation elliptique

Su. :ﬁTl [Qu]
J T J

ou -p et [ sont deux fonctions réelles de@[B} telles que BC =C
. S B

AN V1202 e, .

- T  est défini par Tsu(§ ) = (1+ |E1]%)° a(E',t) ou 6 est la
transformée de Fourier tangentielle de u.
La seconde inégalité permet alors, grice aux résultats de la premiere
régularisation elliptique, de majorer les lemmes de commutations de la
régularisation elliptique
Su, = (t-x")

J X

z \
On en déduit D [ (t - x2)?2 D_(Cw) € 12 et Di[@u] €12 d'ou Cu€ W. La

régulariteé L2 est établie.

Régularite H1

Remarque 1 : Pour ce type d'opérateurs, les deux implications suivantes,
habituellement vraies pour ce type de problemes
a) u€w? Au€n' C€3[0]= alcu] € wlQ]

) Cew? = [a, 55 (Cw € 120]
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ne sont pas vérifiées. (La dérivée tangentielle du poids intervient')
On commence par démontrer, par récurrence sur p entier 20 tel
1 1 P e ! sl
< r !
que P"Z:E' y 1 que les quantites eth T p buj]LHi et “ﬁfFP [QujJ”
T31 £

sont bornées quand j varie.

On peut alors majorer les lemmes de commutations de la régulari-

ol Cu. !
sation elliptique Su.:——E—J—- et en déduire successivement
a) éggﬂi et ! Y

. \ ;
L et A[a—%%{“#] € 12 d'ou%%e W2

3 . -
¢) aalCul ¢ 12 ., a__[_gg_ € 12
3t

La régularite . est établie.

Régularité Hk : On peut faire la méme remarque que pour la régularité

1 . ,
H”. On procede par récurrence sur k en prouvant que

Au = fEH e p,est vérifiée

uE\of

Py= {u€ w2 o si uy est une suite définie au a) approchant u les quanti-

tés : \[e—:; “B TP [Cuj] et llﬁTP [C“j“l sont bornées quand j varié pour
Ti1 Iy v

P 1
rTSrg e

Passons de k-1 a k : on démontre que les régularisations elliptiques

BT P [Quj] vérifient les conditions ci-dessus pour [§T < ]%3.+l(et on
1

conclut comme pour la régularité Hl.

Esquisse de la démonstration du théoreme 2 sur 1'exemple

x =0 Q¢C R2 x €TI0 = {t:O}, Au = D, [tD,ul + D [tD u]4-D [t2+x2)D u}+—u
o + 0 t t - X X X b ¢

- - Die o ) - -
Soient Pkm} - {ue 210 ,tp(t2+x“)snisu € H*P7S[Q] 0<p+ s< K
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Domaine de A=D(A) on a

{u€ V,auc LZ[Q], QE%LG}} = {Cu€ \‘;, Al Lu] € Lz[Q]}
Soit B un voisinage ouvert de O dans Ri , 11 existe ¢c> 0 telle que pour
tout v€ V suppvC B
vl < cvll,  [etf.[s]]
2¢ .2 I v
L“(r°(R))
+
Soient { et B deux fonctions réelles de D{B] avec Bl =C, on applique la
régularisation elliptique Suj = BfPl Eguj] d'ou on déduit que
2
HCu I 2 sont bornées quand‘j varie
[H (R)]

On peut alors majorer les commutateurs des régularisations elliptiques

Cu.!

= 2 —5——1 et Su = X ;% [Quj]

On en déduit DthDx(Qu)] €12, Dx[(t2+x2)Dx(Qu)] €12 a'ou Dt[tnt(éu)] €12,

Par inégalité de Hardy, on a Dt[gu} €12 et tDi(Qu)E 12 d'ol Cu€ Pl[Q] et

D(A) = Pl[Q]

Domaine de A2:=D(A2) : Les étapes de la demonstratlon sont

3 Cu.]

a[gul v , . . .
- - €V [par régularisation elliptique Suj = “BS?L‘]

2
o) ) ,
2, %% ——L%E* €V [ par régularisation elliptique)
dx

2t 7 o
-té—[-QJ-EV et (t

dlculs . .2 .. . alCu] 3%(cul- . .2 2 222 2

A[—Lyi—“lj € L d'ou—(%%*-‘s P,[0] et A[t—%l‘éu € 12, Al (t%x )—%I]EL.
2

On en déduit té—ngiLG PI[Q] et (t + X )-—iggﬁ-ep [QW
dx

En revenant a 1'équation on a : D [tD Lgu 1 cul goun [Cu}e ol et

tDz[QuJ € u' et tD[tDLt;u]] € ¥ a'on t2p? [g Ter? ettD4 JLCul € 12
£3 4
au total Cu€ P, [Q] et p(a%) - p,L0].
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Domaine de Ak::D(Ak) : on montre, par récurrence sur k, que D(Ak)::Pk[Q}.
Si u€ D(A®) on établit que Alx -%EELW € P [Q; d'ou x 9%%21 € pk_l[Q]

et ALQ%QE‘J k—2[Q]' On pousuit alors comme pour D(Az).

Remarque 2 : Si on cherche la régularité H1 de A, on n'aboutit pas car

on obtient en régularité normale : Dt[tDt[Qu]] +(t2+x2) Di[gu} € ut sans

savoir si Dt[(t24-x2)Di(§u)] € 12,

Dans le cas ou t24-x2 est remplacé par 1 (opérateur étudié par
H. Triebel) P. Bolley et J. Camus résolvent cette difficulté dans [51
en se ramenant a une équation différentielle connue par transformation de

Fourier tangentielle.

Remarque 3 : La proposition 1 du paragraphe 5 se démontre par la méme
tehnique. '
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