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§ 1. INTRODUCTION

J’étudie la régularité d’opérateurs elliptiques singuliers dans

un ouvert borné a de étant une variété compacte à bord r de classe
00

C .

Jusqu’ à maintenant, l’étude de la régularité maximum pour ces

problèmes a porté, essentiellement, sur des opérateurs qui dégénèrent en

fonction de la distance au bord de l’ouvert : ces opérateurs dépendent
d’une fonction 0/ C de Rn dans R telle que :

sur F (d(p est la différentielle de y)

Plus précisément, si on note Rn le demi-espace, 
+ + 

’ ’ 
+

ces opérateurs se localisent au voisinage du bord sous la forme :

où est une fonction de a et de p.

J’indique,ci-dessous,les résultats de régularité que j’ai
obtenus [cf.[123] concernant des opérateurs elliptiques singuliers qui ne

se localisent pas sous cette forme. En effet, ils dépendent, soit unique-

ment, soit simultanément avec y, de l’une des fonctions poids ci-dessous

(A,B ou C) :

A. La distance ô au bord OW d’un autre ouvert W :

W désignera alors un ouvert de bord à* variété de dimension n-1 et de classe

C 
ce 

et 8 une fonction C 
~ 

de R n dans R telle que :
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Exemples : Dans R2 au voisinage de 0

B. La distance r(x) à un point x 
o 

fixé de0 ou de r :

Exemple : Au voisinage de x r 0 dans R2 ou dans R2 :201320132013&#x26;20132013 o +

C. Une autre fonction poids nulle en un point :

Exem 1 e t Au voisi nage de x = 0 dans R 2 ou dans R2 :
o +

§ 2. BREF HISTORIQUE DE LA REGULARITE DES OPERATEURS ELLIPTIQUES

SINGULIERS

. Pour situer les classes d’opérateurs quej ’étudie aux paragraphes
suivants, je rappelle, brièvement,celles étudiées jusqu’à maintenant :
a) Le premier résultat de régularité maximum a été obtenu par M. S. Baouen-

di, dans sa thèse (1967), pour des opérateurs d’ordre 2 variationnels

non caractéristiques de la forme :

où p est pair, A est un opérateur homogène d’ ordre 1, à coefficients

C 
00 

réels, transversal à F.

Exem le Dans R2 au voisina e de 0 Au = 222 + u .Exemple : Dans R2, au g de , t + t2D;U + .
Ses résultats furent étendus à p impair, dans certains cas, par T Matsuzawa
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- &#x3E; Dans R2 au voisinage de 0, 9
+’ 

’ t x 
’

puis, dans le cas général d’opérateurs d’ordre 2m non caractéristiques non

nécessairement variationnels, par M, I. Vi~ik et V. V. Grugin [19~ (1969).

i Dans R2, au voisinage de 0, Au - D4u + t4D4u + D u
._... _ r + t x t

b) Un premier type d’opérateurs caractéristiques fut étudié par H. Triebel

L173 (1968)

(Les sont des opérateurs d’ordre 1 à coefficients C réels tangents

à1r et de rang n - 1 sur r) Il

Exemple : Dans R2 au voisinage de 0, Au = D [ t D u + D2u + tu
H. Triebel calculait les domaines des itérés de A et en déduisait que A

est un isomorphisme del-Z L’analyticité de ces opérateurs fut étudiée

par M. S. Baouendi et C. Goulaouic [4j et la régularité H k par P. Bolley
et J. 0 Camus L5~,,

c) Un deuxième type d’opérateurs caractéristiques fut étudié par M. S.

Baouendi et C. Goulaouic [2~ (1969) : Au =~-2013~- °

Pour ces opérateurs, ils déterminent la régularité H et le domaine des

itérés. Ces opérateurs sont des isomorphismes de 

2
Exemple : i Dans R2 au voisinage de 0

o

Ces résultats furent étendus à des opérateurs de la forme
inf(m.k) h k h h. 

elliptique d’ordre m et P m-h d’ ordre) ho201320132013 P y J? proprement elliptique d’ordre m et P d’ordre
h=o

m -h par N. Shimakut’l1 -iii -1 et P n Bol ley et J. Camus [6J (1972).

d) Enfin, un travail récent (1975) de P. Bolley, J. Camus et B. Heiffer

[.7~ englobe tous les opérateurs précédents par l’étude de l’hypoellitpicité
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partielle des opérateurs localement de la forme 1

e) M. I. Vidik et V. V. Gru~in [181 en 1969 puis D. Prévosto et J. Rolland

Ll5] en 1975 ont étudié des opérateurs d’un type différent dont le modèle

est : Au = ~ . + cu, p E N , p&#x3E;2 .

Exem 1 e : Dans R2 au voisinage de 0
-4

f) Un type d’opérateurs ne dégénérant pas en fonction de la distance au

bord a été étudié par L. H8rmander ~,9~ puis M. Derridj [8~ du point de

vue de l’hypoellipticité : il s’agit des opérateurs de la forme

2 co 
, ....i=1 Xi champ de vecteurs C réel. M. Derridj obtient aussi

° 1

des résultats de régularité Hk partiels (c’est-à-dire un certain contrôle
de la régularité mais pas d’isomorphisme).
Dans le même ordre d’ idées, J. J. Kohn et L. Nirenberg [11J et Mme 0. A.

Oleinik ont étudié les opérateurs d’ordre 2 à coefficients réels, à
forme caractéristique non négative, essentiellement du point de vue de

l’existence et de l’unicité des solutions mais aussi de l’hypoellipticité
et de la régularité partielle.
Du point de vue technique, il y a essentiellement deux méthodes : .

a) la régularisation elliptique que je rappelle et utilise ci-dessous, bien

adaptée pour des opérateurs d’ordre 2 variationnels mais techniquement
délicate pour les opérateurs d’ordre &#x3E; 2.

b) Les inégalités à priori déduites de théorèmes d’isomorphismes à une

variable que l’on transporte à plusieurs variables par transformation de

Fourier tangentielle.

La difficulté du problème que j’étudie tient, en partie, au fait

que la seconde technique ne semble pas pouvoir être appliquée. J’étudie

essentiellement deux types de problèmes :
-Régularité Hk pour les opérateurs obtenus en remplaçant, dans ceux étudiés

dans la thèse de M. S. Baouendi ~ Cf . a)] 1 y par une autre fonction poids.
-Domaines des itérés pour les opérateurs intermédiaires entre
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Remarquons que ces deux opérateurs n’ont pas le même comportement vis â vis

du théorème des itérés [41 [3~ ni le même comportement spectral [4~ L2J.
Je donne aussi des résultats de régularité et.de non régularité pour

§ 3. REGULARITE Hk POUR LA lère CLASSE D’ OPERATEURS

On utilise les notations du 1 : .

- p É ltl est tel que ôp --’ 0 dans 0 .

- A est un opérateur homogène d’ordre 1 à coefficients C réels
transversal à F sur i"naw et à à Ui sur OW nn .

On considère :

et l’espace variationnel

muni de sa norme naturelle et V l’adhérence dans V avec

On fait l’hypothèse de coercivité suivante :
Il existe a&#x3E; 0 tel que, pour tout Re

Exemples : Dans 2 au voisinage de
+

opérateur étudié par M. S. Baouendi).

opérateurs exclus lcf. remarque 4J :
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est tangent â 

+ u (A est tangent à r ) 

Théorème 1 : On suppose p pair. s Soient pour kÉ ltOE *

Alors pour

Remarque 1 : Le résultat ci-dessus s’interprète comme la régularité du

problème de Diridiet : :
1-

Corollaire 1 il existe u, unique, 

Remarque 2 : Le théorème 1 est aussi vrai, sous certaines conditions

(cf. [121) pour p impair. Il est vrai pour A 2 et k impair.

Remarque 3, : Les résultats ci-dessus généralisent ceux de M. S. Baouendi

pour p pair et ceux de T. Matsuzawa pour p impair.
Si p est pair et les coefficients réels, les opérateurs ci-dessus

r 2 
, ... ,

sont de la forme S X.u + X f) . L hypoellipticité
i=l 1. 0

jusqu’au bord était connue. Ces résultats affinent,dans un cas particulier,
les résultats de régularité de M. Derridj [9J.

Remarque 4 : Le théorème 1 est faux pour A . On applique le raisonnement

fait au paragraphe V de cet exposé.

B) On a des résultats analogues pour les opérateurs :

- A est un opérateur homogène d’ordre 1 à coefficients C 
co 

réels non

nul en x et transversal à F en x si x E r Q
o o o
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Il n’y a plus à distinguer p pair et p impair. On fait l’hypothèse de
coercivité analogue à celle du A).

Dans R2 ou dans R 2 au voisinage de
+

Remarque 5 : Ici aussi, ce résultat s’interprète comme la régularité
- 

00

d’un problème de Dirichlet homogène et on a : pour g E C (r) il

existe u, unique, dans tel que Au = =: g.

C) Les résultats ci-dessus sont valables pour d’autres classes d’opérateurs
sous une hypothèse de coercivité analogue à celle du A) [.cf. [1211 .

Exemples : : Dans R 2 ou dans R: au voisinage de x = 0, A = à r = t t=o3+ o -Ft-

§ 4. DOMAINES DES ITERES POUR LA 2éme CLASSE D’OPERATEURS

On utilise les notations du 1 :
..201320132013-. _ 20132013201320132013 t

- p E N est tel que ôp -- 0 dansai.

- Les (A i) 1-- i~-, sont des opérateurs homogènes d’ ordre 1 à coefficients

C réels tangents en tout point de r et dont le rang vaut n - 1 sur I,

par exempl e 4. *Comme au  ’ on f ait l’ hypothèse
1 1s1 q k 1 ,k n

de coercivité de la forme intégrodifférentielle associée sur l’espace
variationnel V (9 iiÎ] est dense dans V).
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Exemples : Dans R2 au voisinage de
+

Notations : ( TT A. ) u = u, sè 1 désigne un produit appli-
o 1 s 1

qué à u, ’ de 2s opérateurs Ai, D(Ak) = domaine de Ak.
1

On a

Théorème 2 : Si p est pair, ou, si p est impair et

pour tous p É ltOE , 1T 11. i avec 
s 1

Corollaire 1 : A est un isomorphisme sur lui-même.

Remarque 1 : Pour p = 0, on retrouve les domaines des itérés de l’opéra-
teur étudié par H. Triebel C cf . II b ) .

Pour p -= 1, bi . _ 0, on retrouve les domaines des itérés
, , ., 

ij 
de l’opérateur étudié par M. S. Baouendi et C. Goulaouic 

B) Les résultats ci-dessus s’appliquent aussi aux opérateurs :

distinguer p pair et p impair] . .

Exemple : Dans R2 ou voisinage de 0 :
+

Sous l’hypothèse de coercivité analogue à celle du A) on a :
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Théorème 2bis : Le domaine de Ak est

Corollaire : A est un isomorphisme sur lui-même.

C) Les résultats ci-dessus s’appliquent à d’autres opérateurs de la forme :

sous certaines conditions sur [cf L12]let sous l’ hypothèse de coercivité
analogue à celle du A).

2

Exemples : Dans R2 au voisinage de 0
+

§ 5. REMARQUES SUR LA REGULARITE DE

On suppose que la forme associée a Cu,v7 est coercive sur

l’adhérence dans l’espace variationnel V. Soit

Proposition 1 : Pour

Pour i o régularité d’ordre supérieur, il faut distinguer suivant la

valeur de p et la position des deux ouverts. On dit que A est régulier si,

pour tout k E N .

Proposition 2 : a) Supposons (’2 = w ou- c 0- Si p 2 le problème de
Dirichlet est toujours régulier 

- Si p = 2, le problème de
Dirichlet n’est pas régulier (image de codimension non nulle).

b) Si le problème de Dirichlet n’ est

jamais régulier.
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Exemple : Dans R au voisinage de 0
+

Démonstration de b) : Soit x 1 E r n àw adhérent à l’ ouvert 1’ - à W de 1~ et

f (x1) / 0, si le problème de Dirichlet était réguliers y il existe-

rait u H1 o iol tel que Au = f. Cela impliquerait u(x ) = 0 et

f(x1) = 0. C’est impossible.

Remar ue : P. Bolley et J. Camus ont montré qu’en général le problèmede
Dirichlet variationnel est irrégulier ~6~.

~ 6. METHODES DE DEMONSTRATION . ESQUISSES DES DEMONSTRATIONS SUR DES

EXEMPLES.

a) On utilise la régularisation elliptique Soit tel que

ou Au E D(Ak) . On consîdère une suite e. de réels e.&#x3E;0

tendant vers 0 et une suite qui tend vers f dans H 0 ou dans
k . [-1 

J kD(Ak) est dense dans D(A )).

On approche alors la forme i par les formes

et u par les solutions ui dans
1

de la relation :

Les u. vérifient : i
J

est borné quand j varie.

est borné quand j varie

c) il existe une sous-suite des u. qui tend vers u
J0 o

dans V faible .

Soit S un opérateur pseudo-différentiel ou différentiel de Z[53 n H JQJ
lr * 0

dans H’LOI dont l’adjoint formel S est continu de l’image de S dans
H1[Oj. On choisit S de telle sorte que pour tout jÉ ltOE :
0

et
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Puisque on en déduit que 1B Su .1B 
fi 

est
J

0 
/"’ 

la

borné et, si S est fermé dans V faible, que Su E V .

b) Esquisse de la démonstration du théorème 1 sur l’exemple

Ré ularité L2 : On constate Au E L 2[:1J, ç E2J impl ique
0 

et -5i E 2 En 1 . Soit B un voisinage ouvert de 0 dans R2 on dé-CU E V et -&#x26;[Cu] E L . Soit B unvoisinage ouvert de 0 dans 
R + 

on dé-

montre l’ existence de deux constantes C y 0 et C’ &#x3E; 0 telles que pour

t out v 1:: V supp vc B :

La première inégalité permet de considérer la régularisation elliptique :

où - t3 et ç sont deux fonctions réelles de0[BJ telles que 

transformée de Fourier tangentielle de u.

La seconde inégalité permet alors, grâce aux résultats de la première
régularisation elliptique, de majorer les lemmes de commutations de la

régularisation elliptique :

régularité L2 est établie.

Régularité Hl : :
Remarque 1 : Pour ce type d’opérateurs, les deux implications suivantes,
habituellement vraies pour ce type de problèmes :
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ne sont pas vérifîées. (La dérivée tangentielle du poids intervientt)

On commence par démontrer, par récurrence sur p entier  Otel

que les quantités
1 - ,

sont bornées quand j varie.

On peut alors majorer les lemmes de commutations de la régulari-

sation elliptique et en déduire successivement :
l X

La régularité Hl est établîe.

Régularité Bk: On peut faire la même remarque que pour la régularité
H . On procède par récurrence sur k en prouvant que

est vérifiée

et si u . est une suite définie au a) approchant u les quanti-
J

sont bornées quand j varié pour

Passons de k- 1 à k : on démontre que les régularisations elliptiques

f3 T p [Cui- 1 vérifient les conditions ci-dessus pour 2013- 1 +ket on j 
.. 1 

+1 +1

conc(Ét comme pour la régularité 1conclut comme pour la régularité H .

Esquisse de la démonstration du théorème 2 sur l’exemple :
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Domaine de A ^ D(A) on a : Ï

Soit B un voisinage ouvert de 0 dans R2 9 il existe c&#x3E; 0 telle que pour
+’

tout v E V supp vc B

Soient C et f3 deux fonctions réelles avec on applique la

régularisation elliptique d’où on déduit que
2

sont bornées quand j varie

On peut alors majorer les commutateurs des régularisations elliptiques :

On en déduit

Par inégalité de Hardy, on a

Domaine de A2 = D(A2) : Les étapes de la démonstration sont :

[par régularisation elliptique Su.
J

[par régularisation elliptique]

On en déduit

En revenant à l’équation on a :

au total
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Domaine de Ak- D(Ak) : on montre, par récurrence sur k, que

on établit que 1

On pousuit alors comme pour D(À2).

Remarque 2 : Si on herche la régularité Hl de A, on n’aboutit pas car

on obtient en régularité normale : ’ 
+ Hl sans

savoir si L2

Dans le cas ou t +x est remplace par 1 (opérateur étudié par
H. Triebel) P. Bolley et J. Camus résolvent cette difficulté dans 15~
en se ramenant à une équation différentielle connue par transformation de

Fourier tangentielle.

Remarque 3 : La proposition 1 du paragraphe 5 se démontre par la même

tehnique. 
’
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