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INTRODUCTION

On considere un opérateur différentiel défini dans R" de 1la

forme
N o
(1) P (x,D) v a (x)D
o N a
al=m
ou a, est un polyndme de n variables homogenes de degré Ial.‘On suppose que

P0 est elliptique en dehors de 1'origine dans R" . On considere ensuite
un opérateur différentiel P défini dans un voisinage de 1l'origine dans

R" de la forme
(2) P(x,D) = P (x,D)+-§z::: a' (x)p%
o o
alsm
AN S <]
ou les a& sont des fonctions de classe C définies au voisinage de

1'origine et s'annulant a l'origine au moins a 1l'ordre |a|+ 1.

Le but de cet exposé est de démontrer que sous 1'hypothese (H)
(voir plus loin) 1'opérateur P donné par (2) ne peut é&tre hypoelliptique
dans aucun voisinage de 1'origine. Plus précisément on a (toujours sous

1'hypothese H)

Théoreme 1 : On peut trouver V, voisinage ouvert de 1'origine, et

(@ . e pe
T € ' (V) vérifiant

supp sing T = {0}

x
PT € C (V) et plate a 1'origine.

Théoreme 2 : On pcut trouver V, voisinage ouvert de l'origine, tel

que pour tout k€ N. il existe f € CX(V) vérifiant

supp singf - {O}

Pf € C (V).
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La démonstration de ces théoremes est basée sur la construction
explicite des singularités des solutions. On note que la méme méthode
pourrait &tre utilisée a construire des singularités de la solution du
probleme de Dirichlet dans un domaine conique (travail a paraitre

ultérieurement) et semblables a celles de [3:.
Le théoreme 1 a été d'abord démontré dans le cas d'un exemple
particulier dans [2], ensuite, avec P réduit a P0 (i.e. a& = 0) dans El:

et exposé 1'an dernier dans ce séminaire.

L' HYPOTHESE (H) (voir aussi |1).

En coordonnées polaires (x=r8, r>0, 0€ Sn—l) P s'écrit

m
— d . m-j
Qo(e,De,r'Dr) = ) Aj(e,De)(Pg;r)

J=o
On pose, pour (8,5) € T“'Sn__1 et € R
m nj
q, (8,7,8) = JZO a (8,1 (ig)

ou aj est le symbole principal d'ordre j de Aj' On note

I'-{zeg|d(,m) € ™s_ N0, q(8,1,-i2) = o}

I =T N{z€¢, Rez >0} .

+

On suppose

r I1 existe 90, 61,...,9£ satisfaisant
Xz 8 < < =
39, <8 <S8 <3
(H) {
T
- : i = L -
63+1 ej < =7 pour j = O0,..., 1

L1
\ c € <
F+ }t{ {ze | Gj arg z < 9j+1}
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LEMMES TECHNIQUES

Pour z € €, on note S: 1'espace des fonctions définies dans

Rn- {0} s'écrivant comme sommes finies de la forme
7 £
Z r“(logr) vz(e)
£

s o]
avec vy €C (Sn-l)' I1 est clair que P_ opere dans Sz pour tout z€ €

On a
Lemme 1 : Pour tout z € €, Po est un opérateur surjectif de Sz dans
Llui méme et admet un inverse a droite (que 1'on notera Es).

Démonstration : Comme dans [1. la résolution de Pof = g peut se réduire

a un systéme de la forme
e}
(2) (5= - 2o, ) F- G

U
ou F et G ont m composantes et la matrice ./ est un pseudo-différentiel

elliptique d'ordre 1. Si a(f,l|) est son symbole principal on a
det(z-a(8,1)) = q (8,1, - iz>a0(e)‘1

I1 est alors facile de voir qu'il suffira de pouvoir résoudre
(s <]
dans R" - {0} 1'équation (4) avec G::rz(logr)kv avec V€ (C (sn-l))m

et KEN .

La compacité du domaine de ff’dans L2(Sn ™ montre qu'il

_1)
existe N2 € N vérifiant

N

N
Im(z-.f) 2 o ker(z—Jb - L2(Sn "

-1

L'équation

(-f’rr- A - r(Legr ) ¥ V(@)

admet alors une solution dans Rn-{O} de la forme
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k*’Nz

— rz(Logr)KVz(e)

v, € (C(s__ )"
avec V, n-1 .
Pour le voir, on fait une récurrence sur k. On suppose ce

résultat vrai jusqu'a k-1 et on le démontre pour k. On écrit

V = V1+V2
J Nz ' 2y 2
avec V1 € Im(z- /%) et V, € ker(z-/2) ©. On vérifie aisément que
Nz j+1
V(o .
F, = E DT rZ(Logr)k+J(z-,’£)V
2 £ . 2
J=o (.]+k)!

est une solution de (4) avec G::rz(Logr)kV On écrit V1: (Z_"%)Ul’ on

g -
obtient

o) -
(rB—r— =) r’(log r-)kU1 = rz(logr‘)kV1+ k(logr)k 1U1 ,

il suffit maintenant d'appliquer 1'hypothese de récurrence pour k- 1.

cqfd.

On note maintenant S% 1'espace des séries formelles de la forme

e

v avec v, € SZ+k
k k o

k=0

et S_Oc = U SZ.
z€ ¢

Le développement en série de Taylor a 1'origine des coefficients
de P montre que P opere (formellement) dans s? pour tout z € € (et donc

-, . .
dans S ). Le lemme 1 montre que P0 admet un inverse a droite dans SZ,

- 0 . - 0
et donc dans S . On note Eo son inverse a droite dans S

N -
Lemme 2 : L'opérateur P admet un inverse a droite E dans S . E envoie
s? dans Ss? pour tout z.
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- )
Démonstration : On a dans S

PE - I - (P -P)E
(o] (o] (o]

Comme (PO- P)Eo envoie S” dans SZJr1 pour tout z, il suffira de prendre

E- T E ((P -P)E)K,
o) (o] (o]
k:O

Remarque 1 : Si O est un ouvert de R" contenant 1'origine et k€ N, on
note CS(O) 1'espace des fonctions f de Ck(C}) vérifiant D*f£(0) = O pour

lal <k . Il est facile de voir que, par un procédé a la Borel, si
o]

~ ©
v= 2 vy € SA(Vk € S§+k), il existe ¥ € C (R"-{0}) unique modulo
k=0

@
Cp(Rn) telle que, pour tous N et k vérifiant k< Rez + N, on ait
V-0 v € CHRY).

Démonstration du théoreme 1 : En utilisant (H) (voir Ll?’) on peut

trouver z € €, Re zo< 0 et z valeur propre de & . On en déduit qu'il

«©
existe u_ € C (Sn ), uo;t’O et vérifiant

-1

z

P r ou = 0 dans LRn- {O}
o o

On pose (E étant donné par le lemme 2) :

z z
v=r -EPr%u
0 o
z z +1
Comme Pr ouoe s® , ona
z z +1
) 0
vE S , v¥&Ss et Pv=0 .

. O { Y
I1 résulte alors que, si v est la fonction de € (R"\{0}) associée a v

par la remarque 1, on a

[oe]
PV € Cp(Rn) (calculée dans R" - {0}).

o,

Si w € £ (R") est un prolongement de w a R%on a :
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supp sing ¥ = {0} (vu le choix de zo)

(5) P = : c é(a) (modulo C:(Rn)).

" alsk @

Comme P est un opérateur linéaire dans 1'espace de dimension finie formé

daé(a) (k fixé, d, € €). On conclut

des distributions de la forme QL“_A
lal<k

aisément de (5), que 1'on peut trouver une distribution T satisfaisant

les conclusions du théoreme 1.

Démonstration du théoreme 2 : Soit k€ N (que 1'on peut supposer assez
grand). Comme dans El}, il existe une valeur propre z de Jé’vérifiant

-]
Rezoi> k. On en déduit alors qu'il existe u €cC (sn—l) u Z 0 et véri-

fiant
(6) P r °« =0 dans R" - {0},
et donc aussi dans R" (car Rez0 >k) . Deux cas sont alors possibles :

z
i) La fonction r ouo n'est pas un polyndme homogéne. On conlut alors

comme dans la démonstration du théoreme 1 (c'est méme plus simple, il n'y

a pas ici de masses de Dirac).
z
ii) La fonction r ouo est un polyndme homogene (degré zo). Soit alors

Pz 1'espace des polyndmes homogénes dans R" de degré z,- P0 opére dans

0 .
Pz ; il n'est pas injectif (a cause de (6)) ; il n'est donc pas surjeetif.
.Q Z . ) z z
Soitr °v €FP N ImP (® ). Onak (r° ) €8S %, cet élément n'est
o z, 0"z o o o

pas dans Pz , il admet donc un prolongement dans Ck(lfB qui n'est pas

o
. /\z_:)/
C . I1 en est donc de méme de E(r vo) ; mais on a
N~ z

[+ ]
PE(r °v ) =r ° mod. C
o 0 P

Ce qui donne la solution désirée.
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