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§ 1. INTRODUCTION

Le probléme de Neumann pour O permet d'obtenir gans un ouvert Q
convenable de Cn n 22, la solution de du = f, qui est orthogonale aux
fonctions holomorphes. Il est intéressant donc d'étudier la régularité de
u, lorsque f a une certaine régularité. En particulier J. J. Kohn a étudieé
ce probleme dans le cadre de Cm(ﬁ), d'abord dans un domaine strictement

pseudo-convexe, ensuite dans certains domaines faihlement pseudo-convexes

[4) [5].

Easuite la regularité Gevrey a été étudiée par D. Tartakoff (6]
pour les formes de degré (p,q), q2 2 et par M. Derridj pour toutes les
formes (p,q) (donc q 2 1) [1].

Le probleme de la régularité analytique restait entierement posé.
Dans cet article, nous étudions la régularité analytique globale des

solutions u du probléme de Neumann
g *
(85 +3 Su = f
condition de Neumann

dans le compact Q |, lorsque Q vérifie certaines hypothéses en particulier

lorsque @ est un ouvert strictement pseudo-convexe.

Remarquons que le probleme de la régularité analytique locale

est plus fort que celui de la régularité analytique globale.

. . . n .
Ici nous nous restreignons a des ouverts de € . Mais on peut
considérer des variétés analytiques réelles munies d'une structure presque

complexe intégrable (voir [2]).
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§ 2. NOTATIONS ET DEFINITIONS

Soit 0 un domaine de €n, n = 2, défini par(Q = {r < 0}

|dr|= 1 au voisinage
de 3Q ,
r analytique réelle.
Soit (Ll""’Ln—l’Ln) un systeme libre de champs de vecteurs
: 3
holomorphes i.e. L. = ¥ a_.. == , analytiques réels, tels que
i j=1 ij sz

Li(r) = 0 pres de 30 i=1,...,n-1.
L (r) =1
n
odr 2
En fait Ln a une écriture globale par exemple {Ln = i% gzigzg . Quant

aux Li’ i=1,...,n-1, on peut les écrire localement, par exemple au

voisinage d'un point z_t.q %% (zo) # 0 , on prend
n

_dr d dr 3 .
Li =352 %2, "%z 3z ' i=1L...,n-1
n 1 1 n

Comme L .,L (L -in), forment une base de champs

17" n-1’ Ll""’Ln-l’ n
tangenfs au complexifié de 1'espace tangent a d3Q au voisinage d'un point

de 30 , on peut écrire
(L.,L.] = c..(L_-L) +&(L,,LoO" Y , i,j<n-1
S S | ij’ n "n i’7iti=1 7 77

(cij) est la matrice Levi. On dit que Q est strictement pseudo-convexe si

(cij) est définie positive en tout point de 3Q.

Si (wl,...,wn) est le systeme de (1,0) formes, dual de (L1""’Ln)

alors 1l'opérateur § peut s'écrire sur une fonction u



IV.3

¥ -
L'opérateur 0 est 1'adjoint de d au sens de L2(Q); on peut

le définir pour une forme (0,q) q =2 1 par

i _ - -
u€9(8 ) & u ):uI Wy wpo= oy Ao A w,

1 q
) uy 0 sur o0 pour n € I I=(i,,.

¥*

(8 u,v) = (u,0v), ¥ v forme de degré (0,q-1).

\

On considere le Laplacien complexe :
U R
Hu=[aa +8 ) u

Si fe€ L2, est orthogonale aux formes harmoniques (i.e. v=0) alors il

2"

existe u telle que u €
D
du € D)
Ou =f voir [3;

Nous allons montrer ici que, si Q est convenable (i.e. 3Q est analytique
réelle et vérifie certaines hypothéses englobant le cas ou il y a stricte
pseudo-convexité), alors f € A(0Q) entraine u€ Q(3). Ce théoreme repose

en fait sur un théoreme "géométrique'" dont nous donnerons la démonstration.
Nous donnerons seulement 1'idée de la démonstration du théoreme final a
partir du théoreme '"géométrique" en majorant les dérivées de u suivant

la mauvaise direction. Quant aux dérivées dans les autres directions (a

.,L

savoir L L L) qui sont '"les directions elliptiques",
n

100 n-i’ L1,..., N1’
on peut les majorer localement, ce que le lecteur congoit fort bien
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§ 3. LE THEOREME "GEOMETRIQUE"

Proposition 1 : Supposons que la forme de Lévi est non dégénérée, o

analytique réelle. Il existe une fonction unique, ¢, analytique au voisi-

nage de of}, valant 1 sur 3Q telle que si
, L! = L, i=1, n-1
alors la matrice (aij) définie par
[L'i,f;ij = af L)+
vérifie det (aij) = 0 au voisinage de 3().

i’LJJlL

Démonstration : Notons aij = [L
n

Calculons les aij, avec 9 # 0 au voisinage de 3Q.

S | L. <
aij = 0 aij i,J n
' - © o <
“in ?? %in t n
| a'. = a -w_lf () i <n
ni ni i
a' = ga —Q(p—li(tp)
_ Dn nn n
Alors det(aij) = 0 si le déterminant
a. . o,
ij in
=0
Qani-Li(Q) @ann-Ln(w)
Comme.ii est tangentiel pour i = 1,...,n-1, et que En ne l'est pas et

remarquant que le coefficient de i;(q) est le déterminant de la forme de
Levi, donc non nul, on déduit que dQ est non-caractéristique pour 1'équation

différentielle obtenue en égalant le déterminant a O. Le théoreme de Cauchy
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Kovalewski assure 1'existence de ¢, au voisinage d'un point de 0Q, unique
telle que 9 = 1 sur oQ. Mais un calcul de déterminant montre que

detlcijl = 0 ne dépend pas du choix de (L1’°'“’Ln-1) ; on déduit qu'on
peut globaliser (puisque Ln est global) et trouver ¢ au voisinage de 0Q).
A partir de maintenant on note - Ln’ le champ Lh précédent et

T = Ln-Ln, qui est global.

Proposition 2 : Il existe des coefficients ag ;- FL T Bl,...,ﬁ

uniques au voisinage de 0Q, analytiques réels tels que si

n-1

n-1 n-1 _

T =T+ L a.L.+% B.L,
RS B RIS B

alors
7] i : [T'vLiian =0 i=1, yn-1
Q! [T',Li}an =0 i=1,...,n-1
au voisinage de oQ.
Démonstration :
. ) n-1 . n-1 _ .
LTv,LiJILn = [T,LiﬂL;-jil aj[Lj,LiJan-+j21 Bj[Lj,LijLn
) _ n-1 .
[T',LiJIL = [T,Li}lL + T aJ[Lj,LiJIL
n n j=1 n

comme la matrice [Lj:iiE'L est non dégénérée, il existe bien des coeffi-
n
cients aj analytiques réels au voisinage de 9, uniques, tels que

[T',Eile = 0 au voisinage de 3Q,
n
en revenant a la premiere égalité et utilisant le méme argument, on obtient

des coefficients Bj uniques.
Remarquons qu'on a utilisé que les égalités
= ' I '.—7 =
0=(T ,LiJILn et (T .Liian 0

ne dépendent pas de 1'écriture locale des L]. i =1....,n-1.
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Remarquer que les a; et Bi ont été déterminés uniquement en chaque

point.

Proposition 3 : Soit T' déterminé par la proposition 2. Alors

1)

® :([1,L]

n 0 au voisinage de o0 si et seulement si

e : (1Ll =o .

n
n
Démonstration : En effet :
_ n-1 n-1 _
(oL -3, =(r,m]l, -([1, oL, +5 BL]l
n n 1 1 n
[ n-1 n-1 _ _'
= [T, % a,L.+Z B.L.]J
1 ii 91 Ln

ce qui est nul en utilisant la propriété de T'.

Proposition 4 : Une condition nécessaire et suffisante pour que les

égalités
® . et ® !, i=1,...., n soit vraies est que
i i q

det|a..] =0
ij

Démonstration : D'aprés la proposition 3, il s'agit de vérifier

] PEREED ® n ] i yeoes O ﬁ-l . Les conditions & ii)i =1,...,n
s'écrivent :
R _ n-1 n-
®, [Ln,LiJIL - [Ln,Ll}lL + T aj[L ,L jIL + T ﬁj[Lj,L11 L =0
n n j=1 n j=1 n
[ _ | n-1 [ ]l n-1 [__ |
® (L ,L] + T ea.L.,L + T B.lL.,L | 0
n n’n Ln j=1 J*7 37 n’'L j=1 it"j’"n Ln
- n—l —
&! [Ln,Li”L v aj[_LJ,Llle =0
n j=1 n
. n-1 .
e [Ln,Ln,,IL + T aj[LJ,Ln_,|L =0
n Jj=1 n
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Al ” . ’ .
ces dernieres équations s'écrivent

n-1

ann * . ajaJn =0
Jj=1
n-1

a .+ z ajaJl =0
J=1

Comme det(aji)j,i< n # 0, ce systeme est résoluble si et seulement si
det(ak ﬁ) = 0. Les propositions précédentes montent que oy vérifiant @i
’

est unique et qu'alors @i, i=1,...,n sont vérifiées.

Théoreme : Supposons que d(Q est analytique réelle et que la forme de
de Levi est nonngigénérée. I1 existe T' unique, analytique réel de la

n -
forme T' =T + T a.L.+ T PB.L, tel que
. ivi ivi
i=1 i=1

[T',L;), =0 i=1,...,n
n
[T',ille =0 i=1,...,n au voisinage de 3Q .
n
De plus T' = - T sur 3Q et [T',Ligli = [T"Ei]'i = 0 sur dQ pour i=1,...
n n

Démonstration : La premiére partie est la résultante des 4 propositions

précédentes. Montrons la 2eme partie.

Comme T' est tangentiel sur 32, il en est de méme de
[T',Li] et [T',ii] pour i =1,...,n-1. Donc sur dQ, on a bien T'=-T, car
sur o) si on prend
n-1 n-1 _ _
™ =T+ £ a.L, - T a.L,
S S I
ce T" conviendrait, et d'apres 1'unicité, on a T"=T' sur 3Q, donc on a

i T'=-T . i '=T! u T =-1 L ...—
bien sur 3Q. Par suite T T, +yT, ou T! T, et T, € {Ll, ’Ln—l}

vy = 0 sur 3N.
Ainsi

[T',Lillin = [rnlp « bvrndly =[T, 00 « vt L) g
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sur 30 [yTl,Lijlin =0 et [T! ,Ii]an= - [T('),Eilen = 0 . D'ou le

résultat.

Régularité analytique globale : Nous nous contenterons des formes de

degré (0,1). Nous ferons les hypothéses suivantes

N
u€ (o0 ) a support

n n-1 0 < -u . _*u . Iy
Dz Bl 2 gl <kl < el 7u « ol 2 supr

ou K est une constante assez grande.

2) 1la forme de Lévi est non dégénérée.

3) 93Q est analytique réelle.

Remarque : Les conditions 1) et 2) sont vérifiées si Q est strictement

pseudo-convexe.
Théoreme : Sous les hypotheses 1), 2), 3) si

Ou = f
uedo) = u € a@d)
fe€a@).

- - 3
Corollaire : Soit f € G(Q), of = 0 et f 6‘7(8 ) ,alors la solution de
du = f orthogonale aux fonctions holomorphes est analytique réelle dans
Q. Nous ne donnerons que 1'idée de la démonstration, surtout en quoi le

’ s ’ ’ . . 3
théoreme ''géométrique'" intervient.

Il suffit en fait de montrer que la restriction de u a 3Q est
analytique réelle sur oQ, puisque D est un opérateur elliptique. Pour
cela, il suffira de montrer que si on désigne par (Op)q un opérateur de

la forme

q q. q q
1 J ) ~
L, "'Li.T .L ..L. qQ*---*+d;, =4q .

1 j L2 1

j+1 9542

H(Op)qu“ < ¢y

ITCop) u| = cT*tq:
n
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ce qui entraine bien || (Op) ull 5 < Cq+1q! puisque L = + L +T.
1715 Ga)
lere étape : On majore ainsi
k+1, |

£ T, || + nz-:lllLiTku\; + K| M) s Kk
1 1

Cela se fait par récurrence. On introduit une partition de 1l'uniteé

Zaj = 1 sur (0 telle que supp aj c wj ou wj est un VoisinageFﬁgnbggéngur
lequel on a 1'estimation (1). Alors, il s'agit d'estimer
N n n-1
T (2 “i.a.Tkuuz + I HL.a.Tku“2-+KHa.Tk+1uH2) par
N k 12 <% k 2 k 2
T (Cfa, Tu|“+||5 a.Tu||+||e.T ).
j=1 J J J -1
HakauH_1 est facilement majoré . Regardons par exemple :
(5a.Tku,§a.Tku) = (5u,5Tkangu)+
J J J
([S,a.Tkju,aa.Tku) + (5u,[Tka(,aja.Tku).
J J J J
mais l(Su,St‘f‘%? ™0 | = l(f,Tka§ 'rku)l - |(akaf,akau)| < CCHkaH2+HTkuH2

D'autre part :
([S,aj]Tku,5akau) = (a&Tku,gakau) + (ajié,Tk;u,Sakau)

ou a& désigne une dérivée d'ordre 1 de aj. Majorouns par exemple le premier
terme. Mais le fait que T est global intervient ici de fagon essentielle

pour écrire

N
I(a&Tku,gakau)l <C T [CenakauH2-+eH§akauH2]
i=1

si € est convenable.C engakauﬂz est absorbé en passant a gauche, par

Hgakaunz. D'autre part si K est assez grand (voir hypothese 1))
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CCe nakaunz est absorbé a gauche par KHakauHZ.
Passons au second terme : la il faut remarquer que

1) [S,Tkj est "grosso modo" équivalent a k fois un terme de la force de

Eg,T]Tk_l . Donc il faut estimer (a.k[S,Tka-lu,Sakau) ou bien d'apres

k-1

le théoreme géométrique (ajkLT u,Sakau) ou

— — - ' i
L€ {Ll,...,Ln_i,Ll,...,Ln_i,Ln} ce qu'on peut estimer par
Cik?‘lajIJTk—luH2+-d‘é'akaunz ; le 2eme de ces deux termes sera absorbé par

Hgakauuz et le premier est majoré en utilisant la récurrence a 1'étape
k-1.

Les autres termes se majorent un peu de la méme maniere, quoiqu'il
intervienne en plus quelques intégrations par parties. C'est la qu'on
. . . - - .
utilise la 2eme partie du théoreme, a savoir que [B,TJ et [a ,T) sont

tangentiels a 3(Q.

2eme étape : On montre qu'il existe une constante C telle que
I <op) vl = cd*1y
- q+1
HLn(Op)quH < ct g

Pour donner une idée de la démonstration, regardons par exemple un terme

de la forme

lotPr%|%  ou L € {L,...,L ]

n-1

on majore par (5¢L§-1Tqu,§¢L?Tqu)et en faisant des crochets. Comme

dans la lere étape, on est amené a majorer par exemple
(91871 1%, 5o1P1%) et (o[, LP71 1%, §, LD 1)
Maintenant pour & convenable
¢ llg' 127 41% |2 + || § gLP 7%

se majore en faisant absorber SHSQLETquHZ et en estimant CGHW'L?_quUHZ
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en utilisant la recurreunce et si ¢ est convenablement choisi. Remarquer
qu'ici on peut estimer les choses localement car Li est une "direction

elliptique".

Maintenant il suffit du [7,

Lemme : Si [[Oop(@ul , = ¢9*1gr alors Sup|D®ul = B lat
ili érateurs L_,... L ....L T qui
On utilise pour cela que les opérateurs Il’ ’Ln-l’Ll’ ,an1 et qui

sont tangentiels a 9 forment une base de champs de vecteurs tangents ;

d'ou on obtient

HDauH 5 < A'O(I-tla '
L™ (dq)

Ensuite on utilise le théoreme de Sobolev pour avoir le lemme.
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