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VIII.1

Soit 0 un ouvert borné lipschitzien de En. On donne ici une

formule asymptotique pour les valeurs propres de problèmes du type 1

Conditions aux limites sur ôfl.

où A et B sont des matrices d’opérateurs différentiels d’ordre respectif

En fait nous supposerons que notre problème provient d’un
problème variationnel (explicité ci-dessous).

1 , ,

Une première idée serait de se ramener à un véritable système
elliptique (cas J= 0) ce qui semblerait possible si çj était une variétn

compacte sans bord, mais ce qui parait poser des problèmes non uniquement
techniques du fait de la conjonction des conditions Bu = 0 et des conditions

aux limites.

Nous allons donc aborder le problème de manière directe, ce qui
nous permet en outre de ne faire que peu d’hypothèses de régularité sur
les coefficients des opérateurs A et B.

§ 1. NOTATIONS - RESULTAT

Soit un ouvert borné lipschitzien de En. . On note l’es-

pace de Sobolev usuel d’ordre k sur fi.

On se donne des entiers N &#x3E; J &#x3E; 1, m » 1 et 0 m . m pour
J

j = 1,...,J. On définit les espaces :

On note W o (0) [resp X o (Q)] l’adhérence de

dans [resp 

Soit B l’ opérat,eur de W(o) dans X(o) défini par :
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, 
m .

où est de classe C (Q). On note B’ (x,1) la matrice de coefficients :
3 P 

-

Soit a la forme hermitienne continue sur W(o) définie par :

est dans et dans C°(Q) si 1 a 1 = · On note

A’(x,~) la matrice de coefficients :

Soit enfin W 1 un sous espace fermé de W(o), contenant W0(n) et

1’ on définit V1 _ [u E W 1 / Bu 0.

Nous ferons les hypothèses suivantes :

(H.3) implique la coercivité de a sur V1 ; elle équivaut à cette

coercivité si BWl est un sous espace fermé de X(n).

On déduit de (H. 3) , comme pour l’ inégalité de Gârding, 

[1J), que l’on a en notant B’ (x,s) la matrice adjointe de B’ (x,fl) :
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1 
Lemme 1 : Il existe T1 que pour tout ( x,~) E - 0 x S n-l la matrices

hermitienne A’ (x,;) i est définie positive.

N 

Pour (x,~ ) x (pn B0) , soit P(x,~ ) le projecteur orthogonale

sur Ker B’ (x,F) : t

La matrice (PA’ P) (x,~) a alors N -~ J valeurs propres non nulles,

qui sont strictement positives :

On vérifie que les fonctions (x,F) 1-- 1 (x,F) sont continues et
-

homogènes en de degré 2m. Notant 

Lemme 2 : La fonction est continue de 0

Revenant au problème variationnel (Vi, L(O),a) on lui associe

un opérateur autoadjoint semi-borné dans L1’ y l’adhérence de V1 dans L(n).
Son spectre est constitué d’une suite de valeurs propres . (répétées selon

J
leur multiplicités) réelles et tendant vers 

t Théorème : Sous les hypothèses précédentes on a :

l’intégrale étant finie et non nulle grâce au lemme 2.
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§ 2. LE SYSTEME B

Nous aurons besoin du résultai suivant.

Proposition 1 : Sous les hypothèses (H.1) et (H.2),,B W0(o) est de
..- .- _...._..,._. oÎ codimension finie dans X (n).

o

On obtient cette proposition par transposition ; on introduit

les espaces

L’opérateur C de X’ (0) dans W’ (C2) transposé de B, est :

Notons

La proposition équivaut à l’estimation suivante :

Par partition de l’unité et figeage des coefficients, cette es-

timation résulte des deux lemmes :

. Lemme 3 : Si B’(x,~) est constant en x, et si (H-1) a lieu alors pour

tout compact K inclus dans Q il existe une constante y, telle que (1)

ait lieu pour tout f de support dans K.

1 
Lemme 4 : : Si B’(x,§) est constant en x (H.2) équivaut à ( 1) .

Démonstration du lemme 3 : Par transformation de Fourier, on déduit de

(H.1) que :
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Il suffit alors de remarquer que, pour f de H-k () à support dans K, f le
-k n

prolongement de f par 0 en dehors de 0 est dans et que les normes

sont équivalentes.

Démonstration du lemme 4 : Si (1) a lieu, en l’appliquant aux fonctions

p E R) on obtient (H.2) en faisant tendre p

vers 

Inversement, comme en [6~, [7J, on déduit de (H.2) par le

Nullstellensatz de Hilbert, qu’il existe un entier v¿ 0, et des opérateurs
différentiels RÎ pour j = 1 , ... , J , p = 1, ... ,N, a E Nn et Î cz Î = v, d’ ordre

J ? P
v - m + m . , tels que :

J

et par suite : 1

Le lemme 4 résulte alors du résultat suivant démontré en [6J
(on pourrait poursuivre comme en [lj [7j i en utilisant la représentation
de Sobolev) .

Lemme 5 : Si 0 est un ouvert borné lipschitziens pour tous entiers v ~ 0

et k, il existe une constante y telle que :

Remarques 1 : La condition (H.1) est nécessaire pour obtenir (1).
1

2 : On peut démontrer de manire similaire que (H.1) est

nécessaire et suffisante pour que BW(Q) soit de codimension finie dans
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§ 3. VALEURS PROPRES DE PROBLEMES VARIATIONNELS

Etant donnés deux espaces de Hilbert V et H, V s’injectant avec

injection compacte dans H, on sait associer à toute forme a, hermitienne

continue et coercive sur V, un opérateur autoadjoint semi-borné dans V,
adhérence de V dans H ; le spectre de cet opérateur est constitué d’une

suite de valeurs propres i(j = 1, ...) réelles et tendant vers +00

J

(chaque valeur propre est répétée selon sa multiplici.té). On note alors :

D’autre part, dans la même situation, posant t réel

Sa+t = [uE V / et (n=0,l~...) le n-lème

diamètre au sens de Kolmogorov ([2_,) de S a+t dans H, on sait ([2~,[3~)
que pour t assez grand, on a :

On introduit la notation suivante : pour s &#x3E; 0 on définit les

nombres" de :

Si a est le produit scalaire de V, on notera simplement

On déduit aisément de (2) la :

Proposition 2 : Soient a et al deux formes hermitiennes continues et

coercives sur V, telles que pour e  1 et t réel, on ait :

Alors pour tout s &#x3E; 0 on a :
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Considérons maintenant la situation suivante : t soient Wc:~,H deux

espaces de Hilbert, l’injection de W dans H étant compacte. Soit a une

forme hermitienne continue et coercive sur W : on suppose que pour des

constantes v 1 ’ Y 2, tl et t2 on a pour tous u et v de W : :

On se donne d’ autre part un opérateur continu B de W dans un

espace de Hilbert X. On note V = Soit V un sous espace de
W, tel que pour des constantes c et T on ait :

On suppose de plus qu’il existe un opérateur R défini sur un

sous-espace X1 de X valeurs dans W et des constantes y’ et toi tels
o o

que 1

Nous avons alors :

Proposition 3 : Sous les hypothèses précédentes, il existe e 
o 

et y ne

dépendant que de ’y’ 0’ ? ’y’ 2" . tels que si e  t0on a pour tout s &#x3E; 0 :

Démonstration i Soit b&#x3E; 0, assez petit. Il existe un sous-espace E de

codimension N(ô-2 ;W,H) dans W tel ue :

Soit &#x3E; 0, il existe un sous-espace F de codimension 

dans V, tel que ;
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On déduit alors des différentes hypothèses que si u É V 1 est tel
que : u - R B u ~ F, alors :

avec

On choisit alors 6 de la forme, ic 
1~2 , . - 1/2 , et la

proposition résulte alors par passage à la limite de l’inégalité :

§ 4. DEMONSTRATION DU THEOREME

Nous nous plaçons sous les hypothèses du paragraphe 1, mais

quitte à changer a en y ce qui ne change pas la

restriction de a à Vi, nous supposons de plus que a est coercive sur W1’

Soient 0. (i= 1,...,k) des pavés inclus dans 0. Soit w un ouvert
k 1

on pose 0 o = ; on supposera ~o lipschitzien.

Pour i = 1,...,k, notons Wl[resp Xl] le sous espace de W(o )i
[resp des fonctions périodiques. On se fixe pour i = 1,...,k,
. 

It 
1

x ie 0 1. Soit B l’opérateur :
i 1
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En développant les fonctions en séries de Fourier, on vérifie
grâce au lemme 1 que a i est coercive sur l’espace V i = = 01.
On a de plus :

Proposition 4 : est de codimension J dans X/ . De plus il existe
un inverse a droite R de B~, défini et continu de’B’W’ dans W$, et dont
la norme est majorée par une constante , indépendante du choix des

ni et des x~. Enfin, on a l’estimation :

Nous "recollons" maintenant les estimations de la proposition
4 grâce à la partition de l’unité cJ , , 1 de la manière suivante : on

définit d’abord les espaces :

,  o 
0où F° désigne le prolongement de F° par 0 sur o

Soient T et S les opérateurs de L(n) dans et de .~ dans L(o) :

 i
ou désigne le prolongement de par 0 sur 0B0..

T est une isométrie de dans 1, P = T S est 1 e projecteur
orthogonal de 1 sur TL(n) et b ~ T = Id~~~ . . De plus T ~ res p Sl est
continu de W(n) dans ’1et de W dans ’Ur 1 [resp dans W(o) et de 
dans W1~ · 

On définit survies formes :
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de sorte que l’ on a :

On a les estimations suivantes :

ou désignent ici, et il en sera de même par la suite, des constan-

tes indépendantes du choix des q. et des x. et où e est un majorant de

l’oscillation sur les pavés (ï:.. 1, . - . k) 1 des a~:~ pour 

et des b. ,P pour lal = 
1 p. q

J,P J

Par la proposition 2, on en rléduj t que potir e assez petit :

Soit maintenant 65 l’ opérateur de 

Notons 1/ 01 . Par la proposition 4 -’)vh est de
1 k i

codimension finie, et il existe un inverse à droite de £3 , 1% = fl9 R1,
1=1

continu de ,,+ On a :° de 1 
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Ces estimations nous permettent d’appliquer la proposition 3 pour obtenir t

On utilise enfin la proposition 4 et le lemme suivant : 

[1]

Lemme 6 : Il existe une constante C(m) telle que pour tout ouvert borné

lipschitzien U, on a pour s = n/2m :

pour obtenir si s = n/2m :

Par la proposition 1, il existe un opérateur Ro de BW 0 (0) dans

Wo (Q) tel que : i BR o a Id. On a de plus :

et : o o

On applique alois les propositions 2, 3 et 4 et lemme 6 pour

obtenir pour s = n/2m :

On remarque enfin que pour F
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et par suite, avec le lemme 6 :

On obtient alors le théorème en considérant des recouvrements

de 0 due sorte que t
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