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§ 1. INTRODUCTION

Etant donnés un opérateur différentiel P d'ordre m dans un
voisinage V de l'origine dans R" et une hypersurface S passant par
x=0 (donnée dans V par : 8§ = {x€V : f(x) = 0}, df £ O sur S) non
caractéristique pour P, le probleme considéré ici consiste a se

demander si
u€ ¢c™(V), Pu=0dans V et u= 0 dans {x € V: f(x) <0}

impliquent que u est nulle dans tout un voisinage de l'origine.
Cette question ayant été 1'objet de nombreux articles (voir [1], E2]
E3], [4], [6], [7], [9] etc...) rappelons quelques uns des résultats
déja obtenus. Pour cela considérons 1'équation en 1 :

pm(x,g-prN) = 0 ou P, est le symbole principal de P, pour

(x,§,N) € V><l"g X Ty ou §0 € R" est non parallele a N, = grad £(0) et
o o

T (resp I',, ) est un voisinage conique de § (resp.- N ). Lorsque la
§o N, o o

multiplicité des racines est constante, les racines réelles sont simples
les racines complexes au plus doubles et restent complexes, Calderon
E1j a donné une réponse positive au probleme, la surface S étant
quelconque. sans condition sur les termes d'ordres inférieurs. Mizohata
[4] et HBrmander [3] ont généralisé son résultat au cas des racines
complexes doubles et régulieres, P étant elliptique. Lorsque la
multiplicité des caractéristiques est plus élevée, Zeman [97 a
récemment obtenu des résultats , mais la multiplicité est toujours
constante, la surface initiale est strictement convexe et la partie
principale n'est pas quelconque.

En 1969, Goorjan [2] généralisant certains résultats de

H8rmander ES], Mizohata [4]... a considéré le cas ou
P = Pl-..Pr+R

ou Pl""’P sont des opérateurs elliptiques a caractéristiques simples,

R est d'ordre < [rgl] et S = {x= (xi,x’): X, = |x'|2}.

1
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Récemment Sussman [6] a étudié le cas des opérateurs elliptiques
homogenes la surface initiale étant strictement convexe.
Enfin les contre exemples de Plig montrent qu'en général il est

nécessaire d'imposer des conditions sur les termes d'ordres inférieurs .
Voir remarque 2.)

§ 2. RESULTATS

Soit P(x,D) un opérateur différentiel elliEtigue dans un

voisinage V de 1l'origine, p, son symbole principal, p son symbole total.

Congidérons les conditions suivantes :
PLH.l] Pour tout EO € R" non parallele a No = grad f(0), il existe m

fonctions C”,Kj(x,g,N), j=15...,m, dans un voisinage conique T de
(0,§0’ No) telles que

m
p (x,8+TtN) = p (x,N)qpr(T—K.(x,E,N)) dans T .
m m j=1 j

D'autre part soit r le maximum de la multiplicité de 1'équation en T

pm(0;§4-TNo) =0 € non parallele a No

r+1] ot

On pose q = E 5

s(p_»N ) = {a(x,§) = MIZSm-:(:l ba(x).é"‘ +
L 2

Inz1 2lpl + [ul < [Al

B_(N) .
CB,X,u(X)g pm(pfx’g)-

ba’CB,x,p € L (V)} .

(N _ 3 \\p
M) G5 PxPn

On a noté ici p

n.2] p-p_ € sp sN ) .

—

On a alors le



XV.3

Théoreme 1 : Sous les hypotheses EH.l] et EH.2] il existe un

voisinage W de 1l'origine tel que

u€ C"(V) Pu=0 dans Vet u = 0 dans {x€V: £(x) < 0}

impliquent que u est nulle dans W.

Remargue 2

a) Si r < 2, [H.2] est toujours satisfaite. En particulier le théoreme
s'applique a un opérateur elliptique d'ordre 4 a coefficients réels
vérifiant [H.i], (voir {43), la surface initiale étant quelconque.

b) Si [H.2] n'est pas satisfaite, le résultat est faux en général.

En effet, Plig [5] a montré qu'il existe une fonction f(t,x) de classe
c” telle que

5 4
P - (a_af'ia%)G‘” it 2 - 2o f(t,x)
X 9X
ne possede pas la propriété de 1'unicité du probleme de Cauchy pour
s={t =0} .

c¢) 1I1 en est de meme lorsque [H.l] n'est pas satisfaite. Plig a construit
dans [5] un opérateur elliptique homogene d'ordre 4 a coefficients c” et
réels, possédant une solution de 1'équation homogene a support dans

une sphere.

§ 3 PREUVE DU THEOREME 1

Dans la suite, nous serons amenés a convexifier S par un
changement de variables. Aussi commengons nous par étudier l'invariance
des hypotheses. Seule celle de [H.27 n'est pas évidente.

1. soit P le transformé

Soit ®:V_~ \7’y un difféomorphisme, ¥ =@~
de P, ﬁ%y,n) (resp.ﬁh) son symbole total (resp. principal). On a alors

la :

Proposition 3 : Si p-p € S(pm’No) alors ﬁﬁ-ﬁ; € S(ﬁm,ﬁ;) ou
~ £V
N, = (ay)(‘P(O)).NO .

Cette proposition découle du
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Lemme 4 : Il existe des polynomes en N> fB(y,’ﬂ), (pe Zn), a

coefficients dans C°(V) d'ordre < %|B| tels que pour tout o€ N

(B (1) = O £ (e P o D) vy M

B<a

ou O(B) = g—g—)Bo ;

Ce lemme est prouvé par récurrence sur |OLI et fournit une expres-

sion explicite des fB .

2
Par la transformation de Holmgren xi = X, i=1,...5n-1, t = <x,N0> + A |x' |

on se ramene au cas ou P = P(x',t;DX, ’Dt) avec

m .

(1) p, (x"ht38',7) = TT (-2 (x',t38£')) (microlocalement)
j=1 J

la solution étant nulle pour t < lx' |2 ; les hypotheses sont conservées.

La méthode de démonstration de 1'unicité repose sur des estimations

de Carleman. Pour j €& N posons

2
-T)
Malll2 = 2 [7||oP % u)|? KT g
J p+a<j -.[‘o t x Lz(]Rn—l)

I1 est tout d'abord facile de voir qu'une estimation du type

2 2 0
(2) u ll? = c Mzall®  we k)
< -ek . . . .. . o
ou lim Cke =0 ¥ € > 0, implique 1l'unicité. En effet soit { € C (R)
k= N\ 2T o
telle que { = 1 pour tGJO,E s {=0 pour tE]T,w[ . Soit T'<-§ et

vEC telle que Pv=0 et suppvc {t> Ix'lz} . Comme (v € ECOOO on a
T 2 T 2
k(t-T 2 k(t-T 2
[, e (t-T) [v[[“5at < ¢ [ e (t-T) [PVl ®,at
L T/3 L

ce qui implique
2
"2 e T T 2
V! dt £ 1im | C, e PCv dt = O
«fo L2 ko k fT/3 L2

L'idée naturelle pour obtenir une estimation du type (2) est, compte

tenu de la forme du symbole principal de P, de travailler avec
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1'opérateur 303, ou 3, = Dt-xi(x,t;Dx), puis d'estimer

P -9.,¢...c0 et P-P en fonction des 3d..
m 1 m m i

Inégalité de Carleman pour 1l'opérateur Q:alo...oam .

Introduisons quelques notations.OP(Tr), pour r€ R, désignera
1'espace des O.P.D. dont le symbole est une fonction C” ent a
valeurs dans ST (Vx R™).
. . 1 .
Ici ai = Dt—hi(x,t,Dx) avec )\i € OP(T"). On pose ensuite

= {I: (i]_’.'.,ik): iJe (0’1,---,m),

i Aip si jAA)

On notera |I| = k et Tc J si |I| =0 ou {i 1<k sIII}c{jk: 1<sks<|J|} .

Enfin 3. - {Identlte sil1]l=0 )

ailo---oaik si I = (i1s ’ik
Théoreme 5 : Il existe une constante C > O telle que pour tout k,
1 2
T kT™ assez grands,
m—1
2 2

) Mull® Z : Il pulll3 s 1) I3 s- -2 ulll?

I =m-2j

I€o

| pour tout u€C (JO, [ r" 1)

Ce théoreme est une conséquence de la

Proposition 6 : Il existe C> O telle que pour k, % ’ kT2 assez grands :

@ aer?ymrlehmlel i ccaa®) - 12 > llbpull? <
j=1 I€o
IIl:m-Z,]

< clllaye--e aull2

pour tous |a] <m et toutu€ C (]O,Z[XR 1).

m--r-loclkm-locl2 k

1+ kT

En effet lorsque |a| < m-gq, on a (sz)



XV.6

Esquisse de la preuve de la proposition 6

La difficulté ici consiste dans le fait que la multipiicité des
caractéristiques est variable. On commence par obtenir une inégalité de
Carleman pour chaque ai ¢ c'est classique.

Lemme 7 [1] : I1 existe C> 0 telle que pour k, T-l, sz assez grands

4 2 C 2
alll® = S5, alll®
2 2
(5) S Malll? = e k) I3, ulll?
Mulll2 < S fip.ulll? % uwec™Qol xR .
\ o) k2T2 t o 0 - 2

On déduit des inégalités (5), a 1'aide de plusieurs récurrences, 1l'inéga-

liteé

(o
2 2 .

(6) E;. ) M ulll, s ¢+ ™) ll3 .03 ulll? #uectdo,Z[x ™)
J= I|=m- 2J J ° °

On écrit ensuite al°"')am = P1>...)Pr4-R , ou les Pi sont a caractéris-

tiques distinctes et ou ”lRu"li peut etre majoré par le premier membre de
(6).

On prouve pour terminer, par récurrence sur r, que

2 m-r—lal m—lal 2 2 o T n-1
(k1) k1 ral? s ellipy o R ulll2 we o, gk

On en déduit (4).

Etude de P -93_%....0
—_— m—1"""""m
On a la
m-lJl]
Proposition 8 : Il existe des 0.P.D. Q; dans OP(T 2 ) tels que
. \

(7) Pm(x,t,Dx,Dt) = a1~---‘am + L__T QJ < aJ

Je ¢

|J|<m-1

Elle résultera du lemme suivant
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Lemme 9 : Pour tout Q € OP(Tﬂ), tout I€ & il existe

p o plalzlaly

€ OP(T 2 ) tels que

Q4,2

(8) Q® PI=QaaI+

i lJl<|1]

Jc1

Q. 5,495

On a noté ici PI 1'0.P.D. de symbole (T-—Ki (x,t;%)}..(r—xi (x,t3E)),
1 k

1= (11,...,ik) et Q® P_ 1'0.P.D. dont le symbole est q><6(PI).

I

Esquisse de la preuve du lemme 9

On raisonne par récurrence sur |I|.Pour |I|= 1 c'est vrai car
Q®3 = Q-3+ R avec RE OP(TL)

Supposons (8) vrai a 1'ordre |I] - 1. On a a'autre part

(9) 5(Qe3p) = 5(Q).0(Py) + IEJ'I?IT—I 5(e;,; ® P))

Jc1

Admettons (9) un instant, alors grace a la récurrence on obtient

(10) o(QOaI) = g(Q® PI) + : o) (: QI,J,K°5K)

|gl<l1] KcJ
Ik|<|J]

) K]
- J|-1K
Li—i'llzlJl]+[l 12 ]

ou Q € OP(T

I,d,K ) ce qui prouve (8) a l'ordre | 1].

Preuve de (9)

L'égalité est évidente pour |1] =1. On utilise alors les deux

lemmes suivants

m

. Ir.
Lemme 10 : Soit Q = T QD) et d = D A, Q, € OP(T 3y, A € op(rl).
j=o0

Alors pour tout N = 1 il existe by . € OP(T

k]

r+1-N), r= max(rj), tel que

g (a,k)
2 ot (@ @)

m .
(11) 5(Q.3) = b, . td o+ .
;g; Ny |a] < N k=0 atk!
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Lemme 11 : Pour j€ N et 166, |I|=j, il existe a1, € (TJ-IJI)
1+

tels que

(12) = 2 a o(P)

- Je1 40

Le lemme 10 résulte de la formule usuelle donnant 0(Q.3) et le lemme 11
se démontre aisement par récurrence sur III.
Revenant a la preuve de (9), en écrivant d; =3; v d ona
o
o l1 1-3

- 4 *+J
R.3; = ) R,-Dy ' Ry € op(**d)

En utilisant (11) et 1'hypothése de récurrence, il vient

By
G(R.3 ) = Ev g::o ck,a(%)“(%)k{o(n)xo(plo) +
y— e,
" aten) T T e B0 g e
Jc:Io

On utilise alors pour conclure la formule de Leibniz et le lemme 11.

Ce qui termine la démonstration du lemme 9.

Etude de P--Pm en fonction des ai

On a la
Proposition 12 : Pour tous AyusB = (B',8") € N1 avec 1< |A[,
2[gl + |ul = IA] on a :

¢9) Br B" _ J
m(p)(x’t’Dth)°Dx oD —21% -DtnaI+ 22R d

(13) P ;

1Js1 k,J~ °J

y k - . .
ou Qz,J,I € OP(Tﬂ), RK,J € OP(T") et les sommes T; 1=1,2 sont finies

%*
et prises sur jEN , L, k€ Z, I,J € & tels que
2j+ 2max(£,0) + |I] < m, 2k+|J| < m, |J] < m-1

Cette proposition résulte du
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Lemme 13 : Sous les hypotheses de la proposition 12, il existe

Ay B

a; € ']f'e s b)\’B € Tk (ou 2|B] < |A]) tels que si N = (E,7) un a
’J,I k,J

A

[E])\')(x,t’n).nB = 21 az

(14) p 068 Tl (P G tam) 4

™ ™

)
9
Ay
+ bk,

5 (x,taé)o(PJ)(x,t;ﬂ)

ou T;» i=1,2 sont finies et prises sur j€ N\ 0, £, k€ Z, I,J€EE

2j + 2Max(£,0) + | 1] < m- |A| + 2]B]

2k + |J] < m= IKIA-ZIBI, |J] < m-1

La preuve de ce lemme est tres technique et se fait par récurrence sur

[A|. Nous renvoyons a LB] pour les détails.

En utilisant les propositions 8 et 12 et le théoreme 5, on
peut déja en déduire une inégalité de Carleman pour P dans le cas ou
l'hypothése EH.l] est globale en §. Sinon on microlocalise le symbole
principal Pm pour pouvoir l'écrire comme en [H.l] on montre comme
ci-dessus 1'inégalité de Carleman, puis on conclut a 1'aide d'une

partition de 1l'unité.
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