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des opérateurs différentiels (d’ordre fini) sur une variété analytique

complexe de X, Y une sous-variété analytique complexe de X,

?Î(ye t ?Zyles systèmes induits par M et n sur Y. Notons le module

engendré par ? sur des opérateurs différentiels d’ordrex

infini. Nous démontrons sous une hypothèse de nature géométrique
*

reliant Y et les variétés caractéristiques de M et (dans T X le

fibré cotangent à X), que les morphismes naturels :

sont, pour tout i, des isomorphismes. En fait nous démontrons un

théorème plus général, analogue au précédent, mais concernant

des modules cohérents sur l’anneau eX des opérateurs microdifférentiels
sur T*X. Pour cela nous utilisons les outils et les techniques de

M. Kashiwara 15 j, et M. Sato, M. Kashiwara, T. Kawai [13), ainsi

qu’un théorème de Cauchy-Kowalewski pseudo-différentiel de J. M. Bony

et P. Schapira [2 ]. Comme applications, nous retrouvons l’extension

aux systèmes du théorème de Cauchy-Kowalewski, dans la formulation dùe

à M. Kashiwara 15 ] ainsi que le théorème de Y. Hamada J3 J ? C. Wagschal
Y. Hamada, J. Leray, W. Wagschal ~ 4 ~ ; mais outre que nous

obtenons celui-ci pour des systèmes quelconques (non nécessairement
"déterminés"), notre hypothèse sur la variété caractéristique du

système est beaucoup plus faible que chez ces auteurs ("non micro-

caractéristique" à la place de "multiplicités constantes"). De plus

un théorème de M. Sato et M. Kashiwara i12i nous permet de traiter, même

dans le cas de systèmes déterminés de multiplicités constantes, des

situations qui échappent à [4 J. Enfin notre théorème (et les résultats

de ~6 ~ nous permet de traiter le cas où les données de

Cauchy sont des fonctions holomorphes dans le complémentaire d’hyper-
surfaces avec singularités. Nous ne traitons ici qu’une classe d’exemples
de ce type.
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§ 1. PRELIMINAIRES ET RAPPELS ( cf . ~a 3 ~ ) ,

Nous désignons par X une variété analytique complexe, munie du

faisceau 0X des fonctions holomorphes. Nous notons 3 X le faisceau
(d’anneaux) des opérateurs différentiels d’ordre fini, et if celui des

opérateurs d’ordre infini.

Si Z est une sous-variété de X de codimension d, le faisceau
TD .M. 

f . 1 l 
" 

Z d X 
’ .. 

,.. "

CR le fibre conormal à Z dans X, est défini grâce à la

transformation comonordale par :

où a désigne l’application antipodale et la projection

Le premier espace étant muni de la topologie de co-éclaté. Le faisceau

CR est localement constant sur les orbites de l’ action de R . -zlx +

Si on identif ie X à la diagonale de X x X par la première
pro j ect i on, et au f i bré conormal à 1 a di agonal e de X X X, on peut

définir le faisceaU Ék sur T*X ar :x P

où O(o,n) désigne le faisceau des formes différentielles holomorphes
de type (o,n), n étant la dimension de X. Si on note y la projection

de T*X sur P*X, on peut définir un faisceau eloe par :

00

Le faisceau EX n’est autre que le faisceau des opérateurs microdifféren-
tiels (d’ordre infini). On note le sous-faisceau de les opérateursx x
d’ordre fini. En identifiant X à la section nulle IÉÎX on a :x
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Remar ue : Dans [133 le faisceau C, IR est seulement construit sur_gL . zix
le fibré conormal en sphères, mais le lecteur adaptera lui-Z

même la construction à TÉX. Quant aux faisceaux et 6.- ils sont
z x x

seulement construit sur le fibré projectif dans [1J] sont notés

P et et leurs sections s’appellent "o p érateurs p seudo-différentiels".x x

Si Y est une sous-variété de X le faisceau e Y-X est un 
1 X 1 A

bimodule, et &#x26; Y un ’ En coordonnées, si Y est
X ï AI

défini par les équations x1 - ... = x; = 0, on a des isomorphismes : t

Ce sont des faisceaux portés par e Xx Y. Rappelons maintenant que si
X

~ est un eX-module cohérent défini sur un ouvert 16 de !eX, sa variété

caractéristique, notée SS(M), désigne simplement son support dans 16.

On dit alors qu’une sous-variété Y de X est non caractéristique pour
%1 si la projection

est propre (et donc finie) sur SS(m). Dans ce cas le module my induit
par 24 sur Y, et défini par

est un E y-module cohérent. On pose :

Rappelions que e X et sont f idèl ement plats sur e et que si Y est

non caractéristique.
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Les faisceaux CR sont des faisceaux de ék-moduies de support etzlx s, x - pp z

sont invariants par transformation canonique. Plus précisément soit X et
-

X deux variétés analytiques complexes de même dimension, Z et Z deux sous-

variétés de X et X (de codimensions éventuellement distinctes) une
transformation canonique complexe homogène définie au voisinage de
x E TX, telle que Alors une fois quantifiée, lj définitz z z

(au voisinage de x3 et de un isomorphisme de sur P, et deg p x x

IR J?

CR sur ce deuxième isomorphisme étant compatible avec lep p

premier.

§ 2. DIRECTIONS MICROCARACTERISTIQUES

Nous allons généraliser une définition introduite dans un

cas particulier par J. M. Bony (1 ] (cf. aussi pour uneautre

utilisation de cette notion).

Soit W une variété analytique complexe, V une sous-variété

lisse de W, S un ensemble analytique de W (V et S sont évidemment

complexes). Le "cône tangent à S le long de V", noté Cy(S), est un

sous-ensemble fermé conique de le fibré normal à V dans W. On peut

le définir en coordonnées locales de la manière suivante.

Supposons W = C N1 V= x - ... = xY, = 0 . Soit x E V,

e E T x (W) . Alors 9 n’appartient pas à CV(S) s’il existe un cône

ouvert de sommet l’origine, invariant par V, contenant e et ne

rencontrant pas S au voisinage de x.

Si f est une fonction holomorphe au voisinage de V, on peut

définir °y(f), son symbole le long de V, comme une section de TV(W) .
Dans la situation précédente, si f s’annule exactement à l’ordre r sur V

(i.e. : r est le plus petit entier tel que toutes les dérivées de f

d’ordre  r sont nulles sur V), f s’écrit

et on pose, pour (x, 9 ) E T (W) :
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t Lemme 2.1 : Soit J le faisceau d’ idéaux des fonctions

~ holomorphes nulles sur S. Alors :

Revenons maintenant à la situation et aux notations du paragra-

phe 1. On identifie T(T*X) et T (T*x x T3~X) , où A désigne la diagonale

de eX x T~X.

Définition 2. 2 : Soit 14 et 7Z deux eX-modules cohérents sur un
ouvert i~, de T*X et e un vecteur de T( ~C ) . On dit que e est non

microcaractéristique pour (i~, il) si :

Si le support de l’l est une variété lisse V il revient au même de dire

que 0 n’appartient pas à (dans Dans ce cas on dit

que 0 est non microcaractéristique pour 14 sur V, ou si 14 est de la forme

eX/tx.p que e est non microcaractéristique pour P sur V. Si r est

l’ordre d’annulation de Pm, le symbole principal de P, sur V, et si
m

e E T (TX), il résulte du lemme 2.1 que e est microcaractéristique pour
3
x

P sur V si et seulement si

On retrouve donc la définition de J. M. Bony [11.
Si Y est une sous-variété de X on dit que Y est non microcaractéris-

tique pour (, 7) s’il en est ainsi de tout vecteur non nul e = H , où
f

Hf désigne le champ hamiltonien de f, et où f est nulle sur Y.

Si Y est non microcaractéristique pour (M, 77 ) en x E T*X et si et 7l
sont non nuls en x*, Y est non caractéristique pour 7ll. et pour ~7~ .

Si ’Î,?=; rJ , SS(Q) = et on vérifie immédiatement que Y est non" 

x 
’

microcaractéristique pour le couple (ï7(,0-X) en x E 1-*- X x Y si et°.S P° °P x X 
seulement si est non caractéristique pour le -module au
voisinage de x.
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§ 3. ENONCE DES THEOREMES

Si Y est une sous-variété de X on note p et w les applications

naturelles :

On suppose Y de codimension d dans X. On uti lisera, comme dans [131, le

langage des catégories dérivées.

Théorème 3.1 : Soit 1 et ’n deux ex-modules cohérents définis sur un
ouvert 1L de T~X. On suppose la sous-variété Y de X non microcaractéris-

tique pour (1~~, ~) . Alors le morphisme naturel de faisceaux sur llÎ"Xx Y :
X

est un isomorphisme.

Le théorème est encore vrai si on remplace

Si on replace sur X)on obt i ent :Y-X 
" 

x

Théorème 3.2 : Soit 14 deux fi X -modules cohérents. On suppose Y

non microcatactéristique pour (~, au voisinage de T~X x Y . Alors le
X

morphisme naturel :

est, pour tout i, un isomorphisme.
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§ 4. ESQUISSE DE DEMONSTRATION DU THEOREME 3.1

On commence par démontrer le lemme suivant, cas particulier
du théorème avec f’t. = Czlx. .

Lemme 4.1 : Soient Y et Z deux sous-variétés de X, transverses. Soit

~! un eX-module cohérent défini au voisinage d’un point 3&#x26; E T~X x Y.
X Z X

On suppose :.

- Y est non microcaractéristique pour M sur 

Alors on a l’isomorphisme :

Pour démontrer ce lemme on se ramène d’abord au cas où Y est une hypersur-

face de X et m est réduit à une seule équation, m = en

utilisant la technique mise au point 

Une transformation canonique, et l’adjonction d’une variable

supplémentaire permet, comme dans E14 de se ramener au cas où Y et Z

sont des hypersurfaces de (C et oùilexiste une variété régulière involutive

A avec T Z X c A c Car(P) . On est alors ramené, grâce au théorème 3. 3 de
z

8, à résoudre un problème de Cauchy pour un opérateur intégro-
différentiel ce que l’on fait à l’aide du théorème 3.1.2 due 1 2-

Pour traiter le cas général, on remarque que :

désigne le système dual de 11(le

produit 0 est définit dans ~ 13 chapitre 2, 23J).

On considère les injections Yx Y c YxXd XxX . Alors YxX est

transverse à X dans XxX et on peut appliquer le lemme 4.1. Pour

restreindre ensuite le système à YxY on applique la proposition 3 de

[7].
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§ 5. APPLICATIONS 

a) Si on applique le théorème 3.2 avec 11= 0X on retrouve un théorème
de M. Kashiwara [ 5 ] qui généralise aux systèmes le théorème de Cauchy-
Kowalewski.

Proposition 5.1 : Soit M un3-module cohérent, Y une sous-variété de

X non caractéristique pour ~. Alors les morphismes :

sont, pour tout j, des isomorphismes.

b) Le théorème 3.1 permet d’étendre aux systèmes les résultats de

[ 3 1, ~15~ , ~ 4 ~ , et ceci sous une hypothèse plus faible que
l’hypothèse de multiplicité constante faite par ces auteurs (cf. aussi

[11]).
Soit Z une hypersurface lisse de X. Nous noterons le module :yp ZiX

désigne une équation (locale) de Z. Cétte définition est licite

car on vérifie immédiatement que-e xLog (P ne dépend ni de la fonction
~ choisie, ni de la détermination du logarithme. 

r .

Si sont des hypersurfaces de X nous noterons
1 1=

faisceau sur X défini par la suite exacte :

où la deuxième flèche désigne l’application :

On définit de même 1 pour une hypersurface Z de Y.p YP
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1 Proposition 5.2 : Soit Y une sous-variété de X, Z une hypersurface

de Y, Zi (i= 1... r) des hypersurfaces de X transverses deux à deux

et transverses à Y, avec Zi fl Y = Z * i .

Soit m un -e x -module cohérent tel que : t

b) Y est non microcaractéristique pour m sur chaque en dehors de
1

Alors pour tout j le morphisme

est un isomorphisme.

Remarque : On peut aussi traiter le cas où les données sont des

sommes de fonctions holomorphes ramifiées quelquonques, comme c’est le

cas dans [4,15],en adaptant la démonstr at i on 

c) Le théorème précédent s’applique en particulier quand M est un

système défini par une matrice carrée P = (P..)1/8 ./N. D’après un1,J 1,J 

théorème de M. Sato et M. Kashiwara [12] il existe un symbole différentiel

homogène det(P), tel que :

Les conditions de la proposition 5.2 sont alors très faciles à

vérifier. Supposons que X soit un ouvert de ~ muni des coordonnées

(xl,...,x ) et que Y soit l’hypersurface d’équation 0. Soit m

l’ordre de det(P). On suppose donc :

Il se peut que le système induit X~y soit difficile à calculer. Les
propositions 5.1 et 5.2 permettent cependant d’énoncer :
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Proposition 5.3 : 1 Sous les hypothèses précédentes, si f est un N-uple
de fonctions holomorphes au voisinage de (Y-Z) dans X et si Pf se prolonge

en un élément de sera de même de f au voisinage de Z.
i i

d) Soit X un ouvert de muni des coordonnées 

= (x,t). Soit S une hypersurface de X, éventuellement singulière,
définie par une équation = 0, oÙ IP est indépendant-de x.

Soit Y l’hypersurface d’équation x 1 = 0, P un opérateur différentiel

d’ordre m tel que Y soit non caractéristique. On suppose que la

partie principale de P s’écrit comme un polynôme en D 
x 

,...,D ,
xi p

0(t)Dt , ... (P(t)D1
1 g

Proposition 5.4 : Sous les hypothèses précédentes le problème de201320132013201320132013201320132013201320132013 

, . àm-l
Cauchy Pf=g, y(f) = (h), (ou ’1(f) = fJY,...,-20132013 fl y &#x3E; admet une

"1

solution unique f holomorphe dans X- S au voisinage de Y, pour toute

donnée g holomorphe dans X-S au voisinage de Y et (h), m-uple de fonctions

holomorphes dans Y - Yn s.

Démonstration : Notons les coordonnées dans T X. Soit A

la variété de wfx : U (s = 0, = 0). Alors P (x, t,§, 0)x m

s’annule à l’ordre m sur A et D P est différent de 0 sur A n Y. On

en conclut, par un calcul facile, que Y est non microcaractéristique
pour tout couple de support contenu dans Soit 11 le

.&#x26; x-module des fonctions méromorphes à pôles sur S. C’est un &#x26; x-module
cohérent et son support est contenu dans A (cf .[ 6 1 ). Le

module associé est égal au faisceau sur X des fonctions holomorphes

sur Alors Y est non microcaractéristique pour le couple

(.&#x26;x 1-bxP,ÎL) et il reste à appliquer le théorème 3.2, en remarquant que

?t 
y 

est égal au faisceau sur Y des fonctions holomorphes sur

Y- Y n s.
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