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*

Soit (0 un ouvert quelconque de R", avec n= 3, pour simplifier.
Soit V(x) un potentiel réel ou ccmplexe avec des singularités. On consi-
dere dans H = L2(Q) 1l'opérateur non borné Au = - Au+ Vu.

On cherche a définir convenablement D(A) pour que, sous
certaines conditions, A soit m-accrétif, autoadjoint etc...

Ce travail a été fait en collaboration avec T. Kato et les

démonstrations détaillées se trouvent dans [27.

$§ 1. LE CAS D'UN POTENTIEL REEL

On suppose que V est a valeurs réelles et

1
(1) V € Lloc(Q)

Les résultats principaux sont les suivants

Théoreme 1 : On fait 1'hypothese (1) ainsi que

(2) v e 1°@) + LY2(q).

On pose Au = -Au+Vu avec

1

1
D(A) = {u€ HO(Q) ;7 Vu € Lloc

et —Au+Vu€L2} .

Alors

i) I1 existe /\06 Rtel que A+ ?\O soit m-accrétif

i.e. -(A+ 7\0) engendre un semi-groupe de contractions.

ii) A = A .

Théoreme 1' : On suppose ici que Q= R" . On fait les hypotheses (1), (2)
et

.

(3) Vo € Lrll{’i *E lorsque n=3 ou n=4, >0

Plus précisément on suppose que pour tout borné B de R" il existe €>0

(dépendant de B) tel que V~ € L2+ e(p),
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On_pose Kh = =Au+Vu avec
D(3) = {u€L2;Vu€L:°c et - Au + Vu € L2}

Alors A= A.

Remarque 1 : Les théoremes 1 et 1' ne sont pas entierement nouveaux
(cf. les travaux de B. Simon [7], T. Kato [3], [4], [5) et les bibliogra-
phies correspondantes) -sauf peut-etre en ce qui concerne le théoreme 1'

lorsque n=3 et n= 4.

Démonstration du théoreme 1

Etape 1 : Il e§1ste KO tel que

(4) [vlal? < [lgraau(®+ a_[lul® %uen] .

En effet on écrit V- = V, +V n/2

[oe]
1 o5 avec V1€ L et V2 €L

On a alors
[vilul? < flv lul? + | 1V [ 1ul?+ [V, [1ul?

inlsb iv2i>6

< Alvyll o + 6)||ulli2+ v, Ilulliz'*

/2 [V, [>6)

/2

Comme V2 e L" s on conclut en choisissant 6 assez grand, que ¥ €> 0

B Cs tel que

Iv'iuiz salhﬁiz* +08”“”i2

et d'apres Sobolev on a

(5) [viiul® s eflgraau]®, + c_|lu?,
L L
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Plus généralement on a aussi

6)  [VTlullv] ssuuuﬂl nvnﬂl +C€nuHL2 |1an2 ¥u, vEH

Etape 2 +: A+ AL est surjectif ¥\ > ho . En effet, soit f€ 12 et soit
+ \' si V <n 1
V. = . Soit u_ € H 1'unique solution de 1'équation
n . + n o
n si V > n
(7) -Au_+Viu -Vu + A =f
n n n n n

(noter que u, existe d'apres Lax-Milgram). Multipliant (7) par ﬁ; on

obtient

(8) gl o =

(9) J“V;(un)z <C

(10) lgrad u || , sc
L

On peut donc extraire une sous-suite, notée encore'un telle que u —u

(faiblement) dans Hi et u - u p.p.

D'aprés Fatou et (9) on a V+|ui2 € L1. I1 en résulte que

1

Vu€ Lloc H

en effet

1

+ + 2
Vijul < vV (1+ |ul®) € Lloe

et

1
loc

Viiul < v (1+ [ul®) € L
I1 reste a passer a la limite dans (7) et a montrer que l'on a

- Au+Vu+2Au = f au sens de 3°'.

Ceci se déduit du
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Lemme 1 : (V' -V7)u - W dans L .
—_— n n loc
Démonstration : On applique le lemme de convergence de Vitali. Soit

wccQ 3 il faut vérifier que ¥e>0 36> 0 tel que si Ec w et si
IEI < &, alors

J‘Iv“-v'llui<s ¥ n .
E D n
Or ¥R>O0o0n a
+ 1 + 2 R _+
anuni = 2R Vn lunI +§Vn

et par conséquent

+ 1 R +
IE anuni < ﬂ C+§“rEV .

On choisit d'abord R assez grand pour que % et puis & > 0 assez petit

pour que RJ‘ vi < e .
E

Par ailleurs on a

1
- - ok
Vila [ < ||v7)| Jull ou [EI
IE n I_‘n/z(m) n L2*
< clElY2*
Etape 3 : Pour tout A > 7»0, A+ Al est injectif . En effet, soit u€ D(A)

solution de

-Au+ Vu + Au =20

On utilise maintenant le lemme suivant dua a T. Kato qui joue un role

crucial.
1. . 1 1 .
Lemme 2 [3; : Soit u € Lloc(Q)’ avec Au € Lloc(Q) Alors
Alul = ReEAu signi] dans D ,

ou sign z = T%l pour z £ O et sign 0 = O.
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Appliquant le lemme 2 on obtient
Alul = ReL(Vu+7\u)signﬁ] = Re[V]u[ +A[ul]
= Viu| + Afu]l = (=v7+ A) [u] .
Donc il vient
[lul(-ag-VvTg+rg) =0 ¥g€ T
1

et par densité ¥(E€ Ho y [ 20, on a

I grad [u[ grad ¢ IV-Iu]g+ hfiuig <0 .
Choisissant en particulier { = [u|, on déduit que [ul = O.

Etape 4 : A=+ 7\0 est accrétif.

Démonstration : Soit f= Au+ Kou, soit g = f+u et soit un € H(i) la solution

de

~pu +Viu =Vu + (A +1u_=g .
n n n n o n
D'apres ce qui précede on sait que u —»u dans Hj .

Par ailleurs
2
Re(g,un) > J'Iunl
et donc a la limite Re (f,u) = 0.

Etape 5 : A est autoadjoint. Comme A+ ?\0 est m-accrétif, il suffit de
vérifier que A est symétrique, pour en déduire que A est autoadjoint.

Soient u, v€ D(A) et soit A> A,- On pose

f1 = Au+Au , g = Av+ Av

1 1 .
Soient un€ H et v € H  les solutions respectives de
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- Au_ + Viu = Vu +2Au_=f
n n n n n
+ -
- AV o+ Vn‘“l_ \' vt Kvn =g

On sait que un — U, vn._>v dans Hi . I1 est clair que

17, - o,

et par suite a la limite

(Au+ Au,v) = (Av+ Av,u)
i.e. (Au,v) = (u,Av) .
Remarque 2 : Lorsque (3 est un ouvert régulier on peut établir le

fait suivant :
Soit T € H 1(@) n L:oc et soit u € Hi . On suppose qu'il existe P€ e
tel que ReT.u =29 p.p. sur Q. Alors ReT.u € L:l et

Re<T, >

= Re Tu dx.
!

[o}

I1 est facile de montrer que Aa-xo est accrétif. En effet soit T = Vu ;
on a Re Tz - V-Iul2 € L1 et donc Re<T,w> = J'Vlulz . Par suite

Ih(—Au+Vu+Xounﬂ::Re<-Au+Vu+hounD =

Ilymduﬁ-+hofhﬂ2+IVhﬂ220

Nous ne savons pas si cet argument est valable en général lorsque () n'est

pas régulier.

Démonstration du théoreme 1' : Il est clair que A C A. Soit u€ D(X) et

posons f = Ru+ Au. Soit u* € D(A) 1l'unique solution de

f = Au¥® + Au® .

~
On a par conséquent A(u-uw*) + A(u-u*) = 0 et il suffit de montrer que
A+ I est injectif. Appliquant le lemme 2 on obtient
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- Alu] =V |ul +AfJul £ 0 dans 2D'.

On conclut alors a 1'aide du

Lemme 3 : On fait les hypotheses (1), (2) et (3) . Soit u€ L® tel
=1
que V u € Lloc et

~Au-V u+ Au< O au sens de 3' avec K>>ho .

Alors u < O p.p.

Remargue 3 : La conclusion du lemme 3 tombe en défaut si l'on ne fait
pas 1'hypothese (3) : Ancona [17 a construit des exemples de fonctions

u € L2 dans R3eﬁ;ﬁR4, et de fonctions V € Ln/2 telles que V u € L1

loc ’

- Au-Vu+Au-=20
et néanmoins u £ O.

Pour établir le lemme 3 on étudie les propriétés de la solution

du probleme adjoint :

< N 2 e
Théoreme 2 : Soit 0 R". On fait 1'hypothése (2). Soit g € L N L

et soit | € Hi l'unique solution de

(11) ~AV - VYV +A =g A> A

Alors
i) g=20=y =20

ii) | € M LP
2 p<w>

Principe de la démonstration

i)  Multipliant (11) par -y on a

[lerady 12 ea [ IVT1% < PVT1y7I

D'ou il résulte que y = O .



VIII.8

ii)  Supposons g > 0, de sorte que y = O. Multipliant (11) par ¢p—1(p2 2)

on obtient
(12) (p-1) [ yP 2 [grady|?< J’g\yP'HIV' VP

fcette opération qui n'est pas licite puisque Wp—l 4 Hi peut etre

justifiée par des troncatures) .

On déduit de (12) que
4(p-1) p/22 p-1 I|P p
=g [lerad v 5 <llal VI el o+ I

= P
I‘2

Par conséquent

R ol L T I e L L
p _2f_p L L 2% L
L2 L 2

et choisissant ¢ assez petit (dépendant de p) on voit que

P p-1 P
7 < el W75t~ VI,
L2
b p
= clel?, + V2, -
Ce procédé réitéré permet ainsi de montrer que ¢ € (W P .

2< p<o

Démonstration du lemme 3 : On a

(13) jlul(—m- Vo+AP) <0 ¥o€ 2+

Utilisant un procédé de régularisation par convolution on voit aisément

que (13) a encore lieu pour ¢ € B2 N 1° avec Supp ¢ compact, ¢ = O.
.. . X
On choisit alors @ = gk(x) \yn(x) ou Ck(x) :CO(E-) avec gOE % ’

Co(x) =1 pour [x] =1 et ¥, est la solution de

1
Vo € Hy
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(14) “AY, -V oy + Ay =g€2

+

(o]

De sorte que vy € H2 n Lloc et \yn 20. On a

- AP - V@ + AP = —(AL k\ V, - 2 grad ¢, grady
LS 2 A S I N SR YR
Reportant @ = (, | dans (13) on a

C C P - -
Iglul gk < ;2 Jf'lul \yn+ T jlu”grad\l/nl + Q!‘ lul Ck\yn(V - Vn)

C C - -
< ;2 +E+ Ilu'gl(wn(v —Vn)

On fixe d'abord k et on fait n —» o . Dans R3 et R4 s 1'hypothese (3),

jointe au théoreme 2 garantit que l|\yn!| - reste borné. On conclut alors
loc

a 1'aide de Lebesgue que

C C
fghll € = ;2+ x

et puis que fg [u| < 0 en faisant k—=w». Pour R", n=5, on sait que

n/2

V; -V -~ 0 dans L et que ||\yn|| P reste borné pour tout 2<p <= .
L

On en déduit que Iui C (V°'-V ) - 0 et puis que rglul < 0 en faisant
k 'n n p J

K- o.

§ 2 LE CAS DES POTENTIELS COMPLEXES

1

loc des fonctions a valeurs réelles. On pose

Soient qs q' € L

V= q+1iq'
On fait les hypotheses
n
1+¢ - S e
, .
(15) q' € Lloc ou bien q € Lloc avec € > 0
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(16) qg € ﬂn+-Ln/2

Les résultats principaux sont les suivants

Théoreme 3 : On fait les hypotheses (15) et (16). On pose

Aou = =Au+Vu avec

1

loc ' —Au+Vu € L2}

1
D(Ao) = {ué€ H 3 Vu€ L

Alors Ao est fermable dans L2 et il existe ho tel que Koa-ho soit

m-accrétif.

Théoreme 3' : On suppose que Q=R". On fait les hypotheses (15), (16)
et q € L?ii:s lorsque n=3 ou n=4 . On définit A1u= -Au + Vu avec

D(A,) = {u€ ?ivaee ! et —Au+VuEL2} .

loc

Alors A, est fermable et A, = A .
1 1 o
Les théoremes 3 et 3' généralisent des résultats antérieurs de
Nelson [6] et Kato [5]. Les démonstrations sont tres voisines de celles

indiquées précédemment ; on trouvera les détails dans [27.
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