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VI.1

§ 1. INTRODUCTION

Le but de cet exposé est de montrer les conditions de résolubili-
té du probleme de Dirichlet dans un cone Q C R" de sommet l'origine,

relatif a 1'opérateur

(1.1) (A +Mu

1
=

(1.2) ulaQ =0
ou A est un parametre complexe, dit parametre spectral, appartenant a
¢- R ’ R’ étant la demi-droite des réels > O.

Nous construisons une classe d'espaces de Sobolev a poids pour
laquelle le probleme de Dirichlet possede la propriété d'unicité de la
solution et nous donnons des conditions nécessaire et suffisante pour
assurer l'existence de cette solution.

Les résultats serviront comme "modeles" pour des problemes plus
généraux.

Ils généralisent, dans un certain sens, ceux de A. Avantaggiati-
M. Troisi [3), de P. Grisvard [6] et de V. A. Kondratiev [9]. Dans ces
derniers travaux, les auteurs n'ont considéré que le cas A=0.

Le cas A # 0 demande une étude distincte du cas A =0, la singulari-
té a 1'infini étant différente.

Pour eo’ eoo deux nombres réels, notons par r= ]xl et par :

12 () - {féLfoc(o);r%(ur)eco %o, e 12(q))

0070

Alors, pour le second membre f de (1.1) appartenant a Lg 0 Q), 1'espace
9

dans lequel nous cherchons la solution u est différent sélon le cas A= 0

ou A£O.

Si A=0, c'est 1'espace :

2@ = wed @ o2 e 12 @) ol < 2)
eosem 90’900
tandis que, si A£ 0, c'est 1l'espace
2 _ . . (X —2+|a[ o 2 .
weo,em(m ={ued'(@) i G3) Du € Leo’em(n) i lal< 27 .



Pour illustrer les résultats obtenus, considérons le cas d'un secteur

plan Q, d'ouverture w , décrit en coordonnées polaires par :
Q=f{x=(w)sr>,50<w 0w} 0<w <2m
Suppo-ons, pour simplifier, quez

8,=6, 6 =1 aver 8<1 et 9;41-%0

)
Nous obtenons alors, pour fEI:.' 1(Q), les conclusions :
J s

(i) Le cas A=0

Le probleme (1.1) (1.2) a une solution unique dans H2 (Q) si f vérifie :

8,1

a. Siw < = , aucune condition sur f
o 1-9
b. Si w_ > =—— , f vérifie
- 1 ° 1—6 9
wo(l-e)
J‘ fyg,dx =0 pour tout entier k<
k T
9]
kn
N . w
ou x, = r Wo gsin kn .

o

(ii) Le cas A£ O

Le probleme (1.1) (1.2) & 11 e sviation unique dans w2 1(Q) si f vérifie :

0
a. Si w0<-iT-L:-e , aucune condition sur f
b. Si >, f vérifi
. W, =% ° erifie

wo(1 -9)

J" fy,dx= 0 pour tout entier k<—r

Q

ou Vi = ak(r) sin lzonw ?t onk(r) étant 1'unique solution de 1l'équation

o
differentielle sur R_‘_
2
d"a do
2 k k nk, 2
r(d2+7»ock)+rdr -(T ak_o
r o

tendant rapidement vers O lorsque r—-+o .

Les résultats décrits ci-dessus sont des cas particuliers des
théoremes donnés aux paragraphes II et III. Nous donnons aussi des estima-

tions a priori par rapport au parametre spectral A, généralisant au
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domaine conique celles bien connues de S. Agmon [1], M. S. Agranovitch-
M. I. Vishik [2] pour un demi-espace.

La méthode de résolution suit celle de P. Grisvard [6] ; on
utilise les coordonnées sphériques : un point x de R" est repéré a
1l'aide de r> 0 et w€ Sn_1, la sphere unité de R", le domaine Q sera
le cone de sommet 1l'origine engendré par un ouvert G régulier de Sn—1

c'est-a-dire :

Q = {xlx:(r,w), I‘>0, U)EG}

L'équation (1.1) s'écrit en coordonnées sphériques :

2
(1.3) r2(a ; + Au) + (n-1)r gga-Lu = r2f = g
or

ou L est 1'opérateur de Laplace-Beltrami sur g1,

La condition de Dirichlet est réalisée implicitement en cher-

chant u dans 1'espace
2 + .1
(t.4) u€ Ly (R H (G))

ou Hi(G) est 1'espace de Sobolev usuel d'ordre 1 sur G, a trace nulle.

Puisque G est régulier, il est bien connu que 1l'opérateur -L avec
domaine D(L) = H2(G) N Hi(G) est auto-adjoint, positif dans Lz(G).

Soit la base orthonormale {vk} de Lz(G), formée de fonctions

k=21
propres de l'opérateur -L :

-ka= Kkvk
ou {Ak}kzi est la suite des valeurs propres qui sont positives, tendant
vers +» (avec la convention habituelle : 1les valeurs propres sont
rangées 0 < XI < hz <... chacune des valeurs propres étant répétée
suivant sa multiplicité).

D'apres (1.4), on a

(1.5) u(r;w) = Z uk(r)vk(w)
k=1

uk(r) = JGu(r,m)vk(m)dw
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la série du second membre de (1.5) étant convergente dans Lfoc(R+;Hi(G))-

L'équation (1.3) s'écrit

a2y du

k
5+ Kuk) + (n-1)r —— - A u = g, , k>1

2(
dr dr k 'k

(1.6) r

g (r) = IG g(r;w)v, (0)dw

Le probleme est ainsi réduit a la résolution de la suite d'équa-

tions (1.6) dans des espaces de Sobolev a poids adaptés sur R .

§ II. ENONCES DES RESULTATS

I1.1 Le cas A=0

Pour eo’ Gm donnés, considérons le probleme

2 2 1 P
Chercher u€ Heo,em(Q) n Lloc(lhﬁ HO(G)) vérifiant

@)

@©

Au = £ 4, f donnée dans L2
90,9

Introduisons les hypotheses suivantes pour le couple (eo,em)

(4) Toutes les valeurs propres Kk de 1'opérateur -L sont différentes de
u n n n
(6,+5-2)(e -35) et (8 +35-2)(o_-3)

(B) B <9

Sous les hypotheses (A) (B) pour (eo,em), définissons les sous-ensembles

d'entiers

0 si 6 <1 ou sif =8

oo} (o) [oe)
. h n .
Nt _ k213 A < (8,-3)(6 +5-2)1 sie s1<8o,

2.
2

. -n -1 a. i
k=13 (8 -3)(6 +5-2) <A < (8, -3)(o_ +35-2) si 1<8 <8,
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( . ; -
¢ si 6, =1 ousi g =8
2 (k=13 A, < (o _-2)(p +5-2)} si §_<1sg
N =4 * Tk w 2o 2 o ®
8 19
o’ "
. - n_ -4 u_ i
L{kzi 3 (o -3, +5-2) <A < (o -3)(6 +35-2) siB <6 <1
1 2
N = N U N
eo,ew 90190° eovem

Ces ensembles sont finis car Kk - +o lorsque k- +« . Introduisons finale-

ment, pour une fonction fEELg 5 (Q), la condition (C)
9
0 o
(a) elle est vide si Ne 0 est vide
0’
(b) =i Ny ,o est non vide, alors f vérifie, pour tout k€N,
0’ Yo 0’ »
(b) [ xpfdx=0 sikeN . -No o
qQ 90’00 0%
2 1
(b,) ¥q . T dx =0 si k€N - N
2 J‘Q lgk 90’900 eo’ew
(b)) [ %y fax=[ xy, fdx=0 si kKEN, _ NN
q 1 Qe 90’900 eo’m

Dans ces intégrales, nous avons noté les fonctions Xi.k (i=1,2;k=1)
9

définies dans les coordonnées sphériques pour la formule

n, (k)
X, (r,w) = r 1 v, (w)
ik’ k
avec
_ _n__JP__ 2
ul(k) =1-3 (2 1) * A
_ .0, /em_ )2
uz(k) =1 2+\(2 1) * Ay
Remarque : Les différentes conditions (b1) (b2) (b3) ont un sens car

on vérifie facilement que les fonctions sous l'intégrale sont intégrables.

Alors, nous avons le

Théoreme 1 : Soit 90,9°° € Ret f donnée dans Lg 0 (Q). Sous les condi-
e s - oot Lt oo ee tane ,
0 "o
tions (A)(B) pour le couple (eo’em) et la condition (C)‘Egur fy, le
probleme de Dirichlet (D)e g @2 une solution et une seule. La condition
9,

o ©
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(C) est aussi nécessaire pour 1l'existence.

Remarque : Lorsque 6,= 8, = 8, il est clair que Ne est vide quelque

10

soit 6. Le théoreme 1 montre que le probleme (D)e a toujours une

»0

solution unique pour f€L (Q) sous la seule condition (A) pour le couple

2
84+0
(6,6). On retrouve ainsi un résultat de V. A. Kondratiev [ 9] .

Lorque 9 =1, la condition (A) est toujours réalisée : la solution corres-

pondante est, de fait, la solution variationnelle qu'étudie P. Grisvard (6] -

II.2 Le cas AZ O

Pour eo,eco donnés, considérons maintenant le probleme

Chercher u € W2 _ (Q) N L2 (R ; HL(G)) vérifiant
(Dh) eo,eoo loc "+’ o
8 18
° @ (A+A)u = f , f donnée dans 12 Q)

B 46
(o) o0}

Introduisons les hypothéses suivantes pour eo

(@) Toutes les valeurs propres hk de 1'opérateur -L sont différentes

n n
de (eo+-2--2)(90-§)

)

) 8, < 1+\/(%-1)2+7»1

Pour CIR vérifiant (@) (@), notons le sous-ensemble d'entiers fini :

o (k2131 < (8 -3)(6 +35-2)1 si 6 <1
Introduisons, pour une fonction fG.Lgo,e (4), la condition ()
®
(a) elle est vide si Ne est vide
o
(b) si Neo est non vide, alors f vérifie, pour tout keENe :
0

fy dx=0
[ ow,
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Dans ces intégrales, nous avons noté les fonctions (k> 1) définies par
Yy (raw) = ak(r)vk(w)

ou o, est l'unique solution de 1'équation différentielle sur R

k
, d%a, dor,
re( 5 Xak) + (“‘1)r?ﬁf - Aoy =0
dr
tendant rapidement vers O lorsque r = « .
Remarque : On vérifie aussi que la fonction sous 1'intégrale est

intégrable en explicitant le comportement a l'origine de a -

Alors, nous avons le :

-

Théoréme 2 : Soit A€C-K', 9,0 € R et f donnée dans L2 _ ().

' 0

(o) e}
Sous les conditions (@) (8) pour ®, et la condition (¢) pour f, le probleme

de Dirichlet (Dx)e g @ une solution unique. La condition (2) est aussi
4 [e 0]

, . o’
necessaire pour l'existence .

Lorsque 856, = 6, on peut montrer que toute demi-droite du plan

complexe D_ = {h::pelr; 0<p} 0< 1< 21 , différente de R', est une

direction de '"croissance minimale" de la résolvante. C'est le :

Corollaire 3 : Soit 6€ Ret rE]O, 2n[ . Supposons que (@) (B) sont

vérifiées pour 6. Il existe une constante C telle que :

A2 2 %

+ [Xl[lu“ <
2 2
[a]=2 Le’e(Q) [a]=1 Ly 4@ Ly @

< C“(A-rl)u“ 5

Lg,o (@

2

2
pour tout uENe,e(Q) n Loc

1
(IR+, HO(G)) et 7\€DT .
Au paragraphe suivant, nous donnons une idée de la démonstration
du théoreme 2 et nous renvoyons a notre travail ilO} pour les démonstra-

tions completes.
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§ III. ETUDE D'UNE EQUATION DIFFERENTIELLE D'ORDRE 2 DEPENDANT DE DEUX

PARAMETRES ET PREUVE DU THEOREME 2

On a vu au paragraphe I que 1'étude du probleme de Dirichlet se

ramene a 1'étude de la suite d'équations (1.6) sur R’ .

(3.1)

Pour A€ @ - R et € > 0, notons, en écrivant -g?:: D

Px,g(a) = r2(82+ A) + (n=-1)rd -52

C'est un opérateur différentiel d'ordre 2, singulier a l'origine et a

1'infini.

L'origine est un point singulier régulier tandis que 1'infini

est un point singulier irrégulier de type 2. Nous avons a étudier la

résolubilité de PX g(a) dans des espaces de Sobolev a poids sur R'
9

adaptés et a controler les normes des isomorphismes inverses en fonction

des deux parametres A et §.

Pour 6o? 9°° donnés, posons

n-1 - n-1
(3.1) 'yo=90—2+-—2— et Yo = 6,2+ >
Notons :
Y Yo =Y
12 (B ={uer? (R r°1+1) 7 °u e i)
o’Yoo oc
W2 (R =fuel®? (R P12 MaMue 12 (BN k-0,1,2)
O,'Ym oc YO, o)
Soit P, g, 1'opérateur de w2 (R*) dans 12 (R") défini par
Ll PR Yo'Vo - Yo'a

- P . i
u x’g(a)u I1 est clair que Px,g

III.1 Etude de P

est continu .

;YO’Yw

x’g;YO’Ym

Soit Qg le polynome caractéristique de Ph §(a) a 1'origine
k]

Qg(u) = uza-(n-2)11- €2

Les deux racines de Q§ sont réelles et distinctes et notons les ul(i),

u2(§) avec ul(g) < uz(g)-

Nous avons le
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Théoreme 4 : Supposons que —(%4-Y0) n'est pas racine de Qg. Alors
1'opérateur Ph £, est a indice. Plus précisément, nous avons
183y 0, At
. 1 .
(a) 8i -(5+vy,) <p(§) <n,(8), ind P”’giYo’Yw =1 et Px’givo’Yw est
surjectif.
1
i - (= s i P =0 et P
() 819y 6) <-(Gry) <up(B)sdnd By g (= 02t Preiy v,

est un isomorphisme .

1
. - (= ’ 1 = - P
(c) §i.u1(g) < “2(g) < (2 +'YO) lndvagiYo’Yw tet By v,

est injectif.

La preuve du théoreme 4 est basée essentiellement sur la recher-

che des solutions du noyau J° = {a€ (R ; Pk g(a)a = 0} qui
Xi% ?

tendent rapidement vers O lorsque r — +o .

Pour 1l'opérateur PA §(a)’ 1'infini est un point singulier irrégu-
9
lier de type 2 et a pour caractéristiques (premieres caractéristiques) et
exposants (en suivant la terminologie du livre de N. Dunford, J. T. Schwartz

[ 5] page 1528)

Gln, 821y et (- a/a,22L)
2 2
Comme erf;r est '"petite'" par rapport a e

ﬁfi}
-iVAr

e lorsque r — +o, il existe une solution unique(x€(4c £ telle que
9

est "petite" par rapport a

son développement asymptotique, lorsque r—- o, est de la forme

. - a, a
a(r) = enfir r 2 (1+—r—1+——2— teud) r—+o

Soit Bl’ 52 une base de JV; g 1 dont les deéveloppements asymptotiques
9
S .
a l'origine sont : ul(g)
r

B, (r) (1+b,r + byro+ ...)

1 2
u,(8) r=0
r

(14~c1r + c2r2+...)

1

52(r)

Par transformation de variable et de fonction, on montre que

(&) L
(3.2) B(r) = r e'l\ﬂro(ig+u2(g), n-1+2u,(8); 2i/Ar)
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ou ¢(a,y3z) est 1'unique fonction entiere en z solution de 1'équation

hypergéométrique confluente

2
d d
z-——dzz() + (Y-Z)_d‘z) - aQ =0

et vérifiant O(a,Y;O) =1.

()(oc,y;z) a un comportement asymptotique.

(3.3) Plosyiz) ~ g(y-)-on (-2)7" [z] = = ; -g-< Argz < _3Tn

I1 résulte de (3.2) (3.3) que B, est une solution "grande" a 1'infini et

par conséquent a s'écrit
(3.4) a = C,B,+CyB,
avec C1;£ 0.

11 est facile de prouver par ailleurs que Ph Eiy sy est a
9 9 9
indice et d'indice égal a x -1 ol y est le nombre des racines’ de Q: plus
grandes que —(—;—+ Yo)' Ce résultat et (3.4) prouvent alors le théoreme 4.

Le théoreme 4 nous montre que le probleme

Pour hEL2 (R+)
(*) ‘Yo’Ym

'

chercher vEW2 (R") telle que P (3)v = h
YO Ym A€

a une solution, unique dans le cas (b), non unique dans le cas (a).

La résolubilité dans le cas (c) est donnée par la

Proposition 5 : Supposons que uz(g) < -(—;—+ yo). Le probleme (#) a une

solution unique si et seulement si

[ee]

(3.5) j p0-3 a(r) h(r)dr = 0
o
Comme ul(g) - -o et uz(g) = +o lorsque £ - «», il existe §o > 0 telle que

1'opérateur P, .. est un isomorphisme (cas (b)) pour tout §=>§ et
KangoaYm o]

A=C- R .

Pour estimer la norme de l'inverse en fonction de A,€ écrivons
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)\:pe1T avec p = [A] et O<rt<2n

h .(r) = (p-+§2r_2)1/2
psE
2 .
2 2 2~
Il 2g,, o = E 323,
2o j=o ’ L (R")
Yo'Yoo
I1 est clair que, pour chaque p,§ fixés, la norme H “ . est
pvngonm
équivalente a la norme Il 5 .
YO,Ym
Nous avons le
Théoreme 6 : Soit 0 < 7 < 2n. Il existe E, et C>0 telle que
(3.6) v . < C|P, s(3)v
I iy, = ClPng @0
Yo?'Yo
2 +
pour tout €28 , A€D_ et VEW (R )
— o T Yo'V

La preuve du théoreme 6 est faite en deux étapes : on fait une
partition de 1'unité de R' dépendant de p, & en étudiant (3.6) successive-

- i = - r
ment sur [0,60§p 1/2J et L61§p 1/2,+wi avec 6, < 60 convenables.

1

La premiere étape consiste par établir le

Lemme 7 : Il existe 0 < 60 < {l §o>-0 %E c > 2-te11e que (3.6) est
vraie pour tout § > & , A € ¢-R*, vEW (R") a support dans

- 1/2 ° o'Ve

,_O,éogp— ] .

Pour cela on commence a établir que

z 827 rdady|
j=o L
'Yo,,Ym 'YO"YOD

2.2 2
< C”r 3% + (n-1)rav -§ V”
> (RY)

pour tout vE g2 (RY) = {virdadv ¢ L2 (R"); j=0,1,2) et £28& .
Yo' Yo YO’YO o

Comme lhlrz < 6282 ot r2n%7J < 2rJ§2-J sur {0,6 §p-1/21

o P18 o |

1'inégalité précédente donne le lemme. La deuxieme étape utilise un

,

résultat de M. I. Vishik, V. V. Grushin [8] sur les équations différentielles

a "coefficients peu variables'". On fait un changement de variable r—t
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par la formule

r

61§

t(r) = [ p_1/2 hp’g(r)dr

et un changement de fonction pour se ramener a la situation de {8] et

obtenir le

Lemme 8 : Soit 0 < v < 2n . Il existe §O et C > 0 telle que (3.6) est
-1/2
,co

. 2
vraie pour g > §0 ’ AE‘DT,SE v €W 'y

» (R*) a support dans 6,8p
0 Vo

L'idée d'utiliser 8] est déja faite dans P. Bolley, J. Camus,
B. Helffer 4] . On obtient ensuite facilement le théoreme 6 en utilisant

une partition de 1'unité et les deux lemmes précédents.

III.2 Preuve du théoreme 2

Avec les notations du paragraphe I, il est clair que

2 2
(3.7) I, - 2 i, N
9m’em(0 k=1 IVO’YQ

avec vy avY, donnés par les formules (3.1) du paragraphe III.

On donne maintenant, pour une fonction u, les conditions sur les

composantes {uk}k21 y pour que u appartienne a Wg 0 @) n Lioc(R+;Hi(G))'
0’ o
Notons pour cela W(()) le sous-espace de LfoC(R+;Hi(G))défini

par @

2 + 1 2.2-3 .j. 2

WQ) = {u€Ll? (RGH (G)); = |r°h 3Ju, || <w )
loc 0 o 1,Jxk K2 gh
Y o' Veo

Muni de la norme canonique, c'est un espace de Hilbert

Lemme 9 : Pour GO,QDGZR , ONn a
2 2 + .1
(3.8) Vo yo (@ N L, (RTH(®) = W)

et la norme de Wg 5 (Q) est équivalente a celle de W(Q).

QO ©




VI.13

. A
En vertu de (3.7) (3.8), la résolution du probleme (D )e o est

O o

équivalente a la résolution d'une suite d'équations différentielles dans

R :
(3.8), Pan/n, By = g
k
u_ € W (RY)
K Y Ye
telle que la suite {uk}k21 vérifie :
2 2.2-3  _j 2
(3.9) £ 5 IenTh lu S, <o
j:O k=1 ! k L
Yo' Yo (RT)
Or, nous savons que g,_ € L2 (R" ); les hypotheses (@) (3) pour 8,
Yo' Yo

assure, comme on le vérifie’aisément, que le probleme (3.8)k a au plus
une solution, pour tout k= 1.

La condition (¢) pour f entraine que, pour k(ENe s la fonction

gy vérifie la condition d'orthogonalité (3.5) et par conséauent (3.8)k a
une solution unique pour ces k.
Si kEfNeo, on verifie que Pxﬂkaivo’vm est un isomorphisme et

donc (3.8)k a encore une solution unique pour ces k.
I1 reste a vérifier (3.9). On 1'obtient facilement en utilisant

le théoreme 6.
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