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§ 1. INTRODUCTION

Le but de cet exposé est de montrer les conditions de résolubili-

té du problème de Dirichlet dans un cône 0 c En de sommet l’origine,
relatif à l’ opérateur :

où À est un paramètre complexe, dit paramètre spectral, appartenant à

et - R+ , R étant la demi-droite des réels &#x3E; 0.

Nous construisons une classe d’espaces de Sobolev à poids pour

laquelle le problème de Dirichlet possède la propriété d’unicité de la
solution et nous donnons des conditions nécessaire et suffisante pour

assurer l’existence de cette solution.

Les résultats serviront comme "modèles" pour des problèmes plus
généraux.

Ils généralisent, dans un certain sens, ceux de A. Avantaggiati-
M. Troisi [3], de P. Grisvard [6] et de V. A. Kondratiev [9]. Dans ces

derniers travaux, les auteurs n’ont considéré que le cas X= 0.

Le cas X/0 demande une étude distincte du cas X=0, la singulari-

té à l’infini étant différente.

Pour e 0, 8 deux nombres réels, notons par r= lxi et par :
o ce

Alors, pour le second membre f de (1.1) a p partenant à L 2 (n), l’es p ace

dans 1 equel nous cherchons 1 a solut i on u est di f f érent selon 1 e cas X = 0

tandis que, si ~/0, c’ est l’ espace
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Pour illustrer les résultats obtenus, considérons le cas d’un secteur

plan n, d’ouverture décrit en coordonnées polaires par :
o

Supposons, pour simplifier, 

t)

Nous obt enons alors, pour f6J" les conclusions : :
tJ "!

(i) Le casÀ=0

Le problème (1.1) (1.2) a une solution unique dans H2 (0) si f vérifie :P ~. o, 1

aucune condition sur f

f vérifie :

Le problème (1.1) (1.2) a ’Nliltion unique dans 1(0) si f vérifie :’ 

0,1
, aucune condition sur f

étant l’unique solution de l’équation

différentielle sur R
q.

tendant rapidement vers 0 lorsque .

Les résultats décrits ci-dessus sont des cas particuli.ers des

théorèmes donnés aux paragraphes II et III. Nous donnons aussi des estima-

tions a priori par rapport au paramètre spectral X, généralisant au
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domaine conique celles bien connues de S. Agmon [1J, M. S. Agranovitch-
M. I. Vishik [2] pour un demi-espace.

La méthode de résolution suit celle de P. Grisvard [63 ; on

utilise les coordonnées sphériques : un point x de R est repéré à

l’aide de r&#x3E; 0 et Sn-1, 1 la sphère unité de Rn , le domaine n sera

le cône de sommet l’origine engendré par un ouvert G régulier de Sn - 1
c’est-à-dire :

L’équation (1.1) s’écrit en coordonnées sphériques :

où L est l’opérateur de Laplace-Beltrami sur Sn’1. .
La condition de Dirichlet est réalisée implicitement en cher-

chant u dans l’espace

où H1(G) est l’espace de Sobolev usuel d’ordre 1 sur G, à trace nulle.
o

Puisque G est régulier, il est bien connu que l’opérateur - L avec
domaine D(L) = H 2(G) n H1(G) est auto-adjoint, positif dans L2(G).

o 
p

Soit la base orthonormale 
1 

de L2(G), formée de fonctions

propres de l’opérateur - L :

où est la suite des valeurs propres qui sont posit ives, tendant

vers +00 (avec la convention habituelle : les valeurs propres sont

rangées 0  h2 ~... chacune des valeurs propres étant répétée
suivant sa multiplicité).

D’après (1.4), on a :

,

où
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la série du second membre de (1.5) étant convergente dans

L’équation (1.3) s’écrit :

Le problème est ainsi réduit à la résolution de la suite d’équa-
tions (1.6) dans des espaces de Sobolev à poids adaptés sur R+ .

§ II. ENONCES DES RESULTATS

II.1 Le cas 7~ = 0

Pour 6 ? 0 donnés, considérons le problème :
o oo 

Introduisons les hypothèses suivantes pour le couple (9~8) :

(A) Toutes les valeurs propres 7~ de l’opérateur -L sont différentes de

Sous les hypothèses (A) (B) pour (6 ? 6 ) définissons les sous-ensembles
o ce

d’entiers :
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Ces ensembles sont finis car À -~ + m lorsque k-~+oo . Introduisons finale-

ment, our une fonction f6L 2 le 
(n), la condition (C) :

9 ,8
0 oo

Dans ces intégrales, nous avons noté les fonctions Xi tr (i= 1,2;k~ 1)

définies dans les coordonnées sphériques pour la formule :

avec 
’

- : Les différentes conditions (b 1) (b2) (b3 ) ont un sens car

on vérifie facilement que les fonctions sous l’ intégrale sont intégrables.

A1 ors, nous avons le :

Théorème 1 : Soit E R et f donnée dans L2 e e (n). Sous les condi-
--- 0 - 8 0 ,

tions (A)(B) pour le couple et la condition (C) pour f, le
. 

-- -

problème de Dirichlet a une solution et une seule. La condition
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(C) est aussi nécessaire pour l’existence.

Remarque : Lorsque 80= 9, il est clair que Nele est vide quelque

soit 0. Le théorème 1 montre que le problème (D)e,e a toujours une

couplesolution unique pour sous la seule condition (A) pour le couple
88

(88). On retrouve ainsi un résultat de V. A. Kondrat i ev 9 .
Lorque e = 1, la condition (A) est toujours réalisée : la solution corres-

pondante est, de fait, la solution variationnelle qu’étudie P. Grisvard ;6~

I I . 2 Le cas X/ 0

Pour e01 e., donnés, considérons maintenant le problème :

Introduisons les hypothèses suivantes pour e 
o 

:

(a) Toutes les valeurs propres Xk de l’opérateur -L sont différentes

Pour eo vérifiant (a)(8), notons le sous-ensemble d’entiers fini :

Introduisons, our une fonction f E L 2 (1), la condition e5&#x3E; :
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Dans ces intégrales, nous avons noté les fonctions tk (k&#x3E; 1) définies par

où a k est l’unique solution de l’équation différentielle sur R+ : ’.

tendant rapidement vers 0 lorsque .

Remarque : On vér i f i e aussi que 1 a f onct i on sous l’ int égral e est

intégrable en explicitant le comportement à l’origine de a .

A1 ors, nous avons le :

Théorème 2 : Soit À6E-i?e?e E R et f donnée dans L2 (0).20132013201320132013 - o ce - 201320132013201320132013 

o ce

Sous les conditions (0) (S) pour po et la condition (£5) pour f, le problème
de Dirichlet (D ) a une solution unique. La condition (o) est aussi

nécessaire pour l’existence .

Lorsque eo =6 =6~ on peut montrer que toute demi-droite du plan

complexe D 1" = ~ 7~ = P e 1 ~ ; 0 p} 0  T  2K , , différente de :R+ , est une

direction de "croissance minimale" de la résolvante. C’est le :

Corollaire 3 : : Soit 211:[ . Supposons que (a) (/9) sont

vérifiées pour 8. Il existe une constante C telle que :

Au paragraphe suivant, nous donnons une idée de la démonstration

du théorème 2 et nous renvoyons à notre travail 10 pour les démonstra-

tions complètes.
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§ III. ETUDE D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE D’ORDRE 2 DEPENDANT DE DEUX

PARAMETRES ET PREUVE DU THEOREME 2

On a vu au paragraphe I que l’étude du problème de Dirichlet se
ramène à l’étude de la suite d’équations (1.6) sur R+ . .

Pour X E 9 - R et % &#x3E; 0, notons, en écrivant 2013= a edr

C’est un opérateur différentiel d’ordre 2, singulier à l’origine et à

l’infini. L’origine est un point singulier régulier tandis que l’infini

est un point singulier irrégulier de type 2. Nous avons à étudier la

résolubilité de dans des espaces de Sobolev à poids sur R

adaptés et à contrôler les normes des isomorphismes inverses en fonction

des deux paramètres 7~ et ~ .

Pour 6 ? 6 donnés, posons :
o ce

Notons :

Soit Q, le polynôme caractéristique de P- c(3) à l’ origine :

Les deux racines de Q, sont réelles et distinctes et notons les 

~2(S) avec ~1(~)  ~2(;). ·

Nous avons le :
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Théorème 4 : Supposons ue -1+ ) n’est as racine de Q . Alorspp q 2 o
l’opérateur P c. est à indice. Plus précisément, nous avons :

~,, ~; y01 YCO 201320132013201320132013201320132013 201320132013"2013201320132013~ 20132013201320132013 

°

surjectif.

est un isomorphisme -

est injectif.

La preuve du théorème 4 est basée essentiellement sur la recher-

che des solutions du noyau JP = f OE E 21 (IR+) ; P- ?(3)a = 01 qui
Xlt ,

tendent rapidement vers 0 lorsque r - +00 . .

Pour l’opérateur l’infini est un point singulier irrégu-

lier de type 2 et à pour caractéristiques (premières caractéristiques) et

exposants (en suivant la terminologie du livre de N. Dunf ord, J. T. Schwartz

[ 5] page 1528)

COR e est "petite" par rapport à e est "petite" par rapport à

e-1B Xr lorsque r - +oe, il existe une solution unique telle que

son développement asymptotique, lorsque est de la forme :

Soit pl’ P2 une base de  , dont les développements asymptotiques1 

Par transformation de variable et de fonction, on montre que
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où est l’unique fonction entière en z solution de l’équation

hypergéométrique confluente :

et vérifiant 1 .

a un comportement asymptotique.

Il résulte de (3.2) (3.3) que ~3 2 est une solution "grande" à l’infini et

par conséquent a s’écrit :

avec Ci / 0 .

Il est facile de prouver par aiileurs que p . est 1Il est facile de prouver par ailleurs que P- c- est a
.. 

indice et d’indice égal à  - 1 où X est le nombre des racines plus

grandes que -1+ 2 o ). Ce résultat et (3.4) prouvent alors le théorème 4.2 o

Le théorème 4 nous montre que le problème :

YO 

a une solution, unique dans le cas (b), non unique dans le cas ~a).

La résolubilité dans le cas (c) est donnée par la :

Proposition 5 : Supposons  -~ ~ 2 ~ + o ) . Le problème (4é) a une

solution unique si et seulement si :

et li2(§) - + lorsque § - m, il existe &#x3E; 0 telle que
l’opérateur P%,§;y0lYm est un isomorphisme (cas (b)) pour et

À= C - .
Pour estimer la norme de l’ inver se en fonction de ~, ~ écrivons :



VI.11

Il est clair que, pour chaque p,§ fixés, la norme 1

équivalente à la norme 1

Nous avons le :

Théorème 6 : : Soit 0  i  2n. Il existe § et C &#x3E; 0 telle que :
o-

La preuve du théorème 6 est faite en deux étapes : on fait une

partition de l’unité de R dépendant de p, § en étudiant (3.6) successive-
r 20131/2 r- 20131/2 

ment sur J et -1/2, + Co avec 51  à convenables.
o L61 L 1 0

La première étape consiste par établir le :

Pour cela on commence à établir que :

l’inégalité précédente donne le lemme. La deuxième étape utilise un

résultat de M. I. Vishik, V. V. Grushin L8] sur les équations différentielles
à "coefficients peu variables". On fait un changement de variable r-t
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par la formule :

et un changement de fonction pour se ramener à la situation de [81 et
obtenir le :

Lemme 8 : Soit 0  T  2n - Il existe 
0 

et C &#x3E; 0 telle que (3.6).est -" " ! 20132013201320132013201320132013201320132013201320132013 2013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013 f) 20132013201320132013 2013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013=201320132013201320132013 
, 

20132013201320132013201320132013-

L’idée d’utiliser L8] est déjà faite dans P. Bolley, J. Camus,

B. Helffer ~4J . On obtient ensuite facilement le théorème 6 en utilisant

une partition de l’unité et les deux lemmes précédents.

111.2 Preuve du théorème 2

Avec les notations du paragraphe I, il est clair que :

avec donnés par les formules (3.1) du paragraphe III.

On donne maintenant, pour une fonction u, les conditions sur les

composantes pour que u appartienne à ’

Notons pour cela W(n) le sous-espace

par :

Muni de la norme canonique, c’est un espace de Hilbert :

et la norme de W 2 o 
(n) est équivalente à celle de W(p).
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En vertu de (3.7) (3.8), la résolution du problème (DÂ)e0om estOoo

équivalente à la résolution d’une suite d’équations différentielles dans

E+ :

telle que la suite vérifie :

Or, nous savons que g k E (R ); les hypothèses (n) (D) pour Q 0
x

assure, comme on le vérifie aisément? que le problème (3.8) k a au plus
une solution, pour tout k&#x3E; 1.

La condition (É5) pour f entraîne que, pour k EN la fonction10
gk vérifie la condition d’orthogonalité (3.5) et par conséquent (3-8) k a

une solution unique pour ces k.

Si k~N , on vérifie que P /~ est un isomorphisme et
0 

donc (3-8) k a encore une solution unique pour ces k.

Il reste à vérifier (3-9). On l’obtient facilement en utilisant

le théorème 6.
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