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Cet exposé est essentiellement consacré aux résultats obtenus en collabo-

ration avec Yu Wen-tzu.

§ 1. DEFINITION. EXEMPLES

Dans cet exposé nous allons examiner le systéme hyperbolique quasi linéaire
d'ordre 1 & deux variables. La définition de ce systéme est la suivante

Le systéme

ou

ou, .
J
9x

i
(1.1) 5T T j£1aij(t’x'u)

o]

= fi(tlxlu) > (l = 1,.-.,1’1)

est hyperbolique sur un certain domaine en (t,x,u), si, Y (t,x,u) € le domaine
considéreé ,
(a) la matrice n X n A = (aij(t,x,u)) a n valeurs propres réelles :

)\1(tlxlu)l A, (E,x,a),.. A (E,x,u);
2 n

(b) la matrice A est diagonalisable, c'est-a-dire soit
CQ = (¢t (t,x,u),...,L (t,x,u)) le vecteur propre & gauche correspondant &
21 2n

Az(t,x,u)

1.2 = A

( ) Cl A QCQ ’
on a

1.3 det o.

(1.3) e lCljl #

En multipliant 1'équation (1.1) d'indice i par in et en sommant en i,
grédce & la relation (1.2), on obtient la
Proposition 1 : ©Le systéme hyperbolique (1.1) peut se réduire a la forme
caractéristique
n du, Buj
(1'4) jil C,Q/] (tlxlu)( 'é‘_El + )\Ql(tlxlu) ﬁ) = ]J,Q’(t,x,u) ” ( 2 = 1!"'In)

avec (1.3) et
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Dans le "¢ équation de (1.4), il n'y a que les dérivées des fonctions
. ié , dx
inconnues le long de la gteme direction caractéristique ET AQ.

On rencontre de nombreux systémes hyperboliques quasi linéaires dans les

applications, surtout en mécanique des milieux continus et en physique.

Exemple : Ecoulements plans isentropiques irrotationnels stationnaires; le
systéme s'écrit :

(C2 - u2) u - uv(u + v ) + (C2 - v2) v =0 ,
(1.5) X Y X 4

ou (u,v) est le vecteur de vitesse ; C, la célérité du son, est une fonction connue
2 2 2 .. , ,
de g =u + v définie par la loi de Bernoulli.
2 - .
Pour 1l'écoulement supersonique (u2 + v2 > C7), ce systéme est hyperbolique.

Il a deux directions caractéristiques

(1.6) gﬁ = tg(0 % A)

ot 6 est l'angle entre la direction du courant et l'axe des x positifs :

tg 0 = %- (cf. Fig.l) ; A est l'angle de Mach défini par sin2A = 9% .
q

YN\

(u,v)

Fig. 1
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§ 2. MOTIVATION

Nous pouvons citer de nombreux travaux (cf.[1]- [11]) relatifs au probléme
de Cauchy pour les systémes hyperboliques quasi linéaires avec conditions initiales

réguliéres :

(2.1) t =0 : ui = wi(x) , (1=1,...,n) (asSxS<b) .
En utilisant diverses méthodes on a démontré 1l'existence et l'unicité de solutions
réguliéres. En général, les solutions réguliéres n'existent que dans un domaine local
en temps (0 < t < §, § > O assez petit) méme si les données initiales sont trés
réguliéres. Cela résulte du caractére non linéaire du systéme et il peut apparaitre
des singularités (chocs) au bout d'un certain temps (cf.[12]- [16]). Par conséquent,
pour résoudre le probléme dans une classe de fonctions réguliéres ou réguliéres

par morceaux,dans le cas général nous ne pouvons envisager qu'une solution locale

en temps.

Pour les systémes hyperboliques, les problémes aux limites, surtout les

problémes & frontiére libre sont d'autant plus importants dans les applications

qu'il s'agit de déterminer la solution discontinue.

Exemple : Ecoulement plan supersonique autour d'une ar@te avec une frontiére
courbe.
(a) Ecoulements plans isentropiques irrotationnels stationnaires pour les gaz

parfaits.
Soit un écoulement supersonique uniforme & 1'infini (vitesse 3'= (qO,O),

célérité du son CO). Soit y = £(x) (£(0) = O) l1l'équation de la frontiére courbe

d'une aréte (cf. Fig 2).

Y)h
y = y(x)
-
qO
—_
B —
e
y = £(x)
m'e
° N
0 7 x

Fig.2
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Si 60 = tg-lf'(o) > O n'est pas trop grand, pour déterminer le comportement de
1'écoulement autour de cette aréte, nous devons chercher une courbe de choc inconnue
Yy = y(x) (y(0) = 0) et une fonction de vitesse (u,v) = (u(x,y),v(x,y)) définie

sur la région située entre 1l'aréte et la courbe de choc vérifiant le systéme (1.5)

et les conditions aux limites suivantes :

(2.2) sur vy = £(x), v = £'(x)u ;

sur la frontiére libre y = y(x), d'aprés les conditions de Rankine-Hugoniot sur le

choc (cf.[17]), on a

(2.3) v = G(u) = (qO - u)\/gzgh (ﬁﬂ Uo constantes connues)
o
et
g - u
(2.4) dy _ o = .
dx v

Il faut donc résoudre un probléme a frontiére libre sur un domaine angulaire.

(B) Pour les écoulements plans stationnaires généraux, la situation est analogue,
mais il y a 3 équations, l'entropie étant la troisiéme fonction inconnue, et la
frontiére y = f(x) est une courbe caractéristique. Alors, on a un probléme dans un
domaine angulaire dont une partie de la frontiére est libre et une autre caractéris-
tique et connue.

Pourtant, pour les problémes aux limites, surtout pour les problémes a
frontiére libre, il n'y a eu que peu d'études. Les résultats obtenus (cf.[17] - [21])
ne sont pas assez généraux pour les applications. C'est la raison qui nous pousse &
€tudier systématiquement les problémes aux limites et les problémes a frontiére
libre pour les systémes hyperboliques quasi linéaires afin de construire les
solutions continues ou les solutions discontinues locales en temps. Le but de nos
travaux est d'établir une condition algébrique nécessaire et suffisante pour résoudre

ces problémes et d'expliquer ses applications en mécanique et en physique.
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§ 3. SIMPLIFICATIONS

1. Comme dans l'exemple précédent, beaucoup de problémes sont posés sur un
domaine angulaire. En outre, s'il y a un probléme qui est posé sur un domaine non
angulaire, par exemple, un probléme mixte sur un domaine rectangulaire

{{it)x) |0 €t<§, a< x< b}, on peut le réduire & un probléme sur un domaine
angulaire. En effet, puisque le probléme de Cauchy est toujours bien posé, on peut
d'abord résoudre le probléme de Cauchy et obtenir une solution sur le domaine
maximal ou les seules conditions initiales la déterminent. On a alors a résoudre un
probléme entre une caractéristique et la frontiére.

En conclusion, il suffit d'examiner le probléme sur un domaine angulaire :

(3.1) R(§) ={(t,x) |]0o< t<S§, xl(t) < x < x2(t)}

avec

(3.2) xl(O) = x2(0) =0, xi(O) < xé(o) et Xl(t) < x2(t) (t > 0).
2. Le cas le plus simple : le probléme aux limites typique.

En général, quand on étudie un probléme sur un domaine angulaire, on
rencontre encore des situations trés variées. Par exemple, la frontiére est droite
ou courbe; libre ou fixe, caractéristique ou non; il y a ou il n'y a pas de
courbes caractéristiques (ou de frontiéres libres) qui partent de l'origine et entrent
dans le domaine angulaire; les conditions aux limites sont soit locales en u soit
globales en u, etc. Mais, parmi tous les cas, le plus simple et le plus important
est le suivant : les frontiéres sont droites et il n'y a pas de courbes caractéris-
tiques qui partent de l'origine et entrent dans le domaine angulaire. Nous appelons
ce probléme le probléme aux limites typique et nous le formulons comme suit :

Sur un domaine angulaire (cf. Fig. 3)

(3.3) R(§) ={(t,x)] O<St<g§,0<x<t},
EA
x=t
r=1,...,m _s=m+l,...,n
va
(@] X

Fig. 3



XXIII.6

nous examinons le systéme hyperbolique

Yy %
. CQIJ (t,x,u) ( 5t + Az(tlxlu)_a;z) = U»Q/ (t,x,u),

(3.4)

n™M3s

J
( Q/ = 1[0--In)

avec les conditions aux limites

(3.5) sur x = t, u ..,un), (r =1,...,m),

r Gr(t'um+1"
(3.6) sur x = O, uS = Gs(t'u1'°"'um)’ (s =m+l,...,n),
ou Cg~’ AQ r Mg 4Gy (2,3 = 1,...,n) sont fonctions réguliéres de toutes les
J

variables sur le domaine considéré et det |C9j| # 0.

On suppose que les équations (3.5) (3.6) admettent une unique solution

u=u a l'origine (c'est & dire en x = t = 0). Par translation, on peut supposer

que
w® = (0,0,...,0).
Soit
o
(3.7) AQ = AR(O,O,O) (2 =1,...,n) ,
on suppose de plus que
o o
(3.8) Ar <0 < 1XK AS (r=1,...,m; S =mtl,...,n).

En outre, on peut supposer gque

(3.9) t° = ¢ (0,00 = 894 = {1' si & =13,

3 23 o, si L # 3,

ce qui ne diminue pas la généralité. A ce moment-14, nous disons que le systéme (3.4)

est du type diagonal au sommet et que les uy (2 =1,...,n) sont les variables

diagonales.
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Nous expligquons que, pour le probléme aux limites typique ,

a. Sur la frontiére, le nombre de conditions aux limites est celui de
directions caractéristiques dirigées vers l'intérieur du domaine et en méme temps

vers l'axe des t positifs. Nous appellerons ces directions caractéristiques- départ

b. Dans les conditions aux limites, les variables diagonales correspon-
dant a ces directions caractéristiques- départ dépendent explicitement des autres
variables diagonales.

Ces deux points correspondent au fait que les ondes se propagent le long
de courbes caractéristiques, sinon, il est facile de constater que la résolubilité
du probléme ne pourra pas é&tre garantie. Mais, pour obtenir la résolubilité du
probléme aux limites typique, il faudra encore avoir certaines conditions
supplémentaires. Comme contre-exemple, considérons le probléme typique suivant :

sur le domaine {(t,x) | o< £ < §, -t < x < t},

)

-2 a0
(3.10) X

ov ov

=+ 2 =

ot ox °
(3.11) sur x =t , u = av + ct,

(a,b,c, constantes) .

(3.12) sur x = -t, v = bu

Dans le cas oi ab = 9, si ¢ = O, on a une solution non triviale u = 2t + x,

b ,
A =-§(2t - x) et une solution triviale u = v =0 : il n'y a pas unicité ; si c # O,
il n'existe aucune solution réguliére, parce que le systéme linéaire satisfait par

du du 0dv dv R

les dérivées d'ordre 1, ( 3t ' 5%’ 3%’ 5;-) & l'origine n'a pas de solutions.

Donc, il nous faudra chercher une condition de résolubilité pour le

probléme aux limites typique.
3. Il suffit d'examiner le probléme aux limites typique.

Proposition 2 ([22] - [24]) : En utilisant un changement de variables convenable,

tous les autres problémes susmentionnés peuvent se réduire & résoudre le probléme

aux limites typique sous forme fonctionnelle définie ci-dessous.
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Démonstration

1) Dans le cas de la frontiére libre, nous avons le probléme &

frontiére libre typique sur un domaine

(3.13) R(S) = {(t,x)] 0<t< 3§, gt)< x < x(t)}

ol x = x(t) est une frontiére libre :

( n Buj Efi
N = , =1,...,n).
j£1 Clj(t'x'u)( 5t + Kl(t,xru) ax) UQ (t,x,u) , (L n)
(3.14) {
sur x =g(t) : u =G (t,u,,...,u), (s =m+l,...,n),
s s 1 m
(| sur x = x(t) ur = Gr(t,x,um+1,...,un), (r =1,...,m),
dx _ _
’d—_t_:' = F(t,x,u) , x(0) =0 .

On suppose encore qu'il n'y a pas de courbes caractéristiques qui

partent de l'origine et entrent dans le domaine, c'est-a-dire
(3.15) xi < g'(0) < x'(0) = F(0,0,0) < x: (r=1,...,m; s =m+l,...,n).

Ici, la difficulté essentielle consiste en l'apparition de la frontiére libre.

Mais, en utilisant le changement de variables

(3.16) E=t
= _ _X = g(t) N
x(t) - g(t) ’
le domaine R(§) se réduit au domaine
(3.17) RGS) ={(£,x) lo<t<§, o0<zx<t}

avec frontiéres fixes; maintenant, les coefficients du systéme et les conditions
aux limites dépendent de x(t) de sorte que ce sont des certains opérateurs de u.
Alors, nous obtenons un probléme aux limites typique sous forme fonctionnelle pour

lequel on montre que la situation est analogue & celle du probléme aux limites

typique.
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iéme .. .
2) Dans le cas ou la frontiére x = x(t) est la k courbe caractéristique,

nous pouvons considérer x = x(t) comme une frontiére libre avec la condition

ax _

(3.18) at

Xk(t,x,u) , x(0) =0 .
En utilisant le changement de variables (3.16), nous obtenons encore un probléme

aux limites typique sous forme fonctionnelle.

3) Dans le cas ol certaines courbes caractéristiques ou frontiéres libres
partent de l'origine et entrent dans le domaine, on dit que le probléme est un
probléme aux limites général ou un probléme 3 frontiére libre général. Nous
pouvons utiliser un changement de variables analogue pour replier le domaine consi-
déré sur le domaine fixe (3.17). Malgré la multiplication du nombre des fonctions
inconnues, nous obtenons de nouveau un probléme aux limites typique sous forme
fonctionnelle.

Par conséquent, nous allons concentrer dans ce qui suit notre attention

sur le probléme aux limites typique.

§ 4. RESULTATS ET APPLICATIONS

Pour le probléme aux limites typique

n Jdu, ou,
/ —J -4 = =
(4.1) ji1c2j(t'x’U)( Nt + Az(t,x,u) ax) uz(t,x,u) R (2 1,...,n),
(4.2) ¢ sur x =t , u_ = Gr(t’um+1""'un)' (r=1,...,m),
(4.3) \ sur x =0, u =G (t,u,,...,u), (s = m+l,...,n)
s s 1 m ’

Introduisons la matrice jacobienne associée aux conditions aux limites (4.2)

(4.3) & l'origine

oG

Y
3G © 3a (079
q

(4.4) 0 =(0 ) = <—u& (0,0)) =

9G
~—(0,0) O

(rrp = 11---lm i s,q = m+1l"'ln) ’
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nous avons démontré le

Théoréme 1 ([22]) : Supposons que sz, KQ r HyiGy (2,3 =1,...,n) sont des

1 . R
fenctions de classe C° de toutes les variables sur le domaine considéré et que

n Yo
(4.5) 101 . = inf max r |— 06,1 <1,
min Y. #0 k=1 Yk 2k
3j £2=1,...,n
j=1,...,n

Alors, le probléme aux limites typique (4.1)-(4.3) admet une unique solution

1
u = u(t,x) de classe C sur le domaine

R(S) = {(t,x) lo<t<§, 0< x < t}
ot §>0 est assez petit.

Démonstration :

(1) En multipliant 1l'équation et la condition aux limites d'indice % par Y2 # 0,

la matrice 0O se réduit a Y_l ol

Y = diag {Yl""’ Yn}.
Par conséquent, il suffit de montrer le théoréme sous 1l'hypothése suivante

(4.6) ol = max b, | < 1.

2=1,...,n k

N o3

1

(2) Pour appliquer le théoréme de point fixe, nous examinons d'abord le probléme

linéaire correspondant :

sur R(c‘io) = {(t,x)lo< t < 60, Bt < x < at} (cf. Fig.4) ,

x=Rt xX=0t

Fig. 4
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(3 ] ouy
jil Ty (Br%) (5 * Ag(esx) =) =y (6,x) 5 (L= 1,...,n),
¢ n
(4.7) sur x = ot, z C .(t,OLt)u, = 1’) (t) , (r - 1,---,111),
=t " i
n
\ = = =
sur x Bt, jil Esj(t,Bt)uj b (e) , (s m+l,...,n)

avec les hypothéses

A (t, at) <o < A (t,at),
h ey S

(4.8) A (t, Rt) < B < X (t,Bt),
Y S

(r=1,...,m ; s =m+l,...,n)

Supposons que Clj' kz , u2 , ¢2 (Qfé =1,...,n) sont de classe Cl, en
intégrant 1'équation d'indice £ le long de greme courbe caractéristique, le
probléme (4.7) peut se réduire au systéme d'équations intégrales correspondant.
Alors, en utilisant une méthode itérative, nous avons démontré que le probléme (4.7)
a une unique solution u = u(t,x) de classe C1 sur R(SO).

Ensuite, en utilisant les relations intégrales satisfaites par u(t,x) et

ou ou

par <~ » +— Yespectivement, nous avons établi trois estimations a priori, sur le

ot 9x
domaine R(§) V 60 > 8§ >0, sur

1) 1la norme CO de u

~

le)
2 rm = .o U
) la norme C de p (pl, ,p2n) ol

ou, ou, ou, ou,

(4.9) p, = —-é—t—+ 0‘_831?’ P = —=+ B —= (i=1,...,n) ;

3) 1le module de continuité modifié de p :

def

(4.10) Qinlp = sup  Ip,(t',x') - p.(t",x") | -

. i i

i=1,...,2n

Itl_tu |<n

X"‘X"

< | ——I<
B< I5=5I<a

(3) V v € Cl(R (§)), d'aprés le point (2), nous pouvons définir un

opérateur u = Tv au moyen du probléme linéaire suivant
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(.§ g, . (t,x,v)( EEJ—+ A, (t,%x,v) 331) = y, (t,x,v) ,
=1 L3 9t g 9x L e
n n o
(4.11)gsur x = at, jil er(t,x,v) uy = b (8) =G (t,v) + jil (er (t,x,v) - er)vJ »
n n
\sur x = Bt, jil z j(t,x,v)uj = ws(t) = Gs(t,v) + jil(Csj(trX:V) - Csj)V .

En utilisant les trois estimations a priori susmentionnés gréce a la
condition (4.6), aprés un long calcul, nous avons démontré que, sur R(§) oa § > O
assez petit, cet opérateur u = Tv a un point fixe u = u(t,x) qui est la solution du

probléme aux limites typique (4.1)-(4.3) d'ol le théoréme.

Remarque 1 : La hauteur § du domaine d'existence R(§) dépend contintment ge la
1 G
norme C des fonctions Clj' AQ ’ UR et GQ , du module de continuité de 5_&
u .
J
%,y =1,...,n) et de la norme c° de l/detlcgjl.
Remarque 2 : Pour obtenir le résultat désiré, il est essentiel d'estimer les

dérivées tangentielles & la frontiére P, (i =1,...,2n) et leur module de continuité

modifié.

Remarque 3 : Pour tous les autres problémes susmentionnés nous pouvons écrire la

matrice jacobienne correspondante © et obtenir le résultat analogue.

Remarque 4 : Nous pouvons facilement vérifier la condition de résolubilité (4.5)

dans les problémes concrets, parce que nous avons des régles pour calculer le

nombre Ielmin ;, par exemple
(0] a
(4.12) si O = ( ) , alors IE)Imin = |abl| ;
b (0]
_ (0] (0]
si 0O = ( ou 0y est une matrice k x k , T est une matrice
T g
k X(n-k), alors
4.13 ) = .
(4.13) 18150 = 10,1 .

Comme une application du théoréme 1, considérons 1'écoulement plan superso-

nique autour d'une aréte avec une frontiére courbe (cf. l'ex. dans § 2). Ce probléme
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a é6té étudié par diverses méthodes : la méthode de 1l'hodographe ([25]), la méthode
de la fonction de Courant ([26][27]) et le théoréme des fonctions implicites de
Nash-Moser ([28][29]). Maintenant, d'aprés la condition d'entropie, il est facile
de constater que c'est un probléme & frontiére libre typique. D'ailleurs, nous
pouvons vérifier la condition de résolubilité correspondante (4.5) grace a la
propriété de chocs. Alors nous obtenons facilement le méme résultat (cf.[30], [31]).
Mais, la condition de résolubilité du théoréme 1 n'est gqu'une condition
suffisante. Pour obtenir une condition nécessaire et suffisante de résolubilité,

(s
examinons le probléme dans une classe de fonctions suffisamment réguliéres ou dans C .

Posons

A;’ x‘s’— 1

(4.14) Or = = GS = —s (r=1,....,m ; s =m+l,...,n) ,
A -1 A

r s
(4.15) o = dlag{Ol,..., On}
et

k

(4.16) Ok = 0o (k =1,2,...) .

Pour le probléme aux limites typique, évidemment

(4.17) 0 < GQ, <1 (2=1,...,n) .

Supposons qu'il existe un entier N 2 O tel que

.

Théoreme 2 ([32])

(4.18) det|1 -0, | #0 (k =1,...,N-1)
et
(4.19) 0l 4 < 1 -

Supposons de plus gque Czj' X, Mo et G, (2,3 =1,...,n) sont des

2 2
. N+1
fonctions de classe C de toutes les variables sur le domaine considéré.
Alors, le probléme aux limites typique (4.1) - (4.3) admet une unique
. N+1
solution u(t,x) € C sur R(S) ol § > O est assez petit.

Ou, de méme



XXIII.14

Théoréme 2bis : Supposons que ij, KQ ’ “g et GQ (2,3 =1,...,n) sont des
fonctions suffisamment réguliéres (ou c”) et que
(4.20) det|I - O, | #o0 (k =1,2,...).

k

Alors, le probléme (4.1)-(4.3) admet une unique solution u(t,x), suffisamment

réguliére (ou c”), sur R(§) oi & > O est assez petit.

Démonstration : Si N = O, cela résulte du Théoréme 1. Si N = 1, posons

-9 , 9 - 9
(4.21) T B= 3¢

nous prenons comme nouvelles fonctions inconnues une partie des dérivées tangentielles

a la frontiére

(4.22) u(l) = (Au,,...,Au , Bu
m m

,...,B
1 un)

+1

et nous construisons le nouveau probléme comme suit

Introduisons

(4.23) v(l) = (Bu,,...,Bu ,Au
m m

... AU
1 ' ’ n)'

+1

a partir du systéme originel (4.1), on a

n
(4.24) v(l) = ¥ a _(t,x,u)ufl) + b, (t,X,u) (2 =1,...,n),
L . 23 3 2

j=1

ou alj' bg (2,3 =1,...,n) sont des fonctions connues de (t,x,u) et
o)

.2 = = .
(4.25) aRj agj(0,0,0) Gﬁéﬁj
Posons
(4.26) Dr = A, DS =B (r=1,...,m ; s =m+l,...,n),

en appliquant D 4 1'équation (4.1) d'indice & et en utilisant (4.24) pour

L
éliminer v , nous obtenons le systéme en u(l)
n (1) 8u§1) . Bugl) (1) (1)
J —_— = r’ » Q/ = recc7

2=1
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1 1
(.)’ U( )

ol ij ) 2,3 =1,...,n) sont des fonctions connues et
(1)0 (1)
4.2 = ’ = .
(4.28) Cay = Cpy (010,00 = 8
En dérivant les conditions aux limites (4.2) (4.3) en t et en utilisant
U 1 . 1
(4.24) pour éliminer v( ) , nous obtenons les conditions aux limites en u( ) :
n oG n oG
sur x = t, u(l) = z —~£~( ~ a _uf1)+ b ) + — (r =1,...,m),
r Jdu 3j s at
s =m+1 S 1
(4.29)
m oG n oG
sur x = 0 , u(l)— % -—E-( r a ,u$1)+ b ) + —= s, (s =m+l,...,n).
s u . rj j r ot
r=1 r j=1
En outre, les conditions aux limites en u s'écrivent
£
sur x = t, ur = J ur (t,t)dt , f(r=1,...,m) ,
(4.30) ©
(t ()
sur x = O, u = uS (t,0)dt , (s =m+l,...,n).

s

(o]

Alors, nous obtenons le problémes (4.1) (4.27) (4.29) (4.30), nouveau
probléme aux limites typique en (u,u(l)) avec conditions aux limites sous forme
fonctionnelle. Ce nouveau probléme équivaut au probléme originel dans une classe de

fonctions réguliéres, mais la matrice © de ce nouveau probléme est de la forme

- (., o

1 1

ou @1 = 0o , T1 est une matrice n X n. En remarquant (4.13), d'aprés le théoréme 1,
ce nouveau probléme a une unique solution, donc il en est de méme pour le probléme
originel.

Si N = 2, grace a la condition det|I - @1| # 0, on peut déterminer
uniquement une solution u(l) 4 l'origine en utilisant les conditions aux limites en
u(l) (4.29). Et on poursuit le processus.

Remarque 1 : Gréce a (4.17), la condition (4.20) est automatiquement satisfaite si

k est assez grand. Par conséquent, le nombre des conditions qui doivent étre vérifiées
est fini.

Remarque 2 : La condition de résolubilité (4.20) équivaut au fait que 1l'on peut

uniquement déterminer tour & tour toutes les dérivées de la solution & l'origine en

utilisant le systéme et les conditions aux limites. Evidemment, c'est une condition
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nécessaire et suffisante de résolubilité pour les solutions suffisamment réguliéres.

Remarque 3 : Dans le contre exemple (3.10)-(3.12), l'hypothése ab = 9 équivaut
a detl1 - ®1l = 0 qui détruit la condition de résolubilité précédente.

Comme une application du théoréme 2, envisageons le probléme de Cauchy
avec conditions initiales discontinues pour le systéme de 1l'écoulement unidimensionnel
instationnaire.
Pour des conditions initiales constantes par morceaux
+ + +

(u,p,p) si x>0,
(4.31) t=0, (u:QrP) = {

(W,0,p) six<oO,

ol u la vitesse, P la densité et p la pression, c'est un probléme de Riemann qui a
été bien étudié. Maintenant, nous examinons le cas général ol les conditions initiales

sont réguliéres par morceaux

w x), ot ), p(x))  six>o,
(4.32) t=0, (up,p) = {

(u (x), p (x), p (x)) si x <O
avec (u+(0), O+(O), p+(0)) # (u4(0), p(0), p (0)). Nous avons démontré le

Théoréme 3 ([32]) : Pour les gaz parfaits, quel que soit

+ - - + - . .
max(lu (0) - u (0) 1/, |Q+(O) -p©O)!, Ip (0) - p (0)]), il existe une unique solution
u, p ,p(t,x) de ce probléme dans un domaine local en temps. Cette solution a une

=

structure analogue a celle du probléme de Riemann correspondant aux conditions initiales

+ + + .
(u (0), o (O)IP(O)) six> 0O,
(4.33) t=0, (u,p,p) = - - -
(u (), p (O), p (0)) six< O .
Démonstration :
(1) Cas ou il y a deux équations.

Pour les écoulements isentropiques, en utilisant la méthode de 1'hydographe, voir [33].
Pour le systéme général de deux équations, en utilisant les coordonnées caractéristi-

ques, le théoréme a &été démontré dans [34]-[36].

(2) Pour les écoulements unidimensionnels instationnaires généraux, il y a 4
situations possibles pour le probléme de Riemann correspondant ; la solution est

composée (cf. Fig. 5):
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(a) d'une onde simple centrée rétrograde,d'une discontinuité de contact
et d'une onde simple centrée progressive.

(b) d'un choc rétrograde, d'une discontinuité de contact et d'une onde
simple centrée progressive.

(c) d'une onde simple centrée rétrograde, d'une discontinuité de contact
et d'un choc progressif.

(d) d'un choc rétrograde, d'une discontinuité de contact et d'un choc

progressif.

AN

0
(a) (b) (c)
Fig. 5

Nous utilisons les variables de Lagrange pour faire la démonstration.
Pour les trois premiers cas, le théoréme 3 peut étre démontré d'aprés le théoréme
1 et les résultats dans [34], donc nous obtenons la solution avec une structure
analogue. Quant au dernier cas, aprés avoir résolu deux problémes de Cauchy respecti-
vement & gauche et & droite, d'aprés la condition 4d'entropie, nous obtenons un
probléme & frontiére libre général. Pour ce probléme, en général la condition
10| min < 1 ne peut pas étre satisfaite, mais la condition de résolubilité du
théoréme 2 est toujours satisfaite, alors, d'aprés le théoréme 2, on a également la
résolubilité.

Pour les problémes de ce type, il y a des résultats plus généraux. Pour

le systéme hyperbolique sous forme conservative

du + 20 (t,x,u)

(4.34) 3t 3%

= w(tlxlu)l

- + -
ou u = (ul,...,un) et -0, (t,x,u) : r" 2 —_ RrR" , supposons que le systéme est

strictement hyperbolique :

(4.35) Kl(t,x,u) < ... <A (t,x,u)
n
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ié . . . P
et que le k- me (k =1,...,n) champ caractéristique est soit vraiment non linéaire

n .
k 9A
(4.36) rogt Yk
. ~— #0
j=1 ou,
J
soit linéairement dégénéré
n ., OA
(4.37) DA S
. du,
j=1 J
jk
ou (CJ ) est matrice inverse de (C,.) = (jﬁgﬁ.
' Jdu
Pour des conditions initiales réguliéres par morceaux
u+(x) si Xx > 0,
(4.38) t=0, u = { N
u (x) si x<0
+ -
avec |lu (0) - u (0)| # O, nous avons démontré le

Théoréme 4 ([37]) : Supposons que |u+(0) - u(0)| est assez petit, sur un
domaine local en temps il existe une unique solution du probléme (4.34) (4.38). Cette

solution a une structure analogue & celle du probléme de Riemann correspondant

ou + 9w (0,0,u)

4.3 — =
(4.39) 3t 5t °
+ .
t =0, u = {:u (0), si x >0,
u (0), si x<O0.
Remarque 1 : Le probléme de Riemann (4.39) a été étudié par P. D. Lax ([38]). c'est

la fondation de la méthode de J. Glimm (cf.[39]).

Remarque 2 : La solution du probléme (4.34) (4.38) est composée de n familles
d'ondes : soit le choc soit 1l'onde centrée (correspondant au champ caractéristique
vraiment non linéaire) soit la discontinuité de contact (correspondant au champ

caractériqgtique linéairement dégénéré).
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