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XXII1.1

Nous nous proposons de décrire une extension de la méthode du

"scattering inverse" valable pour les systémes d'ordre supérieur a 2.

Commengons par considérer 1l'exemple de 1l'équation nonlinéaire de

Schrédinger, traitée en 1971 par Zaharov et Sabat [3] c.a.d :

. du 3?2
(1) ies = 32 +2]ul?u
u{t=°= uo .

Pour résoudre l'équation, on associe & u une transformée spectrale
(analogue a la transformée de Fourier). Le probléme devient linéaire du coté

de la transformée, et on revient par une transformée inverse a la solution.

Plus explicitement on associe a u

un "potentiel" Q = ( 3 1u) et on considére le "probléme spectral”
(2) W - g+ on o= (T2 0 b=t
dx o 1i/2 ] *

2

=

Il est clair que si Q est intégrable a support borné, alors une solution

de (2) prend la forme

e -ixE/2
a° ) pour x << 0
a2e lxg/L
v o=
-ix&/2
(ble \ pour x >> 0
ixE/2 !
Bze
\

a b
Les vecteurs (al) (b;) sont liés par la matrice dite de "scattering"
2

définie par

b, ai
() =s®(()
b a,

2
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Si u évolue d'aprés l'équation (1) S(&,t) évolue (par miracle) selon

9s .
T (&,t) = >t [d,5(,t)]
-3t23g

1,2
d'oa  s(&,t) = e+"[t It S(E,0) e

Ainsi pour trouver u(x,t) il s'agit de pouvoir reconstruire le
potentiel & partir de sa matrice de scattering. Ceci peut se réaliser moyennant

une information supplémentaire concernant les états liés du potentiel Q.

voir [1][3].
Il est naturel de vouloir décrire les équations nonlinéaires qui se

laissent traiter par cette méthode. Ces équations ont été obtenues formellement

par divers auteurs [1][2].
Malheureusement la matrice de scattering perd son sens dans la

majorité des exemples d'ordre supérieur & 2, ce qui met en question la validité

de la méthode formelle. Nous sommes conduits a définir une autre notion de
"transformée spectrale" permettant la réalisation du programme.

On commence par considérer le probléme spectral

(3) % =EJ¥Y+ Q¥ ou E€C J est diagonale
a4 valeurs propres AI,AZ,..An distinctes, Q(x)==(Qijbd) avec Qii = 0 une
matrice de potentiels, et Y est une matrice solution fondamentale du probléme

vectoriel qui est supposée inversible.
0 la solution de (3 est de la forme

On remarque que lorsque Q

x&d . - P .
e & A(§) qui n'est pas bornée en général comme fonction de x.
-xX&J < P - .

& ol m vérifie 1'équation.

=

On est donc conduit & considérer m = e

@ d—i- m= gy, @l+om .

Soit £ =%, ={E€ct : Re‘E(Xi4N8 =0 pour une paire i# k} et

soit Q intégrable, c.a.d legij (x) lax = [lof| <= .
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Nous obtenons le théoréme de base suivant :
Théoréme 1 : Il existe une fonction unique
m(x,§) :Rx (c\Z) - MnU {=}
telle que

a) V x, m(x,£) est méromorphe en EEC\ I ayant un nombre fini de pdles

dont la position ne dépend pas de x.
b) V £ régulier dans €\ I, m(x,£) est une solution bornée de 1l'équation (4)

c) lim m(x,‘z) =1I= lim m(x,§).
x> £+

Esquissons la démonstration du théoréme. On suppose pour commencer

que ”QH 1 < 1. Alors dans chaque secteur de €\ £ on peut convertir (4) en

une équation intégrale
¥ (x~y)adJd
m (k) = 64+ ] e (/y) mly,£))) &y
jk
ou ejk = sgn(Re E()\j -)\k)).

Une itération conduit & la solution m (qui n'a pas de péles).

Si ”Q" . <2 nous pouvons translater Q de maniére a obtenir
Q=9 + Q avec Q={onurx<o
1 ’ ! 0 pour x > O
et ”lel <1, j=1,2.

Nous leur associons les fonctions propres mj y J=1,2.

Il découle de (4) que la fonction m cherchée doit avoir la forme

m (x,€) W (E) pour X< 0
m (%,8) WZX(E) pour x= 0
x _ eandJ

oa W (&) w(g) .
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< . -1 =
La continuité de m en 0 est assurée si (111,I mlz)w2 =w, 3

. X , b'4
d'autre part m est bornée si W, est bornée pour x> - et W2

pour x > +% , (wl)ii = 1 ; 11 est donc nécessaire qu'aprés une permutation

n . < . .
(dépendant de ) de la base de T , W; soit représentée par une matrice

surdiagonale et W, par une matrice sous diagonale.

1 mz(O,E) a une

Ce probléme de factorisation de la matrice ml(O,E)
solution unique méromorphe en chaque secteur. On répéte la construction pour

arriver a de plus grandés normes de Q.

Nous appellerons un potentiel Q générique, si M (x,£) s'étend conti-
nuement au bord de chaque secteur de C\I et si ses pbles sont simples. La

construction ci-dessus montre que les potentiels génériques forment une partie

s rd .
ouverte dense de Ll. Dorénavant nous n'allons considérer que des potentiels

génériques.

Avant de définir la transformée spectrale de Q , remarquons que

om
formellement —— vérifie aussi 1l'équation (4); on peut donc écrire

13
(5) Lon= omg
13
Si M est la solution du théoréme 1, alors éé' m a un support
o

dans I U {pdles}.

On peut inverser 1'opérateur i; et on obtient
og

1 x T mxE) WIE
6) m(xE) = I+ [ 2T _an o+ v v

om T M ° 2 pbles Ev -8

(On peut donner un sens précis aux termes discrets).

Cette formule permet de résoudre M en termes de W et d'obtenir

(7 o=+ adJ{I mie,n) WXmyan + 2 mix,E ) W (E )} .
R ~ AY)
271 z pbles /

On obtient aussi le théoréme
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Théoréme : L'application Q=W est injective sur l'ensemble des potentiels
génériques.
La démonstration du théoréme s'obtient en justifiant le calcul

formel qui suit.

Supposons dque, Q1+ W, Q> W
2

-1 Bml -1 Bmz
donc m = m2 —
o0& 13
a‘ou —é-(m In_l) =0 et m m—1 > I quand|£| o
a—g‘- 1 2 1 2

Par le théoréme de Liouville, il vient m =m et,en vertu de (7)} Q1== Qz'
1 2

~

Remarquons que la transformée spectrale de Q est liée & la matrice

de Scattering si J+3%=o0.

=

Dans ce cas ZJ se réduit & IR et l'onpeutcalculer W de la maniére suivante

veEu( ! *)) v_(&) =(1 1 10)
° 4 * 1

On trouve deux matrices

telles que S(§) V+(£) est sousdiagonale et SV_ est surdiagonale.

W est donnée par -1
Wl =I-Vy V_ .
z

Il est important de noter que l'équation(S)(ou(6» équivaut au
probléme de Riemann de factorisation de la matrice I—W(E)x. Plus précisément

partageons C/X en régions + - (voir figure) alternées
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et si m (x,§) ‘est la limite de m(x,Z) lorsque [ + £ dans la région *

et EE€L on peut exprimer (5) de la maniére suivante
b4 . . e
m - m_ =m W (en fait ceci définit W)

ou encore

Notons que ceci correspond au point de vue exprimé par Taharov et Sabat

dans leurs dérivations formelles d'équations d'évolution.

Esquissons maintenant la liaison entre l'évolution linéaire de la

transformée spectrale et 1l'évolution nonlinéaire du potentiel.

Nous supposerons pour simplifier que m n'a pas de pbles et que

W(E) est une fonction de la classe de Schwartz.

De la formule (6) on obtient un développement asymptotique & l'infini

pour m '

m(x,8) = I mk(x)g_k—l

et les relations

d
(& - 9m =adim,, moy Tt
d'ou
Q = - lim £adJIm(x,£E)
|g] >
et
é= aQ _ _ lim gadJm. = -1im£adJ1;1m_1 .
dt
|§|~>oo
D'autre part -9_-_ x;lm-l = m V;Jxm—l
og
c.a.d. . e x -1
IIT m.-1= 1 I mW I_ng dn
oriz M
d'ou
. 1 e x =1
(8) Q=adJ—mem dn.

2’Tl1Z
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Si 1'on suppose que

Wy
. k .
wg,t) =g weE, el u=1{ g Sl
un
alors (8) s'écrit
9) 0=add - fm [wwl wn ! £fa
2m1L X

qui s'interpréte comme un terme du développement asymptotique de m ol

(car — my m-l = = m[U,Wx] m_l)-
13
Ainsi on peut écrire
_1 _J-
my m ‘s IOA, (x
u _1 JIUIQ )g
t 1'équati 9) s'écrit O = adJA (x .
e q on (9) Q K, 1,0 )

~

On peut calculer les )\k explicitement & partir de 1l'équation

(D-£adJ-adQ) mum =0

d'oun A, =1 et adJ)\k+1 (D-ad Q) )\k

Si on prend Y =J et on définit l'opérateur linéaire
X

-f,QF = Dx(adJ)_lF + [adJ_lF,Q]l + [Q,j[adJ_1

F,Q]o dy

oi F est une fonction matricielle qui s'annule sur la diagonale et

Ao = diagonale de A et A, = A -AO pour une matrice A .
On peut exprimer les évolutions comme

. k
(10) ¢ =% (la.0D
Ainsi pour k=1 1'équation d'évolution est linéaire

99
Q_ax .
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Pour k = 2 nous obtenons
L[] - _1 -1
Q =adyJd ]Qxx+ [ad g QX,Q]1 + [0, (ad J Q.Q)o] .

Remarquons que les évolutions qui correspondent a(10)se lisent du

coté de la transformée spectrale comme

k k
WE,E) =et % T wE,0 e tEY

g€y .

Pour pouvoir les résoudre en inversant, il est nécessaire de supposer
que W(E,t) est bornée en § pour t€R (ou t >0 resp. t<0), or ceci impose une
structure trés rigide sur la nature de W,Z ou k. Si £ = iR il n'y a pas de
restrictions.

Si J a des valeurs propres correspondant aux racines niéme de 1,

il faut avoir k = 1 mod n. Ce dernier cas se présente naturellement dans
1'étude des équations scalaires.

Pour terminer nous donnons quelques indications concernant le cas
scalaire.

On considére le probléme spectral

n
n
(D_ﬁ)(D—ﬂ) "°(D'ﬂﬁh = £ WlmeE ri-O,
i=1
que l'on convertit au systéme
010 ..0..
okl
Dp=Ry+ & oa R=] . O |m=|_ 01 ,
o °. .
rn 1
10...0
(c.a.d. (D—rl)lp1 = sz,(D—rz)w2==£w3 poeeee y (Dxr )Y = Ewl) .
11 ...1
aa?ad.. .1
Ce systéme se transforme en (2) en conjuguant par la matrice Q=7§ o’ o’
&l
[0
car Q—lﬂ QO =1 0a%2o0 = J ol 0o est une racine n de 1.
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On obtient

7T - oV +£37 ,avec 0= 0 RO, T=0tva .

L'évolution de Q correspond & une évolution de r. Le cas le plus

simple correspond & n=2, r=r =-r,, k =3 (c.a.d.1l mod 2) ; c'est

1'équation modifiée de KdV.

—+6r2§£+ —Sr=0.
ox ox

(Cette équation est liée & 1'équation de KAV par l'intermédiaire de

1'équation de Riccati u = r?+ r' voir [1]).
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