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Soit I' Dfs une courbe de Jordan. De nombreux travaux ont été
consacrés aux surfaces a courbure moyenne constante engendrées par [ -
voir par exemple [4], [1] et les références citées dans ces articles.

En particulier si ' < BR - une boule de rayon R - et si R < 1 on sait
qu'il existe des surfaces de courbure moyenne égale a un et engendrées

par [' .

Ici nous considérons uniquement des surfaces 5 paramétrées sur le disque

unité
- 2 2 2
Q= {x,,y) €« R" ; x" +y <1}

de sorte que ¥ = u(@Q) et u : a‘_§]R3 vérifie

Au =2 u A u sur ()
X y
(1) u2 u2 =u .u = Q
< y <ty sur ()

u(o) = T .

On s'intéresse au comportement des surfaces Y lorsque FA_g O . Plus

précisément soit (Tn) une suite de courbes de Jordan telles que I’ < BR (0)
n
n

avec Rn-—§0 . Soit g une surface de courbure moyenne égale a un engendrée
n

par ' . Une conjecture de J. Serrin affirme que -moyennant des hypotheses
n
convenables - ¥ converge vers une sphere de rayon un .
n
En collaboration avec J.M. Coron EZ] nous avons obtenu les résultats

suivants :

Théoreme 1 On suppose que les aires des surfaces ¥ restent bornées.
s - n
Alors une sous-suite extraite des )y converge vers LO} ou bien vers une
n
réunion finie et connexe de sphéres de rayon un, dont 1l'une d'elle (au moins)

contient O .
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En général on n'a pas de renseignement plus précis sur la configuration
limite. En fait il serait trés intéressant de savoir si toute configuration
de sphéres (du type précédent) peut etre obtenue comme limite d'une suite

(> ) avec des (Fn) convenablement choisis.
n

En fait, on a un résultat bien plus précis lorsque les ¥ ne sont pas
n

arbitraires mais proviennent d'une construction particuliere. On rappelle

que si [' C BR avec R <1 , il existe une '"petite" surface ¥ de courbure
moyenne égale a un engendrée par [' , telle que P BR (voir Hildebrandt
[4]). Nous avons construit avec Coron une autre surface z;distincte de ¥ -
de courbure moyenne égale & un, engendrée par " (voir [1]). Pour ces

surfaces particuliéres appelées ''grandes" solutions de (1) on a le :

Théoreme 2 : Soit zg une '"grande" solution de (1) correspondant a I' = T
—_— n
et obtenue par la construction de [1].

Alors une sous-suite des E; converge vers une (unique) sphére de rayon

un passant par O .

Ces questions géométriques sont étroitement liées au probleme suivant.

Soit un : Ef._, Hf3 une suite de fonctions vérifiant le systeme

n n n
Au = 2ux Au sur ()
(2) { Y
n
u? = Y sur o .
On suppose que “un“ 1S C et que yn'__étj (pour une norme a préciser).
H

n
Que peut-on dire de la suite (u ) ?

1 .
I1 est facile de voir que un.__4>0 dans H faible. En effet si

n
1 fsps
u k —> u dans H , alors u veérifie
Au = 2u A u sur ()
X
(3) { Y
u= 0 sur o0 .

Or d'apreés un résultat de Wente [8}, u =0 est l'unique solution de (3).
On se propose, dans la suite, d'analyser plus précisément le mode de con-
vergence de u vers O . On utilise pour cela une méthode du type "blow-up"

qui sera expliquée dans la suite. On est alors amené a étudier le probléme
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My = 2w N w dans ]R2
X y

(4)

fm2|7w12< o .

Le lemme suivant, qui joue un rodle trés important fournit une description

compléte des solutions de (4).

Lemme 1 Soit ¢ C Liocﬂmz ;ZRB) vérifiant (4). Alors w est de la forme
P(z) .
(5) w(z) =n=x (Q(z) ) +C , z = (x,y) =x + iy

ou m: C - 52 est une projection stéréographique, P et Q sont des

polyndmes et C est une constante. De plus on a
2
leuﬂ = 8t Max {deg P, deg Q} .

Inversement tout  de la forme (5) est solution de (4).

On notera que (4) est invariant par translation et par dilatation. Donc,

si 1'on fixe @ solution de (4) telle que @w(w) = O et si 1l'on pose

(6) u'(z) = w(Z2)

n
: n n
avec a C () et e — 0, alors u  vérifie (2) etv — 0.

Notre résultat principal affirme que toute suite (un) bornée dans H1 et
qui vérifie (2) avecyn —>3 O est en fait une superposition finie
d'éléments de la forme (6)

Théoréme 3 : On suppose que (un) vérifie (2) avec Yn.__? O dans Hl/2
et IIVLHWZ < C .

Alors il existe :

. .. . 1 2
i) un nombre fini de solutions @ , w , ... wp de (4),

. . 1 2
ii) des suites (a’) , (a ),...(ap) de 0 ,
n n n
s . 1 2 p i .
iii) des suites (g¢7) , (¢7),... (7)) avec € >0 Vi , ¥n
n n n n
et lime’ =0 Vi ,
n

n—x

. n .
telles que, pour une sous-suite des u , on ait



1 n p i © T an
(7) v’ - ¥ w (——E“——OH ; — O
i=1 € H n—o
n
et
8 K2 R I CRPYeP
(8) f u =z le Vw o
Q i=1l IR

Avant d'indiquer 1'idée de la démonstration, voici quelques remarques

Remarque 1 Une variante du Théoreme 3 affirme que si (un) vérifie (2)
n @ ] nj|2 . . i
avec y —>» O dans L et JlV u l < C , alors il existe des w ,

(al) (el) comme en i), ii), iii) tels que
n n

Bien entendu, c'est la convergence uniforme qui est treés utile dans les

applications géométriques. Un ingrédient essentiel pour passer des estimations
@

H aux estimations L est le lemme suivant qui est démontré dans (1]

(lemme A.1)

1 .
Lemme 2 Soient u , v CH () 3 IR) et soit ¥ la solution du probleme

4y = u vV -u Vv sur ()
{ b'q y y X
» = O sur o .
Alors
il ot | = |
ol = cilvul 5 lvvl,
L L L
i | ,
!I(P” 1 <C ”vu” 25‘ Vv ” ) .
H L L
n Y . , .
Remarque 2 Soit (u ) une suite vérifiant les hypotheses du théoreme 3

P 2
On déduit de (8) et du Lemme 1 que la suite 1/8xn I IV un, converge

vers un entier. En particulier, il en résulte que

a) si JP I Vunlz < 8t - & avec § > 0 , alors J'F qunlz-—)O
Q Q

- N2
b) si ‘Jﬁ l\/u , = 8r + 0(1), alors il existe exactement un w solution
Q

de (4) tel que



C'est précisément ce qui se produit dans le cadre du Théoreme 2 (d'ou
la convergence de la suite 5 vers une unique sphére). En effet, rappelons
n —Hrr

brievement la construction de [13 pour la grande solution u

Pour simplifier, on considére uniquement le probléme de Dirichlet

Au 2u A u sur ()
(9) { o

u sur J()

il
<

1l )

A

Soit u la "petite" solution de (9) (et donc ”E“
- [se)

© —
L () L (o)
On cherche une autre solution de (9) sous la forme u = u - v de sorte
que Vv vérifie
v = = Av + 2(u AV + VvV AuUu) =2V AV sur ()
X y X y X y
(10) v = 0 sur J0)
v O sur ()
Ce probleme a une structure variationnelle : on consideére
(11) J = Inf (£w,w)
wCHY
o
Q(w)=1
ou
¢ 2 o
(Lw,w) = | [Vw|® + & Jouw A
et x y
2 Q
et

Qw) = woaw A w
u x
Q
On rappelle 1'inégalité isopérimétrique

la(w) |23

iN

é— I lv wl2 vw C Hi
£2

1 N . .
et S = (32n) /3 correspond a la meilleure constante. On établit que
. . — J
J < S , que 1'Inf en (11) est atteint en un certain w et que u = u - 5‘ w

fournit une autre solution de (9).
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n .
On considére maintenant une suite (y ) telle que (pour simplifier)

1/2 n n - -

n © . .
Y ——>0 dans L et dans H . On introduit u , w , u , En , Jn

. 7 \ n ’ 3 . . 7’ 0
associés avy =vy . On verifie aisement que 2!._9 O dans L et dans
1

2 N .
I-I1 . On prouve alors que Jn__) S et que IIV wnl ——3> S . D'ou il resulte

que jlvﬁ“ 2 —_ 1-53 = 8n

4
. . . n
Remarque 3 : Le théoreme 3 affirme que les fonctions (u’) se concentrent
i i i j
autour d'un nombre fini de points a = lim a . Lorsque a~ # aJ les
ne O
i J
i 'R an ; i a
fonctions @ = w (——I—__ ) et w. =W (—= ) ont des supports presque
n € eJ
n n
i j . . ,
disjoints. Par contre si a = aJ le résultat suivant apporte un complément
trés utile
Théoréme 4 : Sous les hypothéses du Théoréme 3 on a
et el al L o]
n n n n . .
MaX{—.','—i,—i———.—}_ﬁ:E)O Vi # ]
€ € € + g
n n n n

Le Théoréme 4 exprime que si les fonctions mi et wi se concentrent sur

le meéme point alors les vitesses de concentration sont trés différentes

(et on a des '"ondes" bien différenciées). Cette propriété sert en particulier
dans la démonstration du Théoreme 1 a prouver que les Zn convergent

vers des sphéres meme si les wz se concentrent tous sur le méme point g

i 1
les w; et wi sont presque orthogonaux (au sens H) - et donc leur interaction

est ''négligeable"

Remarque 4 : La conclusion du Théoreme 3 est encore valable si l'on remplace
(2) par
n n n n
Au = 2u_ A u + f sur )
(12) { N *
u = 0 sur o2

n -1
avec f 5 0O dans H fort .
Ceci est & rapprocher de la propriété (PS) de Palais-Smale pour la

fonctionnelle



1 2 2 1
= = u + — u.u A u sur H .
E(u) 5 IIV l 3 f < y o
n . e e n -1 n
Soit (u') wune suite qui vérifie E'(u’) —3 O dans H et E(u) — C
’, ” . n L.
En général, on ne peut pas en déduire que (u’) est relativement compact

1 s, . . . , .
dans H® (fort) - et donc la propriété (PS) n'est pas satisfaite. Néanmoins,

(un) vérifie (12) et la conclusion du Théoreme 3 est valable. D'ou il

, . . 8
résulte par exemple que ¢ ne peut pas etre arbitraire ; on a c = 2 k

3

avec k =z O entier. Cette situation ressemble beaucoup aux phénoménes rencontrés

pour le probléme

-1 N
- Au = Iu lp u + f sur Q< IR
n n n n
u = 0 sur o0
n
N+2 -1 .
avec p = N_2 et fn___? O dans H , dans les travaux de P.L. Lions

[5] (the 1limit case) et puis de Struwe [7]. Indiquons toutefois que l'ana-
logue du Lemme 1 n'est pas connu ; c'est a dire, on ne sait pas décrire

l'ensemble des solutions du probleme
-1 N 2
- dw = 0|’y sur R ,flvwl <
(on connait seulement les solutions de signe constant j; voir (7H

Remarque 5 Le Théoréme 3 (resp. la Remarque 1) implique que u’ -0
fortement dans HiOC(Q\lJ{al}) (resp. LTOCQZ\LJ{ai}). Une propriété sem-
blable avait été mise en évidence pour la premiére fois par Sacks-Uhlenbeck
[6] pour les applications harmoniques. La théorie de concentration-
compacité de P.L. Lions [5] fournit un cadre trés général qui explique
bien ce genre de phénoméne. Appliquant cette méthode sous les hypotheses

du Théoréme 3 on obtient que IVLJWZ converge aux sens des mesures sur

5‘ vers une somme finie de masses de Dirac, } ai éai avec ai > 8n .

Notre analyse permet de raffiner ce résultat ; en particulier le Lemme 1

montre que a, = 8nk, avec k, entier.
i i i

Principe de la démonstration du Théoréme 3

\ . n .
Etape O En introduisant un relevement harmonique de vy on se ramene
N . n PR n -1
a une suite (u ) qui vérifie (12) avec f —3 O dans H fort, et de plus

”unH o < C . On prolonge url par O en dehors de ()
L



XIv.8

Etape 1 . Comme en [5] on utilise la fonction de concentration
n)2
Qn(t) = Max IVLII , t 20,
z&Q  z+tQ ’

de sorte que chaque fonction Qn(t) est continue croissante (en t) ,

Q (0 =0,Q () =q () - lgu™)? .

1 .
On suppose que url ne converge pas fortement vers O dans H et donc 11

n|2 .
existe a > O tel que flVlJ , 2 a . On fixe une constante vy telle que

(13) 0<v<Min{ =5 ,a])
Le

o

ou ¢ > 0 est une constante telle que
, 2 1 ® .1
II u. v.A v | <c [[Vy] 5 il v v , Vu €EH NL ,VvwE&H
x y L L o

(cette inégalité est liée aux inégalités isopérimétriques voir [1]). On
considere ensuite O < en <1 et an €0 tels que
nl2

Qe <[ v

a +te (
n n
n v
On effectue alors le '"blow-up" de la fonction u , c'est a dire on

C s
considere

ﬁn(z) = un(s z + a )
n n
de sorte que
~N 2 2
F LI = JIve™Fcc et W = W, <c .
2 2 I @ ®
R IR L L
On peut alors supposer que
~n 2
u _yw p.p. sur IR
2, 2
VY s o faiblement dans L (IR )

Passant a limite dans (12) on prouve que ® vérifie

Ap = 20 AW sur ]R2
X y
{ flelz <w .
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et j‘le]2=v>O.
Q

2 .
Grace au lemme 1 on a donc flvwl = 8tk avec k 2 1 entier.

. - a
. . n
Etape 2 : On considere la fonction u - g ( = L
n
. - al’l
Si Hun - w(—e——- )| { —> 0 la démonstration du Théoréme 1 est terminée.
n H
Sinon on réitere la construction de 1'Etape 1 . Plus précisément on introduit
n n " % n
Vs - el ) +h
n

ot h'' est la solution du probleme

Ah"

|
o

sur ()

h = g(—) sur 30

€
n
On établit alors le
. n PP
Lemme 3 La suite v verifie
Avn = 2vn A vn + gr1 sur ()
{ i '
vr1 = 0 sur of)

avec gn—-)O dans H-1 fort, ”'vn“ o S C et
L

ni2 . n;2 2
IV =19 - 1 IVl + o).
Q Q R
Etape 3. On applique maintenant a la suite (Vn) la construction de 1'Etape 1.
Cette itération s'arreéte apreés un nombre fini d'étapes - au plus
2
1/8n  Sup Iqunl . A la fin on obtient
n .
i
i’ - an n ,
- T (—— )+Z‘,hi;|1 — 0

1 € 1 H n—- o
n

fJu”

et flvunlz _ J‘]V(Dilz v oo(1).
i

Enfin on vérifie que
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I} - o @], — o
H n—«o

N , . s . i
ce qui acheve la démonstration du Théoreme 3 si l'on remplace y par

i
w

- 0@ .
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