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Dans la suite, M désignera une variété com acte, connexe de dimension n.

On peut mettre sur M une infinité de métriques riemanniennes g, une telle métrique

étant la donnée, en chaque point m de M, d’une forme quadratique définie positive
00 

,

gm sur TmM qui dépend de m de manière C . Une variété riemannienne est la donnée
d’un couple (M,g) formé d’une variété et d’une métrique. La métrique g permet de

définir la norme g (X,X)1~2 d’un vecteur tangent X et, par suite, la longueur des
courbes de M. Ceci confère à (M,g) une structure d’espace métrique (d(x,y) étant

la borne inférieure des longueurs des courbes allant de x à y) et une mesure

(écriture dans une carte locale, le

théorème de changement de variables dansIR assurant l’indépendance de la mesure

par rapport au système de cartes choisi). Deux variétés riemanniennes (M,g) et

(N,h) seront dites équivalentes s’il existe une isométrie de (M,g) sur (N,h).

Les classes d’équivalence pour cette relation sont appelées structures rieman-

niennes.

Nous noterons d et V le diamètre et le volume de (M,g).

0. MOTIVATIONS GEOMETRIQUES

La courbure est un invariant local qui s’écrit comme une dérivée

seconde de la métrique. En (très) gros la courbure est aux variétés riemanniennes

ce que l’accélération normale est aux courbes. Pour une surface plongée dansJR ,
la courbure en un point est le produit des inverses des rayons de courbure en ce

point (cependant la courbure est un invariant intrinsèque qui ne dépend que de

(M,g) et pas du plongement). Une des questions fondamentales de la géométrie

riemannienne est la suivante :

La connaissance d’estimées sur la courbure (information locale) donne-t-elle des

renseignements sur l’allure globale de la variété ?
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a) En dimension 2 :

0.1. Théorème (Gauss-Bonnet cfCSPJ tome 3 p 396).- Si la variété M est de

dimension 2 alors, pour toute métrique g, l’intégrale de la courbure sur la

variété est égale à la caractéristique d’Euler de M multipliée par 2TI.

Nous allons énoncer un résultat plus faible mais qui se prête mieux

à une généralisation en dimension n &#x3E; 3. Notons S k,V l’ensemble des variétés

riemanniennes de dimension 2 dont la courbure est minorée par le nombre réel k

et de volume plus petit que V . L’ensemble des variétés M de dimension 2 qui
o

peuvent être munies d’une métrique g telle que (M,g) e S est fini, de plus

toutes ces variétés vérifient b 1 (M) _ 2 - 
0

b) En dimension supérieure ou égale à 3 : Dans le cas général, on ne peut espérer

borner la topologie (ou les invariants topologiques) à l’aide de la courbure

et du volume seuls, comme le montre l’exemple suivant : Notons (M,g) une variété

riemannienne de topologie quelconque. En faisant au besoin une homothétie sur

la métrique, on peut toujours supposer que la courbure est bornée (en valeur

absolue) par 1 (dans ce cas, le volume de (M,g) peut devenir aussi grand qu’on

veut). Considérons la variété où R = 1 munie de la métrique
1 

TI.VO M 
’u

produit. La courbure de MX S1(R) est bornée par 1 et son volume est égal à 1,

pourtant sa topologie peut être aussi compliquée qu’on le désire. Ceci explique

pourquoi tous les invariants que nous considérerons seront bornés à l’aide de

la courbure et du diamètre. 

Une difficulté supplémentaire vient du fait que, si n ? 3, il y a plu-

sieurs notions de courbure. Désignons par R le tenseur de courbure de (M,g) ,

c’est en chaque point un endomorphisme symétrique de A(T m M). La courbure sec-

tionnelle a est définie, pour tout 2-plan P de T m M engendré par les vecteurs X

. La donnée de la courbure sectionnelle

pour tous les 2-plans donne tout le tenseur R.
, 

* * 
, , ,

La courbure de Ricci est une section r de T 
ID 

M ~ T 
m 

M définie, pour toute base

orthonormée {e.} de T M, par
i m 

’
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Si on pose X , on a par conséquent :

La courbure scalaire u est une fonction égale à

Il est clair que la donnée de la courbure scalaire est une information beaucoup

plus faible que la donnée de la courbure de Ricci, qui est elle-même une infor-

mation beaucoup plus faible que la donnée de la courbure sectionnelle. Il ressort

des travaux de Gromov et Lawson que la donnée d’une borne sur la cour-

bure scalaire ne donne pratiquement aucune restriction sur la forme de la varié-

té. Nous nous intéresserons donc uniquement à ce qui se passe lorsque la courbu-

re sectionnelle ou la courbure de Ricci est bornée. Pour cela nous allons donner

de ces deux notions des définitions plus accessibles que celles données ci-dessus.

Notons M la variété simplement connexe de dimension n et de courbure
constante k : il s’agit de la sphère de rayon v lorsque k &#x3E;* 0, de l’espaceconstante k : il s’agit de la sphère de rayon 2013 lorsque k &#x3E; 0, de l’espace

euclidien Rn lorsque k = 0 et de l’espace hyperbolique muni de la métrique 
Ixf

lorsque k  0 (la métrique canonique sur un espace symétrique étant notée can.).

La courbure de Ricci de M k est alors r = (n-l)k.can.

0.2. Définition.- On dit que la courbure sectionnelle a est minorée (resp. majorée)

par le nombre réel k - ce que nous noterons o &#x3E; k k) - ssi, pour tout

point m de M , il existe un nombre e &#x3E; 0 et un homéomorphisme d’une boule B
- 

_ 

e

de rayon E dans Mk sur la boule B(m,E) tel que, pour tous les x,y e B 
C. 

on ait
- k e

(resp. d((x)cy)) d(xry)).

On définit lo! = Inf 
Nous allons définir l’application exponentielle au point m notée exp .

m

On appelle géodésique les courbes qui réalisent le plus court chemin d’un point

à un autre point assez voisin, i.e. c est une géodésique s’il existee &#x3E;0 tel que

la longueur de la géodésique entre c(t) et c (t+E) soit 

L’application exp 
m 

de T M sur M est définie par exp(t.v) = c(t) où v E T M et où
m m m

c est la géodésique telle que c’ (0) = v. Remarquons que l’application (() dont il

est question en 0.2. qui envoie la boule sur la boule B(m,e) C M est
20132013 -1 - -

exp o exp- , où exp est l’application exponentielle sur M .
m m k
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0.3. Définition.- On dit que la courbure de Ricci est minorée par le nombre p

(notation r ~ p) ssi, pour tout point m de M, il existe un nombre e&#x3E;0 tel que

toute partie A mesurable d’une boule de centre m et de rayon e dans M vérifie
- -1 

- k

vol Cexpm o expm (A)] vol (A) . On pose r . = Supp/r &#x3E;_ p}[k=p/(n-1)]
m m 20132013201320132013 min

Remarque : On pourrait de même définir une notion de courbure de Ricci majorée,

mais cette notion n’aurait pas le même intérêt. En effet, dans le cas de la

courbure de Ricci minorée, un théorème de Bishop (cf[B-C]) montre que la proprié-

té 0.3. est vraie globalement, i.e. pour toute partie A mesurable de M
(sans restriction sur sa distance à m), 1 on a

Par contre, dans le cas de la courbure de Ricci majorée l’inégalité

vol[exp o exp -1 (A) vol (A) n’est vraie que pour des parties A incluses dans
m m 

_

une petite boule centrée en m.

Soient X et Y deux sous-espaces métriques d’un même espace métrique Z,

on définit d z (X,Y) = est inclus dans le c-voisinage de X et X est inclus

dans le c-voisinage de Y}. Si X et Y sont deux espaces métriques compacts quel-

conques, on définit la distance de Hausdorff dH(X,Y) comme la borne inférieure

des pour tous les espaces métriques Z et tous les plongements

isométriques i et j de X et de Y dans Z. L’ensemble des structures riemanniennes

compactes est un espace métrique pour la distance dH. Le théorème suivant donne
une première réponse à la question initiale (la partie (i) avait déjà été démon-

trée par J. Cheeger dans [CH]).

0.4. Théorème (M. Gromov, cf[GR11, chapitre 8).- Notons k D 
l’ensemble des’ ’ p ) 

n,k,v,D
structures riemanniennes de dimension n qui vérifient Îa) S k , d Ç D et V &#x3E; v.

L’ensemble des variétés différentiables M qui admettent une métrique g telle que

est appelé ID n, k ,v,D .201320132013-20132013 n,k,v,D

(i) est f ini

(ii) 
k 

est compact pour la distance de Hausdorff
20132013201320132013201320132013 n,k,v,D 20132013201320132013-20132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013--2013- 2013

(iii) L’application (M,g)+ M est localement constante de

C"X-n,k,v,D dans n , k , v, D 2013"i,k,v,D
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Remarques :

(1) Ce résultat est d’une portée essentiellement théorique, puisqu’on ignore en

général quels sont les éléments . En particulier, si on s’intéresse

à borner un invariant topologique S(M) (par exemple un des nombres de Betti) ,

une conséquence de 0.4. est qu’il existe une borne théorique de 6(M) ne

dépendant que de n,k,v,D ; cependant on ne pourra jamais la calculer par

cette méthode puisqu’un tel calcul exigerait la connaissance pour

(2) Sur une variété riemannienne

(M, g) , une boule de rayon e &#x3E;0

n’est généralement pas difféo-

morphe à la boule euclidienne

(voir dessin ci-contre) .
Cependant, il existe un nombre

positif i(M,g) (appelé rayon d’injectivité) tel que toute boule de rayon E i(M,g)

tracée sur (M,g) soit difféomorphe à B . Sur un ensemble de variétés riemanniennes

~ la borne inférieure des i ( M , g) pour tous les (M,g)e cxest généralement nulle
et ce même si 101 et d sont bornés comme dans l’exemple donné par l’ensemble des
variétés M a = Nx S1(a) munies de la métrique produit, où N est une variété quel-

1 
,......

conque et où S (a) est le cercle de rayon a (le rayon d’injectivité de M étant

au plus il tend vers zéro lorsque a tend vers zéro) . Par contre on démontre

que la borne inférieure e des pour tous les 
k D 

est strictementq ( P ( g) E 

positive. Cette propriété est extrêmement forte puisqu’elle permet par exemple,

en recouvrant toute variété par un nombre borné de boules convexes de
n,k,v,D 

p

rayon E/2(dont les intersections sont par conséquent contractiles) de borner (théo-

riquement) les nombres de Betti des variétés de A- 
k 

. Ceci nous amène à penser
n,k,v,D 

* "

que les hypothèses de 0.4. sont beaucoup trop fortes lorsqu’on s’intéresse seulement

à borner des invariants topologiques ou géométriques. On vérifiera en effet (voir

le paragraphe 4) que la plupart des invariants topologiques ou géométriques 6(M,g)

peuvent être bornés explicitement en fonction de et d. Dans certains cas

(par exemple lorsque 6(M,g) est le 1° nombre de Betti de M ou la ie valeur propre
du laplacien de (M,g) ou le A-genre de M) on sait borner 8(M,g) en fonction des

seules informations r . ,d et n (voir le paragraphe 3). Ceci nous amène à énoncer
min

la conjecture suivante (à laquelle on ne connaît actuellement aucun contre-exemple).
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0.5. Conjecture.- Soit n,D,p l’ensemble des structures riemanniennes (M,g) de
20132013201320132013201320132013 - n,D,p, 

2013

dimension n qui vérifient r &#x3E; p et d _ D. Sur Jt n,D,p , tout invariant topologique. .
ou géométrique 6 (M, g) est borné uniformément.

L’amélioration par rapport à 0.4. serait considérable, non seulement

parce qu’on ne fait plus aucune hypothèse sur le volume, mais surtout parce

qu’une borne sur la courbure de Ricci est une hypothèse beaucoup plus faible

qu’une borne sur la courbure sectionnelle (dans le 11 cas on se contente de ma-

jorer localement la mesure tandis que dans le 2° cas on exige de contrôler loca-

lement la distance). De plus l’exemple donné au début de ce paragraphe montre

que les hypothèses de 0.5. sont les plus faibles qu’on puisse imaginer. Un

premier pas conceptuel dans la direction de 0.5. est fait par le

0.6. Théorème (M. Gromov cf[GR11chapitre 5).- r(~ 
n,D,p 

est précompact pour la

distance de Hausdorff.

Ce théorème, s’il éclaire la conjecture 0.5. en lui donnant une sorte

de justification philosophique, ne peut être d’aucune utilité pour la démontrer.

En effet, la plupart des invariants ne sont pas continus pour la distance de

Hausdorff (et a fortiori non uniformément continus). Donnons deux exemples qui

prouvent cette non-continuité dans le cas où 6(M,g) est le second nombre de

Betti b 2 (M) . Le tore (T,can) x (T, E.can) - dont le b 2 est égal à (n) - 2
converge vers le tore (T ,can) dont le b2 est égal à zéro. Plus étrange, on ne

peut espérer de semi-continuité dans l’autre sens. En effet, considérons la fi-

bration de Hopf ep n à fibre S 1 En multipliant la métrique de la fibre

par E, on obtient des variétés riemanniennes dont le second nombre
e

de Betti est nul - qui convergent vers dont le second nombre de Betti

n’est pas nul.

1. UNE METHODE POUR BORNER DES INVARIANTS

Nous allons considérer dans la suite les invariants topologiques ou

géométriques qui s’écrivent comme la dimension d’un espace de sections harmoni-

ques d’un certain fïbré pour un certain laplacien défini sur les sections de ce

fibré. Plus précisement, appelons ô(M,g) l’invariant considéré (cet invariant,
. 

l 
- . 

1 
leme 

mb d t. d 
.

pouvant suivant le cas être soit le p nombre de Betti de M, soit le nombre

de valeurs propres du laplacien de (M,g) qui sont inférieures à un nombre donné ,

soit le Â-genre de (M,g), soit la dimension du module des déformations d’Einstein

d’une métrique d’Einstein g, etc...).
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A tout invariant 6 (M, g) du type ci-dessus on associe un fibre vectoriel E -~ M

muni d’une métrique .&#x3E; (où .,.&#x3E; est un produit scalaire sur E ) et
m m

d’une connexion D compatible avec cette métrique ainsi qu’un laplacien A dé-

fini sur les sections C de E tel que à(M,g) = dim C (E) : d s - 0} .

Ce fibré est généralement construit à partir le produit scalaire

et le laplacien A sont généralement canoniques. La forme quadratique associée

à A a toujours une expression (dite formule de Weitzenbôck) du type

.1" - ,L-J.

où (1 
x 

est un endomorphisme symétrique de E 
x 

qui dépend de l’invariant consi-

déré mais dont les coefficients matriciels s’écrivent toujours en fonction de

la courbure. Le symbole principal due est donc toujours égal à la métrique

et tous ces laplaciens diffèrent entre eux d’un terme en potentiel de degré

zéro. Pour une étude générale de ces laplaciens et des formules de Weitzenbôck

voir LLIl] et Notons à le laplacien (dit "laplacien brut") associé à

la forme quadratique

valeurs propres de ~ (resp.A) -la variété M étant compacte, ces spectres

sont discrets- on a pour tout t

est la trace de e . . Notons que - , peut toujours
min

se majorer à l’aide de lui dans les cas les moins favorables et à l’aide de

r , dans les cas les plus favorables. Pour borner 6 (M, g) il suffit de cal-
min 

culer en fonction de -L- . la valeur t telle que
min o 

eqe

male, on obtient
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Exemple 1 : 6(M,g) = bp(M) (pe nombre de Betti de M) .

Le fibre considéré est E - Ap (T*M) , les sections sont les p-formes dif f éren-
2

tielles et le laplacien est celui de Hodge, i.e. A = (+d)2 où 6 est l’ad-

joint de la différentielle d pour le produit scalaire intégral
" 1

. En écrivant 6 et d à l’aide de

D et en remarquant que la courbure apparaît à cause du défaut de commutation

des dérivées (D.D. - D.D.)s, on obtient (cf rLI11 p. 3)
J 3 1.

Notons R 0 (m) la plus petite valeur propre du tenseur de courbure R agissant de

A2 (T*M) dans lui-même et R , - Inf R (m) . On montre (cf [G-M] p. 264) que
m min o

Le cas p = 1 est plus simple puisque £, est alors le tenseur de courbure de
"?

Ricci et .. , - r , .

min min

Exemple 2 : o(M,g) = N(À) = Nombre de valeurs propres À. 1. du laplacien A
(défini sur les fonctions) inférieures ou égales à X , où À est un nombre réel

quelconque donné.

Le fibré considéré est M x tR -~ M, les sections sont les fonctions de M dans

R . Notions le laplacien usuel sur les fonctions, associé à la forme quadratique

f 20132013 df 2 (ce laplacien a le signe contraire du laplacien des analystes) .
on -À . Le principe du minimax donne

00

sous espace vectoriel de C (M) tel que
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Exemple 3 : 6(M,g) = A(M) = A genre de M (pour une présentation plus complète

voir [BE]).

Notons Spin(n) le revêtement à 2 feuillets de SO(n). On dit qu’une variété

riemannienne (M,g) admet une structure spinorielle ssi il existe un

Spin(n) - fibré principal P qui est un revêtement à deux feuillets du

SO(n) - fibré principal P formé par les repères tangents orthonormés sur (M,g).

En cohomologie, ceci signifie que la classe de P dans Spin(n)) s’envoie

sur la classe [P] de P dans SO(n)). La suite exacte

0 ~ z~ + Spin (n) ~ sO(n) + 0 nous amène à caractériser l’existence d’une

structure spinorielle par la nullité d’un élément W (M) e H 2 (M, 2)’ cet élé-2 2

ment (appelé seconde classe de Stiefel - Whitney) étant l’image de [P] par

l’application de Hl (M, SO(n)) dans H 2 (M,Z ) découlant de la suite exacte.
2

En faisant le quotient de l’algèbre tensorielle de Rn par l’idéal engendré
par les éléments x &#x26; x + on obtient une algèbre C 

n 
dont le com-

plexifié est noté C . Posons p = Ln/2] et notons V le sous espace de C 2pn 
N 

2p
engendré par les e 2k-1 - i e2k . La sous-algèbre S de C2p engendrée par V

est isomorphe à A*V. Notons S+ et S les sous algèbres isomorphes aux sous

algèbres extérieures de degrés respectivement pairs et impairs. Le groupe Spin(n)

admet une représentation canonique sur S notée p . Le fibré des spineurs S(M)
-1

est le quotient de P Á S par la relation d’équivalence (p.g p (g 1 ) v) .

La fibre - type S de S (M) est de dimension 2 . En dimension paire, S (M) se

décompose en deux sous fibrés S+ (M) et S (M) dont les fibres S+ et S ont
toutes deux pour dimension 2 . La connexion canonique de Levi Cività de

TM associée à la métrique g induit une connexion canonique D sur S (il y a

en effet une manière unique de relever le sous fibré horizontal de TP en un

, 

sous fibre horizontal de TP). On définit l’opérateur de Dirac P sur les sections

de S par Pv = 1 x.. D . , où {X.} est une base orthonormée de l’espace
, 

1 X. 1
i 1 

1

tangent au point considéré de T m M. L’opérateur P est elliptique et auto-adjoint

L’espace Jt = Ker P est l’espace des spineurs harmoniques. En dimension paire,

g+ g- ’1J 00 +
notons 3C et les intersections de - avec les sections C de S (M)

et S (M) respectivement. Le théorème de l’indice (cf [AS]) montre que

dim(~) - est un invariant topologique appelé A - genre de M (et noté

A(M)). Par ailleurs, un calcul direct donne, pour toute section s de S(M),

où u est la fonction courbure scalaire (voir paragraphe 0). On a donc ici
n Il ~~ 1 1
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Exemple 4 : Si (M,g) est une métrique d’Einstein, ô(M,g) est la dimension de

l’espace des déformations infinitésimales d’Einstein de la métrique g.
,

Si M est une variété différentiable donnée, l’ensemble ’ des métriques
* *

riemanniennes sur M est un ouvert dans l’espace des sections de T*M 0 T*M

(symétrisé de T*MOT*M) . Le groupe des difféomorphismes ~ de M agit sur lil
par (~,g) + ~*g . L’ensemble des structures riemanniennes sur M est donc le

quotient de ei par l’action du groupe des difféomorphismes. Au voisinage de

chaque métrique g , il existe dans une tranche e- tg transversale aux orbites
du groupe des difféomorphismes qui décrit donc localement l’ensemble des struc-

tures riemanniennes voisines de g . Une métrique g est dite d’Einstein si sa

courbure de Ricci est proportionnelle à la métrique (ie r(X,X)/g(X,X) est

une constante). On ne sait généralement pas décrire (même localement) l’espace

des structures riemanniennes d’Einstein sur la variété M (à noter cependant

qu’en dimension 2 cet espace est une variété de dimension 3b~-6 appelée espace
de Teichmüller). Généralement, t n’a aucune raison d’être une variété, mais on
démontre (cf [BE2]) qu’il existe un voisinage U de g dans -11 tel que

soit inclus dans une sous-variété analytique de 9 . La dimension
g g

de cette sous-variété est appelée dimension du module des déformations d’Einstein

et son espace tangent est l’espace des déformations infinitésimales d’Einstein.

En dérivant la condition Ricci(gt) on obtient que toutes les déformations

infinitésimales d’Einstein h sont des sections de T*M 0 T*M , de trace nulle,
qui vérifient, dans une base orthonormée de T M qui diagonalise h ,

1 m

Historique du Problème :

Notons que A est un opérateur positif et que son noyau est formé des

sections parallèles du fibré E . Notons l la dimension de la fibre de E ,

on a donc dim[Ker ~]  ~. En reportant dans 1.1, ceci donne

Remarquons que le cas 6(M,g) = Î est le cas du fibré trivial.

Initialement, c’est Bochner qui utilisa cette méthode pour montrer que

b1 (M) :9 n lorsque M admet une métrique vérifiant r &#x3E; O(cf [B-Y]) Dans [LI 11

A. Lichnerowicz montra par la même méthode qu’une variété spinorielle telle que


