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XIV.1

MOTIVATIONS.

Etant donné fn une niéme fonction propre du probléme de

Sturm-Liouville

u"(x) + (Ap(x) -q(x)u(x) = 0
u(@) =ub) =0

(1)

sur l'intervalle [a,b] , on sait que fn s'annule exactement (n-1)

fois dans la,bl

Cette propriété peut se lire de deux maniéres différentes

(2a) fn a exactement n domaines nodaux (i.e. n intervalles sur

-

lesquels elle ne s'annule pas) ;

(2b) fn a un ensemble nodal composé de (n-1) points dans Ja,bl .

. K3 e, rd 3 3 @©
Soit maintenant (M,g) une variété riemannienne C

compacte, connexe de dimension n . On considére le probléme

Au = \u dans M , avec conditions de Dirichlet ou de

3) Neumann si 3M # ¢ .

I1 est possible de généraliser la propriété (2a) ci-dessus. On

ale
THEOREME (Courant). - Une fonction propre u associée & la
niéme yaleur propre )‘n (comptées avec multiplicités et &
partir de n=1) du probléme (3) admet au plus n domaines
-1
nodaux (composantes connexes de M\u (0) ).
4. REMARQUES.

(i) Si n=22, u a au moins deux domaines nodaux, mais on
n'a pas a priori de meilleure minoration du nombre de domaines nodaux

de u (voir [C-H], § VI.6, p.456).
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(ii) Si dM = ¢ ou si on prend la condition de Dirichlet sur
dM , on peut montrer que le nombre de domaines nodaux de u associée
a )‘n est strictement inférieur & n sauf pour un nombre fini de vaieurs
propres (dont )\1 ). On ne connaft pas de majoration autre Qu'asymptotique
de ce nombre (voir [B-M], p.523). Le cas du probléme de Neumann est
ouvert au moins en dimension 2 (en dimension = 3 , on peut donner

une réponse positive, mais peu satisfaisante).

5. La propriété (2b) est beaucoup plus fine. On ne connaft pas
bien la structure des ensembles nodaux u—l(O) des fonctions propres
du laplacien en dimension supérieure ou égale & 3 . En dimension 2,
cette structure est bien comprise et on peut généraliser (2b) de la ma-

niére suivante :

THEOREME (Briuning-Gromes). - Soit () un domaine compact

lisse de IR2 et soit u une fonction propre du probléme de

Dirichlet dans Q , associée i la nl®M€ yaleur propre A, -

Alors, on a :
Jg

*n

Aire(Q)
Zjo

long(a™(0)) +#long30) = Jx, - mE(Q)-1)

jO = ler zéro positif de J0 i g(Q) = nombre de trous de Q.

Ce résultat a été étendu au cas des surfaces riemanniennes
compactes sans bord par Brining (minoration asymptotique avec des
constantes qui dépendent de la géométrie de M : courbure, rayon

d'injectivité,...). Voir [B-G] et [BR].

6. GQUESTIONS.

(a) Peut-on généraliser le théoréme ci-dessus au cas de la

condition de Neumann sur 3Q ?

(b) Peut-on majorer long(unl(O)) en fonction de )‘n et de

la géométrie ? (cf. [YU], Probléme n°74).

(c) Peut-on généraliser le théoréme ci-dessus au cas de la

dimension supérieure ou égale 3 3 ?
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7. Le but de cet exposé est de décrire une solution, en un sens
faible, aux problémes (6b) et (6c), dans le cas d'une variété rieman-
nienne compacte sans bord. L'idée essentielle est d'obtenir un résultat
"en moyenne', analogue a4 ceux de KAC sur le nombre moyen de zéros
réels d'un polyndme de degré n & coefficients réels : voir [KC].
Cette démarche est assez naturelle si 1'on a & l'esprit 1'historique des

estimées sur les valeurs propres :
0.t

(i) estimée, quand t—0 , de 2 e J
+ §=0
(ii) estimée asymptotique de )‘j (ou seuls le volume et la dimen-
sion apparaissent) ;
(iii) minorations des )‘j (on a besoin ici de la courbure de Ricci,

du diamétre et de la dimension).

Cet article doit tout & une conversation avec M. GROMOV. C'est
lui qui a attiré mon attention sur l'article de KAC [KC] ; c'est

encore lui qui m'a indiqué 1'intérét des méthodes de géométrie

intégrale. Je l'en remercie chaleureusement.
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Nous commengons par décrire un cas simple, pour illustrer la
méthode ; nous passerons ensuite au cas général. Pour les détails tech-

niques, voir [BD].

PREMIERE CENERALISATION

8. Soit (M, g) un espace symétrique compact de rang un (ESCRU)

. X . . n n
muni de sa structure riemannienne naturelle, c'est-d-dire S , IRP |,

(L‘Pn , ]I-]ZI?n , CaPz-can .

Soit A € Spec(M,g) , de multiplicité N+1 , et soit RN

2 .
une base L™ (M,g)-orthonormée de l'espace propre associé E)\ -

On considére 1'application

N+1
A: M —IR * m—-»(;oo(x),...,cpN(x)) .

Cette application jouit des propriétés suivantes ([BE], p. 174) :

~ N
((i) M =AM) c S (R) sphére de rayon R de IRN+1 , avec
N+ 2 ‘
R = (-——l—) et c'est un plongement, sauf si M = g
9 ; vol(M, g)
et M=IRP" .
(ii) A*g=kg ol g est la métrique riemannienne induite par
N+ v AR2 :
\ celle de R sur M , avec k = < (n=dimM) .
. . N+ .. . .
Soit Ha I'hyperplan vectoriel de IR défini par 1'équation
(Ha) aOXO +...+ ayXy = 0

ol l'on voit (ao,...,aN) comme un point a de IRPN . On a alors la

formule ([SO], p. 245 et 309).
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10)  Vol(M,p) = V°1‘s'_1§R” 1 < [ VolMNH_, g)da
Vol(s" ™" (R)) Vol(IRP") IRP
(ol les volumes sont relatifs aux structures riemanniennes indiguées

- ou naturelles - et ot da est la mesure riemannienne naturelle sur

RPY ).

Remarquant que IT/mHa n'est autre que l'image par A de
1'ensemble nodal
-1

N
N.O) = anf"i ) , a=[a0,...,aN]

et reportant (9) dans (10), il vient :

11. THEOREME. - Avec les hypothéses et notations ci-dessus, on a

-1
! Vol(Na(x),g)da = VOI(SH

) vorem, g)ux -
/o Vol(s(1))

Vol(RP") RPN

Ainsi, le volume moyen des ensembles nodaux des fonctions
propres de E)\ est proportionnel & Vol(M,g),/A ; en particulier, le
nombre Vol(NaQ),g)/Vol(M,g)Jf ne peut étre ni trop grand, ni trop
petit sur un ensemble A de IRPN de grand volume. On obtient bien,

comme annoncé, une réponse ''en moyenne'" aux questions (6b) et (6c).

LE CAS GENERAI;

12. L'idée de la démonstration est essentiellement la méme que
ci-dessus, au moins au niveau des idées. Comme on ne peut pas espé-
rer plonger une variété riemannienne quelconque par un seul espace

propre, on va utiliser les fonctions propres jusqu'a un certain rang.

On désigne par

0=Xg <Ay Shys... le spectre de (M,g)

® o () une base L2(M,g)-orthonor-
0 1 2 R
mée de fonctions propres
associées
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N()\) = Card{j=1 | xjsx}

A n/2

2 2 A
v = ( Do) = (1+a(x,0)
A=A @n™ 0+

ol a(x,\) = O()\ ) uniformément en x€ M , quand ) tend vers +o.

On considére l'application

©4(x) Oneqy X
é)\ : M — IRNO‘V~1 X t—»(——-—o Ny ) .

On a alors

vix,0) TV,

13. THEOREME. - L'application @)\ jouit des propriétés suivantes
(i) Q)\(M) C SN()‘)(I) sphére de rayon 1 dans ]RN()O+1 ;
(i) vXe TM\{0} , nd§ (X)|| RN = B—ag(X X)[1+b(X, \)]

ol b(X,\) = o(l) uniformément en X quand )\ tend

vers +o

(iii) @)\ est un plongement pour )\ assez grand.

Si on applique maintenant la formule (10) & la variété

3, () < sNM) 1) | on obtient le
14. COROLLAIRE. -
1 VoI(Sn—l)
NG Ny VoI, (0, gida = ————> Vol(M, g)w/A (1+0(1))
Vol(IRP ) IRP ~/n+2 vol(S")
quand )\ tend vers +« , oli, pour a = [ao,...,aN()\)IGRPN()‘) ,
on _pose
Nz(_))\) -1
N . . 0) .
a()‘) (j=0 ajCPJ) (0)

Le Corollaire 14 apporte, dans le cas général, une réponse

"en moyenne' aux questions (6b) et (6c).
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ELEMENTS DE DEMONSTRATION.
T ——

15. L'assertion (i) du Théoréme est bien slr évidente. Pour (ii), on
peut se limiter, par homogénéité, au cas ot X € UM , fibré unitaire
tangent & M . On calcule alors

1

%, @) - —— @0

2 AR 4v7(x,))

(16) Hd@}\(X)Hz -
v (X,A) )

Par dérivation de la formule asymptotique
@ =At -n/2
Ze To@pe) ~ @t

—2 i k
exp(-xy /4t) 2 u, (x,y)t

oll Xy = distance riemannienne de x 4 y est petite, on obtient

-

j=1
duo(x,- )(Xx) = 0 (I'élément de volume est euclidien a

- -3+
i Ze Jcpj(x)dcpj(X) = 0|t , quand t-0_, car

(17 l'ordre 2 ) ; n
@ -)\jt 2 t-—z--l
i) 2Ze “(dp(X)" = ———n]?(1+0(t)) , quand t-0_ .
=1 2(4m)

Le théoréme de Karamata appliqué & (17ii), ainsi que la for-
mule asymptotique pour v(x,)\) donnent

A
n+2

(1+0(1)) quand ) tend vers +w.

— T dym)’ -
v (X)) )\j$>\

On ne peut malheureusement pas appliquer le théoréme de
Karamata & (17i) - manque de positivité -, ni traiter le deuxiéme
terme de (16) directement par Cauchy-Schwarz. On utilise alors le
stratagéme suivant : on étudie .ioe-ljt()\jl /4CPJ-(X)+)\J._ 1/4dCPj(X))2 >
puis on applique le théoréme deJKaramata trois fois, ceci permet de
montrer que le deuxiéme terme dans (16) est en fait un o()) quand
A tend vers += , ce qui démontre la partie (ii) du théoréme. Pour
démontrer (iii), on remarque que @)\(x) = @)\(y) implique en particulier
v(x,\) = v(y,\) , car cpo(x) = (vol(M,g))'é ; on en déduit alors que,

pour tout j =< N()) , cpj(x) = cpj(y) . En particulier, si é)\ est injective,
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alors §, I'est aussi dés que p =) . On termine par un raisonnement
par l'absurde en utilisant ce qui précéde et (ii) qui garantit l'injectivité

locale.

18. REMARGUES.

(a) Il est relativement déplaisant de faire intervenir ? dans
le plongement @)\ , car on a alors des ensembles de niveau

N\t RO
) ajcpj (- a, vol(M, g) ) plutét que des ensembles nodaux. En fait,
=1

on peut se passer de P dans le plongement @)\ et méme d'un ensem-

ble fini quelconque (mais fixé une fois pour toutes) de -fonctions propres.

(b) La méme méthode permet d'obtenir un résultat '"localisé"

en plongeant un ouvert U de M au lieu de M elle-mé&me.

() Pour le cas a bord, 3M # ¢ , on peut sans doute (modulo
quelques vérifications techniques & faire) démontrer le résultat suivant :
si Me = {x€M ] dist(x,0M)>¢]} et si l'on prend le laplacien dans M
avec condition de Dirichlet ou de Neumann sur aM , alors

— T

Vol@®P" M) "RP

€
ot N (A)=NQ)NM_ .

€
Ny VOIN, (M), g)da = C(n)VolM , g)VA (1+o;(1)
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