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I. ENONCE DU RESULTAT.

Soit F un fermé sous analytique de ÏE ~ contenant et f une

fonction continue sur F à valeurs complexes, telle que pour toute sous

variété sous analytique V de F , ’ f IV est de classe C 1 dfj est continue
sur V et la forme différentielle fi v(dzia A est fermée.

On pose u = fi 
En 

; (u est C1) le résultat suivant donne une

estimation du spectre analytique de Sato de u

1) Théorème

Ici, T* = est le micro support de Kashiwara Schapira [5] du faisceau
F -F 

constant concentré sur F ; T est alors un fermé sous analytique Lagrangien

dans T*IR 2n . On a 1 entl le T IR 2n et à la forme 1-linéaire

/;; E on associe la forme R- linéaire £ de T R = - Im (u)
x x

Rappelons que lorsque F est une sous-variété fermée de IR 2n ,
* 

, , , , ,

TF est le fibré conormal usuel de F ; lorsque F est un demi-espace définiF

localement près de x 
0 

par p(x)  0 , (P(X0 = 0 0 , on a
o o o

Plus généralement, lorsque F est défini localement près de x 
0 

par des

inéquations portant sur des fonctions analytiques (p, 5, j = 1,...,N, p.(xo) - 0 :
J J o

on a une estimation :

il existe une partie J de ~1,...,N} et des suites

Exemples : Cî) F = aen + if où r est un cône convexe saillant, alors on

obtient le résultat classique {(x,~), ~ E F’} I" = polaire de F
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On obtient

G) Soit f . (x) N fonctions analytiques définies près de x E En , f . (x ) - 0 ,BV J 0 J 0

et Im f.(x) &#x3E; 0 pour x réel. Soit f l’application de En dans
J x

IRN 1 t. = f.(x) et v(t) une fonction holomorphe dans Im t . &#x3E; 0 , C 1
t J J 

( ) ( ) P 
J

jusqu’au bord ; En appliquant le théorème au fermé F = {Im f. 0 1 , et
J

en utilisant (2) avec cp. - - Im f. , on obtient une majoration de
J J

Lorsque , On retrouve ainsi un résultat

de Kashiwara-Schapira [5] sur le spectre de

des résultats de [4] .

qui étend

2. IDEE DE LA PREUVE.

On fixe x 0 E R n , et pour 0  r  R on pose

Alors T est la transformation F.B.I. usuelle, associée à la transformation
* n

canonique complexe x de 

elle envoie r) dans l’espace de Sjostrand [8] H , avec
1 o ° lP-

et le spectre analytique de u en xo est caractérisé par
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On définit alors une fonction ~ sur E en posant

l’infimum étant pris sur les n-chaînes sous-analytiques E à coefficient

dans 0153 (6] . On a évidemment  çp0 . . Le théorème (1) résulte alors

essentiellement des deux propositions suivantes :

(9) Proposition 1 : ~(z) est localement lipschitzienne, sous-analytique

et sur un ouvert sous-analytique dense de 1non a :

(10) Proposition 2 : Pour tout compact W c c 1n , , il existe C W tel que

En ef f et, soit alors z =x - E 0152n tel que c (z ) - cp (z ) , par le
o 0 0 0 0

principe du maximum et la caractérisation (7) du spectre analytique, on montre

que si (x ,~°) E SS(u) alors $ est nécessairement dérivable en x 0 et

d~(z ) = dcp (z ). On achève la preuve en montrant qu’il existe
o o o

une suite z E ù z + z , telle que : d~ (z ) -~ d~ (z ) .
n n o n o

3. MINI MAX DES FONCTIONS LIPSCHITZIENNES SOUS ANALYTIQUES

Soit M une variété analytique réelle et (p une fonction réelle

continue sur M ; par définition (p est sous-analytique ([3]) ssi le sur-

graphe 

est sous-analytique. On définit alors la différentielle de (p par :

Une fonction sous-analytique est analytique sur un ouvert sous-analytique
dense de M . Un point au voisinage duquel (p est analytique est dit générique ;
en un tel point x , la fibre A de est égale à {d(p(x)} .
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~ 
*

D’après les résultats de [5] , A 
W 

est un fermé sous-analytique de T M

et on montre que (p est localement Lipschitzienne ssi la projection TI :

A M est propre, ce qu’on suppose dans la suite. Soit NmpM une sous-
W 

" 

* *
variété et p : T M x N -~ T N la projection canonique ; on a alors

M

(13) Propositon 3 :

2) il existe un sous analytique ferme Z de N ,

codimZ&#x3E; 1 tel que pour 1

une famille finie de compacts sous analytiques de M

(14) Définition : 1) x E M est un point critique de cp ssi il existe 
*

tel que (x,~) E (~ TK.)
J J

2) C E R est valeur à&#x26;-critique de tp ssi c = (p(x) avec

x point ~-critique de cp .

On remarquera qu’il s’agit d’une notion orientée : par exemple avec

M = lRn , cp - x , J’ - {Ixl 1} -1 est valeur critique, mais pas + 1 .

n

La proposition 3 entraîne que si t - x(t) est une courbe contenue dans les

points critiques, (p(x(t» est constante. Il en résulte

(15) Proposition 4 : L’ensemble des valeurs ~-critique est fini.

Le résultat géométrique suivant résulte essentiellement de la théorie du

micro-support de Kashiwara-Schapira. Il permet de déformer le contour

d’intégration dans la transformation de F.B.I. (4).

(16) Proposition 5 : Soit (p M + E lipschitzienne, sous analytique K un

compact de M , Kc = {x E K , ~(x) ~ c} . Soient ci 9 c2 tels que

Ici c2] ne contienne pas de valeur K critique ; alors pour
c ~ c’  C , on a un isomorphisme H*(Kc)~H*(Kc’) (H* désignant

l’homologie singulière à coefficient dans ~).

Soit à présent x E M , y E N , K un compact de N , Eo une p-chaîne sous
analytique de M contenue dans Lipschitzienne et

sous analytique. Posons
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où l’infimum est pris sur les chaînes singulières E à coefficients dans (E

(ou sur les chaînes sous-analytiques, ce qui donne la même fonction &#x26; ) .
Alors il résulte de la proposition 5 qUe &#x26;(x) est valeur critique

de y - (p(x,y) ; comme WK est lipschitzienne, la proposition 
4 entraîne

alors la sous-analyticité de &#x26; ; on montre alors qu’en un point générique
K q q

x avec = d (x), il existe K tel que (x,,y,n) E 1
ce qui termine la preuve de la proposition 1. 

0

Comme l’homologie singulière d’un compact sous-analytique se calcule à

l’aide des chaînes sous-analytiques, il en résulte que pour tout x E M ,

il existe une p-chaîne E 
x 

sous-analytique telle que = 
, support

(Lx) c {y E K, (x,y) (x)t (i.e. dans (17) l’inf est atteint par une
X K 

...

chaîne sous-analytique). En utilisant le résultat de [1] on sait qu’on

peut alors supposer le p-volume de E 
x 

localement borné en x .

On achève la preuve de la proposition 2 en démontrant la formule de Stockes

pour f , et en remarquant que pour R assez petit, K se rétracte sur

x (F est triangulable) [2] donc n’a pas d’homologie.
o 

- 

-
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