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§ O. INTRODUCTION.
On s'intéresse aux pdles de la matrice de scattering pour un
obstacle formé de deux convexes disjoints a bord ¢’ i = QIU 92 dans

n+l .
R avec n pair, n= 2

§ I. CARACTERISATION DES POLES.
Une caractérisation classique des pdles de la matrice de
scattering est la suivante : (voir [L.P])

On considére la résolvante R()}) du probléme suivant

Au + Azu = f dans Rn*l\ Q
(1.0) { :
uIT O

pour Im) <O

21\ 0y dans ¢ (R™MN @),

Si on considére R(\) comme opérant de C:(I{
on peut étendre R(}) de fagon méromorphe dans Im\ = O , avec des pdles
qui sont exactement avec multiplicité ceux de la matrice de scattering.

. Ceci veut dire que si K(x,y,A) désigne le noyau de Schwartz de R(}),
K(x,y,\) admet une extension dans ImA=> O en une distribution méromorphe en X .

Une autre caractérisation consiste & utiliser la méthode du '"complex scaling"

On considére la résolvante sortante libre du laplacien :

{Au + Azu = v définie par :

w=r v= fe I (aey ) v gy

(n-2)/2 o 2 SR
ol Pn(r,)\) = c(n) (—r‘ ar) (;‘ ) e

s C(n,))

ol Pn(r,x) est équivalent a 072 a 1'infini. Soit Ko(x,y,x) le noyau de
r

Schwartz de Ro(x) . Pour Im A >0 , RO(A) est bornée sur Lz(Rn+l) car
Ko(x,y,x) décroit exponentiellement en dehors de la diagonale. Par contre

- + . . .
pour Im A= O , RO(A) n'est plus bornée sur LZ(]Rn l) mais on a les estimations

-~

suivantes sur la décroissance de u & 1'infini

r—n/2

lu(r)| < c
124 4 iay| < g (0FD/2
or
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Ces conditions sont appelées conditions de radiation de Sommerfeld.
L'idée de la méthode du complex scaling consiste d prolonger holomorphiquement

en (x,y) le noyau K (x,y,\).

° 2,1/2
Pour cela, on étend |x-y| par ((x-y)°)
a e_16 Rp+l X e“16 Rp+1 pour 6 > O .

et on restreint le noyau étendu

. . -186 -i6
En écrivant les nouvelles variables sous la forme (e X, e y), le terme

. ., —1i6
- - . - X~ . . . .
e 1A|x yi devient e 1re ! yl , quli est exponentiellement décroissant

pour Im)x >0 , Re A assez grand.

. _ ... . —i6_n+l
Pour traiter la résolvante avec obstacle, on remplace la variété e R
~ o . n+l . —if_n+l . -
par A ot A est une déformation de R égale a e R loin de Q et &

Rp+l prés de Q.

On peut alors utiliser la méthode des potentiels de double couche et la
théorie de Fredholm pour montrer que la résolvante R()A) de (1.0) considérée
comme opérateur sur LZ(F) a une extension méromorphe dans Im)A = O avec des

poles égaux 3 ceux de la matrice de scattering avec multiplicité. L'avantage

de cette méthode est qu'on est de nouveau dans un cadre hilbertien.

§ II. RESULTAT PRINCIPAL.
On sait de fagon générale que les pdles de la matrice de scattering
sont associés 3 des rayons captifs.

Pour @ on a un seul rayon c” captif v = [al,a (voir fig.l)

*
y correspond & un point fixe qui est (al,O) €T (Fl), pour 1'application

Le

2] :

(figure 1)

du billard y : T*(rl) > T*(rl) associée aux rayons réfléchis sur F2 .
fait que Fl et P2 solent strictement convexes entraine alors que (al,O)
est un point fixe de type hyperbolique, c'est 3 dire que DX(aI,O) n'a que

des valeurs propres réelles différentes de +1 (voir [P])
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Soient (vl...vn) les valeurs propres plus grandes que 1 de Dx(al,O) R

- a3 _ -1/2
d = dlst(Q1 ,Qz) et b0 = (\l...vn)

[B.G.R.] ont introduit les '"pseudopdles' définis de la maniére suivante

pour o € K" on note Ku = v_aXbO . Soit K une des valeurs prises par
les K . On pose J ={a € N"|K =K } et N=card J

a a o x
Les pseudopdles sont les Aj = -1 log E% + ] g , J €EZ (voir figure 2).

Pour une valeur K donnée , N est "la multiplicité" de la famille de pseudopdles

associée a Ko .

Im
(figure 2)
. . - . - 0 . . . . . H = b
o o
N
7
e

Pour chaque valeur de Ko , on introduit des développements asymptotiques

AN = oAt i a (Aj)'k/zag

avec 1 < ¢ < a, a, € N .
Iy L

qui correspondent 3 des développements asymptotiques en A pour les valeurs
propres d'une N x N matrice dépendant de X . Les exposants gz proviennent
de développements de Puiseux dans le calcul de ces valeurs propres.

Soit P, € N la multiplicité de Az(j), au sens asymptotique.

On a alors le théoréme sulvant.

Théoréme : Il y a exactement P, p6les (avec multiplicité) de la matrice de

scattering pour ( asymptotiques & Xg(j)

Remarque : Si les |a| pour o € J ont tous la méme parité, on obtient des

—I/az )

développements en puissances de (Aj) Ce phénoméne apparalt aussi

dans le cadre semi-classique. (voir [H.Sj]).

Le premier résultat dans cette direction a &té obtenu par M. Ikawa [I] qui

a démontré ce théoréme pour la lére rangée de pdles ( a = 0).

§ III. REDUCTION A UN PROBLEME SUR LE BORD D'UN OBSTACLE.

Pour 1 = 1,2 on note Hi +(A)v la résolvante sortante de
bl
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{ @A+ 3u = 0 dans RN\ Q, ol T, = 39, , T = 28

(3.1)
Yp, TV
1

Si on se limite 3 A € D, oi D est un domaine de la forme

D= {z€C |Imz| < c, s |Re z | > c,} , pour c, assez grand, H, L
b4

est défini, car 2 est non captif, en appliquant un théoréme de Melrose
(M1

On note :{Hl ()\) = H1’+()‘)‘1—-2
H,(\) = H2’+(A)|Fl

et M(A) = Hy,(\)oH, (1) quienvoie c°°(r1) dans c°°(r1) )

Si H+(A) est la résolvante sortante de :

(A+A2)u
(3.3) {

Ul =V

0 dans RP+I\Q

T

on vérifie que si v € Cm(r) v = (VI’VZ) avec v, € Cm(ri) , ona :

-1 -1 -1
H+(A)(vl,v2) = [Hl,+(l—M) - H2’+H1(1—M) ]v1 + [H2,+ + (H2’+H1 H1’+)(l M) H£
Comme H+(A) a exactement les mémes pdles que S(\), on est ramené i &tudier

(n-M ()\))_1 . Pour celd, on va résoudre un '"probléme de Grushin" pour Il -M

dans Lz(rl)

Plus précisément on va inverser de Lz(rl) x EN dans Lz(rl) x mN le probléme

suivant :

+ - 2 N
(3.4) (lbfg)u -Rc=f ol u,f € L (Fl), c,d €T
Ru-=4d

. o ot - .
On prend les opérateurs de rang fini R et R de telle sorte que (3.4) soit

. . o g + -~
inversible, c'est a dire : - R (EN) est transverse a Im(ll-M)

- R Ker(H-M) est 1nJect1£.
E E
L'inverse de (3.4) s'écrit sous la forme : E = o 4
E E
+-
oi E ()\) est une N xN matrice, et on a :

1 -1_-

a-w ' =E-£e8 @& E

On est donc ramené a 1'étude d'une matrice de dimension finie.
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§ IV. APPROXIMATION MICROLOCALE DE M()).
Dans un voisinage microlocal de (al,O) on va remplacer M()) par
une approximation qui est un 0.I.F. 3 grand paramétre )

Pour cela, on construit des approximations de H H2 4 par 1'optique
?

1,+°

géométriaue

- ~ . - 3 .
on cherche un opérateur H1 qui vérifie

{(mzmlu e 02| ™
4.1)

H, u =
1 |1‘l 1
oli K, est un opérateur pseudodifférentiel & grand paramétre qui tronque

1

microlocalement prés de (al,o). On peut trouver ﬁl sous la forme :

n —ix(y, (x,6)-y.0)

Hux,n) = (9 e a, (x,y,0,0)u(y,\)dy do
1 27 1

En appliquant (A+A2) sous 1'intégrale, on obtient classiquement 1'&quation

eikonale : |V¢112 =1 et les &quations de transport :

2iv¢lval + iAwlal —AnlAal € O(|A|—w) que 1l'on peut résoudre dans un petit

voisinage de y . On peut faire la méme construction pour H, et on montre que

2
H = ﬁéﬁl est un 0.I.F. 4 grand paramétre, associé 3 la transformation canonique
du billard ¥ .
La 2&éme &tape consiste 3 utiliser le calcul des 0.I.F. pour simplifier H .
Si on note A, et A_ les variétés stables sortantes et entrantes de Y en (al,o)on

peut trouver un changement de coordonnées symplectiques noté F qui envoie A, sur

{g = 0} et A_ sur {x = 0}

On quantifie F par un 0.I.F. F et on note F—1 un inverse microlocal de
F prés de (al,o).

On considére alors M, = FHF-1

1

On peut alors montrer que Ml s'écrit sous la forme :

A0 i) (p(x,0)-y.6+2d)
Mu(xn) = G fe b(x,y,8,\)u(y,\)dy de
avec
-1 3 3 -1
-p(x,6) = A x.6+ 0(x,67) A est sous forme de Jordan et a
(4.2) pour valeurs v;l,...ﬂ;i

-1/2

- b est un symbole et b(0,0,0,)) = (vl...v ) + O(|A]—1)
n

le terme 2d dans la phase provient d'une action le long du rayon .
y Y

On remplace maintenant Ml par 1'opérateur modéle MO :
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, o ~ir (A" 'x-y) .6-ir2d
Mou(x,k) = (2;) Ie bou(y,x)dy de

§ V. RESOLUTION D'UN PROBLEME DE GRUSHIN POUR H—Mo

On a : Mou(x,x) e bou(Agl,x) x e—l)‘2d .

. -1 . P
On supposera dans la sulte que A est diagonale, le cas général
se traitant de la méme fagon.
o o
Les vecteurs propres de Mo sont les monOmes X avec les valeurs propres

e—iAZd -0

b v ~ , et on remarque ici que les pseudoplles sont les A tels que

(o}

1 - e_lAZd bov-a =0 .

On fixe une valeur de Ko , c'est 3 dire une rangée de pseudopdles.

Si on veut résoudre (Il —Mo)u =f pour f € Cw(U) oli U est un petit voisinage
de 0 on peut faire le développement de Taylor de f & un ordre k assez

grand :
p®
f(x) = ¥ x*=T£0) +£ () .
o! k
o] <k
Si X wvarie dans un voisinage des pseudopdles associés & Ko , noté D ,
on peut 1nverser (H—Mo) sur les mondmes x° pour o € J (voir § II), et

on peut inverser (H-MO) sur fk(x) si k est assez grand.

On peut donc résoudre le probléme de Grushin :

x>
+ + o - a
(I-M )u = Roc + f avec : R c = > s Rou = (D" u(0)) €J
5.1) ._o o gy o X o
R u=4d
o +
Eo Eo
L'inverse est de la forme E = avec E+— = (l-e—1A2db v—a)ll .
o E_ E+— o o N
o o

On choisit maintenant un espace de Hilbert oll ces arguments restent valables,
c'est 3 dire les polyndmes de degré inférieur & k , et dans lequel on peut
appliquer la formule de Taylor i 1l'ordre k .

Pour cela on prend un espace de Sobolev 3d poids :

2)—p/2+[a|/2lklla|/2

HP = {u € D' (u)| (1+]2r]x Dzu e L2 V|a|<p}

et on a :

(5.2) [RA

C., VXED.
© £(prm p

¥ uPxc™)
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§ VI. RESOLUTION D'UN PROBLEME DE GRUSHIN POUR Ml .
Comme on peut perturber un probléme de Grushin, 1'étape essentielle

est de montrer que M -M0 est petit dans £(Hp,Hp)

1

Ml_Mo est la somme de deux opérateurs Rl et R2

n .
on a : Rlu(x,x) = (é%) Ie—l)\((p(x’e)_y'e+2d)(xbx + y. by +6.be)u(y,x)dy de

ol bX , by R be sont des symboles d'ordre O . Rl correspond & l'erreur

commise sur 1'amplitude.

1 y D -ix(wt(x,e)-y.6+2d) -1
Ryu(x,)) = jo dt  (0) fe Ax (A ".8-0(x,0))b_u(y,))dy do
avec : wt = tp(x,0) + (l—t)A;l.e . R2 correspond a4 1'erreur commise sur

1'amplitude.

On coupe alors 1'espace de phase dans deux zones :
a) le + lgl < |X|-p avec %—< p< 1/2

Dans cette zone, 1'amplitude de Rl est 0(|A|_o), et celle de R
o(|x]173°) arapres (4.2).

On peut alors montrer que dans {(x,£)| |x|+|g] <C 1A °} ona:

est
2

-€
I, =M i < | © avec e, > 0.
£ (1P, 1)

b) x| =a]”" lg] = a7

Dans cette zone on peut définir la norme dans HP avec des opérateurs pseudo-

différentiels avec des symboles du type :

P
m(x,&,\) = (————l~—§-1/2 + (1 +|A]£2)1/2) , qui sont dans des classes
(1+] A |x5)
Ss 1/2 ou S?/Z o On peut alors montrer que
”Ml_Mo” b < C><k;p avec ko > 1, car m(x,&,)) décroit strictement par
L(H,HY)

l'action de ¥ , en dehors d'un voisinage de (0,0).

On peut alors inverser dans HP x EN le probléme de Grushin :

(1 —Ml)u = R: c+f
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- 4— )
et on montre que E: \) = EO (A) + R(A\) ot R(A) a un développement asymptotique
-ix2d,. -n/2
ROD ~ 3 K (& M2
=1
Les développements Al(j) sont les développements pour les solutions de

det E:—()\) =0 .

§ VII. FIN DE LA PREUVE.

I1 reste 3a montrer qu'on peut résoudre un probléme de Grushin pour
11-M . On introduit pour cela une notion d'ensemble de fréquence pour des
fonctions u(x,\), analogue a celle de [G.S] , et notée WFu . On considére

le probléme :

(7.1)

+
{(ll-M)u = R c+f
Ru-=4d

- + - . - + - o . -
ol R et R sont construits de facon analogue a RO et R0 , avec la propriété

suivante : - Si WEu ne rencontre pas un petit voisinage de (al,O), alors

Ru€ o([a] )
+
- EE(R c) est inclus dans un petit voisinage de (al,O) .
On peut alors résoudre (7.1) en utilisant les résultats du § 6 et la fagon

+_ — 00
dont M agit sur WE . On obtient E () = E; (A) + o(|r] ), ce qui permet

de démontrer le théoreéme.
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