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§ 0. INTRODUCTION

Cet exposé est un résumé des deux articles & paraltre [5] et [6].
Dans les deux cas, il s'agit d'obtenir a partir des résultats généraux de
B. Helffer et J. Sjostrand ([2], [3]), des estimations du splitting pour
les états excités de 1'opérateur de Schrédinger P = — h™ A + V lorsque h
tend vers O . On considére uniquement le cas du double-puits symétrique,
c'est-a-dire le cas oll la fonction V (qui est c® et réelle) admet un hyper-
plan de symétrie, et donne naissance, pour le niveau d'énergie considéré,

a deux puits de part et d'autre de cet hyperplan.

Physiquement, cela correspond & deux atomes identiques qui inter-
agissent pour former une molécule. A chaque raie du spectre d'émission d'un
de ces atomes correspond alors deux raies, exponentiellement proches, du
spectre d'émission de la molécule. Le splitting désigne 1'E&cart entre ces
deux raies, et c'est celui-ci que 1'on se propose de minorer dans certains
cas.

I1 est 3 noter qu'une minoration du splitting entre les deux plus
basses valeurs propres de P avait déji &té obtenue par B. Simon dans [7],

et, avec plus de précision, par Helffer et Sjostrand dans [2] .

§ 1. POSITION DU PROBLEME.
2 . ©
Sur L (Rn), on pose P = - th +V, oi V est une fonction C
réelle. Sans perte de généralité, on étudie le spectre de P prés du niveau

O . On suppose

(n V(X',xn) = V(X',-xn)

1 2
symétriques 1'un de 1'autre par rapport a X, = 0.

(2) {v<o0}=10U,U U, ol les Uj sont compacts, connexes, disjoints, et

(3) 1lim V(x) >0 .

X | >
P est alors semi-borné, et de spectre discret prés de O . Suivant la théorie
n
et ¥, deux compacts assez grands de R

1 2
symétriques 1'un de 1'autre par rapport 3 x = O, et a bord C2 , tels que

d'Helffer-Sjostrand, on note M

U.cM, , et M, NU = si j k .
I ka it

Soient aussi PM

(j = 1,2) la réalisation auto-adjointe de P dans LZ(Mj)
]
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avec condition de Dirichlet au bord (on a donc Sp(PM ) = Sp(PM )) , et
1 2
E(h) une valeur propre simple de PM telle que E(h) - O lorsque h - 0O . On
1

note u = u(x,h) la fonction propre normalisée associée. (Ici, h varie

dans un ensemble J < ]O,1] qui contient O dans son adhérence).

On suppose en outre :

(4) dJa(h) > O non-exponentiellement petite (i.e. V e > 0 , 3 c_ > 0 t.q.

a(h) >-£~ e-E/h) telle que :
£
Sp(Py ) n [E(h)-2a(h), E(h) +Za(h)] = {E(h)}.

1

On peut alors appliquer les résultats de [2] & 1'intervalle

I(h) = [E(h)~a(h), E(h) + a(h)] , ce qui donne :

Sp(P) N I(h) = {E',E }

avec :
+ - _(S -6)/h

o
Ve>0, 1 Ce >0 t.qo OKSE -E <ce

. . . c .. . 2
ol S0 désigne la distance d'Agmon (i.e. associée 3 la métrique max(V,0)dx")

entre les deux puits : So = d(Ul’UZ) .

Plus précis3ment, si F est 1'espace propre associé& a Sp(P) N I(h), alors

P|F admet pour matrice (dans une base orthonormée convenable) :

- +e )/h
M=(§JZ)+ ote ° ° )

Ju

oi ¢ >0, et (si par exemple U, c {xn > 0}), W= - 2h2 IZ U dx' ,
n

o 1
¥ @étant un voisinage (arbitrairement petit) dans {xn = 0} du compact

50
{d(X,Ul) - d(X’UZ) - __2—'} .
On a en particulier :

-(S +e )/n

2 ou ( o o

E' - E =4 QU ax' 4

E h IZ Uy dx 0(e )
n

et il s'agit d'obtenir, 3 1'aide de cette expression, des estimations (et

. . + -
notamment une minoration) de E - E .
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§ 2. RESULTATS.

On va considérer deux différentes sortes de puits, selon que le

niveau O constitue le fond des puits ou non.

i) Puits ponctuels non-dégénérés

On suppose ici

5 our j = 1,2, U. ={x.}, V'(x.) > 0, et ] >0 t.q. E(h) € [0,c h]
(5) p ] ; xJ} (xJ) e < q. E(h) o

Dans ce cas, on sait que E(h) admet un développement asymptotique en demi-
puissances de h , et on remarque qu'une condition suffisante pour que &)
soit vérifiée est que E(h) soit asymptotiquement simple, c'est & dire qu'aucune

autre valeur propre de PM n'admette le méme développement que E(h).

1

D'autre part, lorsque E(h) est la plus basse valeur propre de PM s
1

Helffer et Sjostrand on démontré que

-s./h -5 -s/n

1/2 e <E -E <ch e

Ln
c

1 c>0 t.q.
Leur résultat se généralise de la maniére suivante (cf[5])

Théoréme 1 : Si les hypothéses (1) a (5) sont satisfaites, alors il existe

c >0 telle que

n +
-s /h I-5 -a =S /h
—l—hl/zeo <g" -8 <ch 2 e ©
pour h assez petit.
. + . - .
Ici, o est relié a E = 1lim EiF) par
h»o
+ n n 1
o = Max{|a| t.q. « € N , I (a, + 9)u, = E }
j=1 3 277] o

2
ol p. > 0, les uj étant les valeurs propres de 2V"(xl)

Remarque : On a un résultat analogue lorsqu'on ne suppose plus E(h) simple,
mais de multiplicité constante No.Cependant, une hypothé&se supplémentaire
(apparemment technique) apparait, 3 savoir

n

Va€ N , I (a. + %)u. =EF = ]a‘ = «
i=1 booe

Les 2No valeurs propres de P 1issues de E(h) se regroupent alors en No

paires vérifiant les inégalités du théoréme 1.
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ii) Etats hautement excités

On remplace ici (5) par :

o
(5") V est analytique, Uj # @ , et dVIaU #0 .
i
Dans ce cas, le splitting va étre &troitement 1ié au comportement de u

prés du bord de U1 .

Plus précisément, si on appelle G 1'ensemble des géodésiques minimales

(pour la métrique d'Agmon) entre U, et U2 , on a (cf.[6])

1

Théoréme 2 : Sous les hypothé&ses (1) a (4) et (5'), et si de plus

Ve >0, Vw voisinage de Uuddyn aUl) , ] ¢ w > 0 t.q.

(*) { YeG -
1 -e/h
—_— e

fall 2 > s
L™ (w) £,W
+ _ ) —(so+e)/h
alors, Ve >0, 1 c_> O t.q. E -E 2‘2— e pour h assez petit.
£

Remarque : En dimension 1 , 1'hypoth@se (%) est automatiquement satisfaite.
En dimension supérieure, une condition suffisante pour qu'elle le soit

est que :

X
V W voisinage dans T R" de U (Yf13u1) x {0} ,
YEG

)

V] exp t Hp(W) est un voisinage de {£2+V(x) =0} N Tr—l(U1

t €R

< . . n n
oi 1 est la projection naturelle T*R" > R .

D'autre part, les résultats de [1] montrent que si le flot de Hp est ergodique
2 -
sur {& + v=0}nNn l(Ul), alors '"presque toutes' les valeurs propres

de PM vérifient (*). On n'a cependant aucun moyen de savoir si certaines
1

de ces '"'presque toutes'" sont simples et vérifient (4).

Le résultat suivant est la réciproque du théoréme 2 :

Théoréme 3 : Si (1) a (4) et (5') sont satisfaites, et si 4 ¢ >0, 1w
voisinage de U (y ﬂBUl) t.q. llull 9 = O(e_g/h
YEG L7 (w)

_ —(s*e ) /h

E -E = ((e ) lorsque h » O .

) , alors 1 €, > 0 t.q.
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On donne dans [6] un exemple explicite oli ce dernier résultat s'applique.

§ 3. IDEES DES PREUVES.
1) Pour le théoréme 1, on utilise le développement BKW de u
(c£.[2]) pour construire un calcul pseudo-différentiel formel, ramenant

1'étude de E& - E” 3 celle de hHull2 9

L7 (%)
On examine ensuite l'ordre d'annulation de u en X puis,
par un argument de propagation, on parvient a4 majorer 1'ordre d'annulation
de u en vy ﬂ{xn = 0} , ol y désigne une géodésique minimale (relativement

a d) entre X, et X,

. . . + - .
La minoration de ||u||22 , puis de E - E , s'ensuit sans trop
L (%)

de difficultés.
1i) Pour le théoré&me 2, on commence par établir un contrdle de
u lorsque h ~ O , et dans un voisinage complexe de I . Aprés quoi le calcul

pseudo-différentiel de Sjostrand [8] peut s'appliquer, et permet de se ramener

2 e . .-
encore a 1'@tude de |l ull 9 - On modifie aussi les quantités U, , U, , et d
L (D)
en remplagant V par V-E , ol E est désomrmais considéré comme un paramétre
supplémentaire.
Soit y une géodésique minimale entre Ul et U2 , {zo} = y(W{xn = 0} ,

Yo Ey'ﬂ{xn < 0} assez proche de z o, et {Zl} =y N BUI . On note aussi

z, = m(exp tO Hp(zl,O)) ol tO > 0 est assez petit. Le lemme suivant va

permettre de construire des solutions asymntotiques de 1'équation Pv = Ev :

Lemme : Il existe deux fonctions Fi(y,z) qui sont c” pour y prés de Yo o

et z dans un voisinage de y N {xn = 0} ; analytiques au voisinage de

F , et

s 2 _
(v,»2,) » vérifiant (szi) =V(z) ~E, F, _

+

- pour z € {xn > 0\ vy , Re F d(z, Ul) >0

+

- pour z voisin de z,, F, =ReF  =d(y,z) - d(y,Up)

D'autre part, si 3' est une hypersurface transverse 2 y en y , et si
o

I' est une hypersurface orthogonale 3 {expt Hp(zl,O), t € R} en zy

(avec des coordonnées locales respectives y' sur I' et z' sur I ), alors

Fi vérifient
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32Fi
Re a—z‘:’z‘ (yo’ZZ) >0
3°F,
(3.1) det W (yO,ZZ) # 0

vz' Fi(yo’ZZ) =0

La construction de Fi est inspirée de celle qu'ont faite Helffer et Sjdstrand
dans [4] § 10 . D'autre part, les propriétés (3.1) montrent que l'application
(formelle)

—Fi(y',z')/h
D'(r) dw -~ fre w(z')dz' € A(Z")

définit une transformation de Fourier-Bros-Iagolnitzer (cf.[8]).

A N ~ . . 2 . v
Grdce 3 1'équation eiconale (VZFi) = V(z) -~ E, il n'est pas difficile de
construire des solutions asymptotiques de (P(z,Dz)-E)v = 0, qui s'écrivent

—Fi(y,z)/h
sous la forme vi(y,z) = ai(y,z,h)e , ol a, estun symbole analytique
classique (ceci n'est en fait valable qu'en dehors d'un voisinage de z,

Prés de zy sV, s'expriment sous la forme d'une intégrale d'Airy ).
On définit ensuite une notion d'ensemble de fréquences analytique,

inspirée de celle de front d'onde analytique :

Définition : Pour § c " , @ NR" = #¢ , et u(x,h) holomorphe en x dans

0, et vérifiant (avec c, > 0)
(colImx[+e)/h
Ve >0, u= OE(e ) lorsque h~>0 ,
*
on définit FSa(u) €Taq par :
. 2
[1(X—ux)ug_(x_0‘x) 1/h
je > 0 t.q. fe X ®)u(%,h)dx
(xo,go) ¢ FSa(u) © .
= 0Ce ©

(Ici, y € C:(Q) vaut 1 prés de xo)

h . _ -~
) uniformément pour o prés de (xo,go).

FSa(u) microlocalise la notion d'exponentiellement petit, et se trouve avoir
essentiellement les mémes propriétés que le front d'onde analytique d'une
distribution.

En utilisant la formule de Green & un ouvert convenable centré sur

(y ﬂ{xu > 0}) U {exp t Hp(zl,O), 0< t< to} , on trouve :
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2 —(So+€)/h
Si Je >0 t.q. llull 9 = 0O(e ), alors d¢' >0 t.q.
L (%)
v .
| (—32 v, —u=—2)dz' = 0(°¢ /h) (oi on a noté I' = {z_ = 0})
r an + 9 n

On utilise ensuite les transformations de Fourier-Bros-Ingolmitzer définies

par v, et v_ pour en déduire :

) , puis, par les propriétés

. ou
(22,0) ¢ FSa(u!F) 9] FSa(aZn |F

de FSa(u) (problémes au bord, et propagation)
(z,,0) € FS_(u)
1 a

d'ol il s'ensuit que u est uniformément exponentiellement petite prés de

z, , et donc une contradiction avec (x) .

1

Le théoréme 3 est une simple conséquence d'un résultat de propagation de

FS
a
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