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INTRODUCTION.

Dans ce travail, nous nous intéressons au problème de Cauchy local pour

des systèmes hyperboliques quasi-linéaires. Bien que nos résultats s’étendent

à des cas plus généraux [ 0], nous nous limiterons ici au système 3 x 3 des

équations d’Euler qui régit un écoulement en dimension deux d’espace (les

inconnues étant la densité et la vélocité), dans le cas isentropique où la

pression est fonction de la densité (cf. par exemple [4]).

Les données de Cauchy seront choisies discontinues à travers une ligne
00 00

C F et C de chaque côté de r . Pour un tel "problème de Riemann", les

seuls travaux établissant l’existence de solutions locales sont, à notre

connaissance, ceux de Majda [11] et de Métivier [14] qui concernent seulement

des solutions de type "choc" (voir également Chen [3] pour un problème voisin).

Sous des hypothèses de stabilité et de compatibilité convenable sur les données

(garantissant la présence d’un unique choc dans la solution envisagée) Majda

[11] prouve l’existence locale d’une solution discontinue à travers une seule

surface issue de r , dans les espaces de Sobolev usuels (cf. également [17]),
et pour des systèmes généraux. Dans le cas spécial d’un système 2 X 2,

Métivier [14] résoud complètement le problème de Riemann, lorsque la solution

est discontinue à travers deux surfaces de chocs "stables". Ici, nous montrons

que, sous des hypothèses de compatibilité des données, l’on peut construire

une solution présentant une seule onde de raréfaction, relativement à l’une

des deux valeurs propres extrêmes du système d’Euler.

Comme Majda l’avait déjà observé [12], les surfaces issues de r qui
délimitent (dans l’espace-temps) le dièdre de l’onde de raréfaction, étant

caractéristiques, sont beaucoup plus difficiles à contrôler, dans un processus

d’approximation, que des surfaces de chocs "vraiment non-linéaires" (cf.

Lax [9]), qui sont non-caractéristiques : ce fait nous conduit à utiliser

une technique de Nash-Moser, convenablement adaptée au cas présent, pour
obtenir la solution.
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1. ONDES DE RAREFACTION ET SOLUTION APPROCHEE DU PROBLEME.

Dans l’espace lR3 ~ nous notons (x,y,t) les coordonnées, et la ligne r

de {t=01 aura pour équation

Des fonctions COO pour données, et l’on cherche à
i .o

résoudre le problème de Cauchy

Dans le cas présent des équations d’Euler isentropiques, on prendra

On notera dans la suite ~A(~n~) = w = en sorte que

les valeurs propres X &#x3E; À 1 &#x3E;Â2 sont À = w + c£ ÀI = w , ,

2 2 1/2 
x2 

= 
w - c (£=(2+n2)1/2 ). Le vecteur propre r(,n) de correspondant

à x , normalisé par la condition = 1, est r = --kl (p, 2013 20132013 ), où
v kt g g

k = pc’+c&#x3E;0 (cf.[4]).

RemarqUons enfin qUe,POUr S = 2 , SA et SA Sont SYmétriqUes,(C2 0)Remarquons enfin que,pour S (0 p2 p2) 
t 

’ SA 
1 

et SA 2 sont symétriques,

en sorte que pour un certain choix de P (avec PP = id), on a

1.1. Qu’est ce qu’une onde de raréfaction ?
1.1.1. Rappel du cas "constant".

Lorsque v sont constantes 0 , une solution v = h(x/t) satisfaisant

(1.2) existe, avec
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dans le dièdre ~_ x/t  À + , pourvu que les états v+ et v_ soient sur

la même courbe intégrale de r , et satisfassent À-  ~‘+ ’ .

La solution complète de (1.2) est alors la juxtaposition de v_ pour

x/t  X - , h(x/t) pour 1_  x/~t  ~+ , , et v+ pour x/t&#x3E;À . .

1.1.2. Cas général.

Soit R le domaine { (X,Y,T) , 0  X  1, T &#x3E; 0} , et ~ (X,Y,T) , de classe

C1 sur R , vérifiant et $ X = CT (C fonction positive dans

R) ; l’application (-) y = Y, t = T est alors une bijection

de R sur le dièdre d’arête r

et si W(X,Y,T) vérifie dans R le système

alors W(x,y,t) vérifie dans S le système

Le cas 1.1.1 correspond à ~ = X(À -À ) T + À_ T .

Nous appellerons ici "onde de raréfaction" la juxtaposition d’une solution
- 

de type W à des solutions régulières v (pour x (0,y,t)) et u (pour

x &#x3E; ~( 1 , y , t) de (1.2).

1.2. Solution approchée du problème.

Comme nous considérons une onde de raréfaction relative à la plus grande

valeur propre du système, la partie u de la solution est connue d’emblée,
ainsi que la surface x = ~(1,y,t) = ~1 (y,t), en résolvant le problème de

Cauchy avec la donnée v+ .
En transportant v sur X 0 par un changement {x = tp(X,Y,T), y = Y, t = T

où et cpX &#x3E; 0 , on voit que notre problème peut finalement

se formuler ainsi :

Trouver v,~p (définies dans un voisinage de 0 dans x’ 0, et

w , ~ (définies dans un voisinage de y = 0, t = 0, x E [0,1] dans 0  x 1,
t~ 0) telles que



XVI-4

Bien entendu, comme dans 1.1.1, cela suppose une relation entre les états

v+ et v_ , que nous traduirons par l’hypothèse suivante :

Plus généralement, on peut montrer ceci :

Proposition t.2. Pour tout entier k &#x3E; 0, et pour tout jet ,gk)
x 

donné, il existe un jet 1 
tel que pour tous v et v

x - r + -

possédant ces jets, il existe des fonctions C solutions approchées
de (1.4) + (1.!!) au s ens suivant :
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2. EXISTENCE D’ONDES DE RAREFACTION.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat principal, pour

lequel nous supposons (pour simplifier) que l’équation d’état p = p(p) est

de la forme

Théorème. Considérons le système (1.2) des équations d’Euler pour un écoulement

isentropique.

Supposons que les données vt vérifient (1.12) ainsi que les relations

de compatibilités sur r données par la prop.1.2, pour un k &#x3E; 7 .

Il existe alors, au voisinage de l’origine, une "onde raréfaction" (au

sens de 1.1) solution de (1.2), qui possède la régularité suivante :

i) Pour x  0 (resp. 0  x  1), les fonctions v et (p (resp. w et ~~) de

( 1.4) -~ ( 1.11 ) sont de classe Hs (s  k+1 ) .

ii) Près de x = 0 (resp. x = 0 et x = 1), les fonctions v et cp (resp. w et )
p k-l

sont de classe Cp (p  2) .
iii) La surface "libre" a pour équation x = (p(0,y,t), et 

Dans le cas d’une équation d’état p(p) quelconque, nous pouvons établir

un théorème d’existence en modifiant légèrement l’argument, et on obtient

en général une régularité plus faible des solutions, dépendant des valeurs

initiales v .

:t

Par ailleurs, la régularité (cf.ii)) des solutions au voisinage des

surfaces caractéristiques bordant l’onde de raréfaction est en fait de

type "conormal" (cf.[6] par exemple), et peut être décrite précisément

(cf. § 5.1, 5.2).

Remarquons enfin qu’un théorème analogue peut-être prouvé pour des

systèmes quasi-linéaires hyperboliques symétriques généraux [0], relativement

à une valeur propre extrême "vraiment non-linéaire".

3. SCHEMA DE RESOLUTION (lère partie).
3.1. Généralités.

Le problème (1.4) + (1.11) possède comme inconnues non seulement v et

w , mais encore (p et ~ . Dans [11], l’observation fondamentale de Majda concer-

nant les chocs est que la relation de Rankine-Hugoniot fournit, dans certaines

conditions, à la fois un très bon contrôle de la surface de choc et des

conditions de transmission raisonnables pour l’opérateur considéré.
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Ici, la surface libre d’équation x = $(0,y,t) n’est controlée

qu’à travers les traces de w sur x - 0 : comme la surface {x = 0} est

caractéristique, cela entraîne une perte de différentiabilité.

Nous sommes donc conduits à employer une technique de Nash-Moser

[7],[18], qui consiste à combiner la méthode d’itération de Newton avec une

régularisation convenable des solutions approchées obtenues à chaque étape

de l’itération.

3.2. Structure du linéarisé.

Partant d’une solution approchée (prop.1.2) de (1.4) -~ (1.11), il faut

tout d’abord calculer le (w et é désignent des
"variations" de w et~) de sur l’état (w,~) : sa structure est

remarquable, comme l’indique la proposition suivante.

’ * ’ ’ 3 .

Proposition 3.2. On a g(w,g)(w,g) = + B(w,)W + 2013(L(w,)w) , où
ax

.. ~ wx. 1
W = w - 2013 , ’ B(w,) - 2013 B1(w,) + 2’ B1 et B2 étant des matrices

x x

(3 x 3) dont les coefficients dépendent de façon C de w, Vw, D

.

L’introduction de W est, bien entendu, à rapprocher de [1].

Cette proposition donne immédiatement une des clés de la méthode : pour
... *

résoudre (w)(w,) = G lorsque (w,) est proche d’une solution, il

suffira de résoudre le système d’opérateur L(w,) + B(w,), le terme

3 
*

li étant considéré comme une "erreur quadratique". A ce stade,
3x

. ,

seul W est calculé, $ choisi arbitrairement déterminant w .

..... .

Pour résoudre L(w,~)W + B(w,~)W = G , on pose W = PY (P est définie en

1. et diagonalise SA, où A = et le système devient

Il importe de remarquer trois faits :

i) Le système (3.2) est symétrique.

ii) A cause de (1.10), le système (3.2) correspondant à (w,~) est singulier,
tandis que le système correspondant à (v,~) ne l’est pas (cf.(l.ll)).
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est petite dans la mesure

où (1.4), (1.6) et (1.8) (resp.(1,4)(1.7) et (1.9)) sont approximativement

vérifiées. Comme l’on désire travailler avec des systèmes symétriques pour

lesquels la "matrice de bord" est de rang constant (cf. par exemple Rauch

[20]), on choisira A telle que

A - A = 0 pour x = 0, x = 1, et l’on résoudra le système

"erreur quadratique".

3.3. Nature des difficultés rencontrées.

A chaque étape, le schéma de Newton nécessite donc de résoudre le

système

 *

avec des conditions aux limites sur X et Y choisies afin d’améliorer

l’ approximation de (1.6) - ( 1. 9) .

..

3.3.1. Conditions aux limites. Sur x = 0 l’on choisit (p = (ce qui est
_ _ ..

raisonnable vu que v(0,y,t) = $(0,y,t) et (18)); la relation sur v et w
..

correspondant à (1.6) s’écrit alors, compte tenu des définitions de X et Y,
fi .. 

comme deux relations scalaires sur X et Y ne figure pas), plus une
.. , w

relation déterminant (p en fonction de X et Y .

La difficulté est alors qu’on ne peut pas espérer résoudre un système

caractéristique tel que (3.4) en imposant des conditions qui font intervenir
.. .....

les premières composantes Xo et Y~ de X = (X~,X’), et Y = 

Une difficulté analogue apparaît pour obtenir (1.7) sur x = 1.

Nous reviendrons au §4 sur ce problème des conditions aux limites pour

(3.4).
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3.3.2. Résolution dans une chaîne d’es aces. La procédure de Nash-Moser

fait intervenir une "chaîne" convenable d’espaces E 
s 

(par exemple les espaces
de Sobolev Hs), et repose sur la possibilité d’obtenir pour le linéarisé

9, une estimation "trame" dans cette chaîne (cf. la présentation de [7], ou

[5] pour une discussion détaillée de ces concepts).
Une estimation "tame." implique en particulier que la norme de la

solution dans un certain E s est estimée par la norme des données dans Es+s , ,

o

où le "décalage" so est fixe (cf.§5 pour la forme de l’estimation obtenue

sur (3.4)).

Si l’on choisit comme chaîne les espaces de Sobolev usuels HS , on ne
peut obtenir, pour un système caractéristique de la structure de (3.4),

une telle estimation : cela ressort de l’analyse fine de Majda et Osher [13].

Pire encore, a on n’obtient, ~ en gros qu’une estimation où la norme Hs/2 de la

solution est contrôlée par la norme Hs des données, l’indice 1/2 (s/2=sxl/2)

rendant sans espoir un aménagement de la technique de Nash-Moser dans l’esprit
de [10]. La construction d’une chaîne E 

s 
bien adaptée sera esquissée au §5 .

4. SCHEMA DE RESOLUTION (2ème partie).
- 

Nous supposerons fixé un domaine D (resp.D), voisinage de 0 dans

x~ 0, t&#x3E; 0 (resp. voisinage du segment xE [0,1] dans O~ x~ 1, t&#x3E; 0) , de

géométrie convenable, sur lequel seront définies les fonctions (resp.w,~)

que l’on considérera.

On notera (un peu abusivement) Se une famille d’opérateurs régularisants
dont les propriétés seront précisées au §5, et ET un opérateur de "restriction-
extension" vérifiant (pour T 0 petit)

avec une constante C indépendante de T .

Pour une suite de paramètres e = (c &#x3E; 0 et 1 &#x3E; 0 serontPour une suite de parametres 
n (eo 

+n) (E &#x3E; 0 et 
0 

&#x3E; 0 seront

o

ultérieurement choisis petits), on note
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4.1. Ecriture détaillée du schéma de résolution.

Dans ce schéma, toutes les "variations", notées avec un "." au-dessus,
m

sont des fonctions C plates sur t=0 .

4.1.1. Equations à l’intérieur. On établit facilement, compte tenu de la

forme de t et de la discussion suivant la prop.3.2 (cf. en particulier (3.3)),

l’expression

où l’on a posé
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d n = te n (étant entendu ici que dans l’expression de e n on a remplacé
v par wn "(D 

n 
par $ e X 

n 
par  , etc ... ), et enfin R’ 

[0,T] 
= 0 , et

n ’ 
" 

’n n ’ n 
, 

le choix des Gk se fait de façon analogue à celui des *

4.1.2. Conditions aux limites.

a) Avec les notations de 4.1.2, on peut écrire sur x = 0 ,

Ici la quantité clé est

pour laquelle 0 à l’origine (en admettant que S nvnl’sn(pn ...

sont assez proches etc.)

Comme en 4.1.1., on choisit les Tk selon la formule

b) Sur x = l, on connait déjà les "bonnes" valeurs de 1./J et w , qui sont

aussi celles de ~ = W w = w . On choisira donc ~ = 0 , Y’ - 0 sur
0 0 n n

x = 1 : il est possible, en choisissant soigneusement Se , , de montrer que
. 0

ceci implique en fait Yn = 0 . Les relations (1.7) et (1.9) restent donc

exactement vérifiées au cours de la résolution (ainsi d’ailleurs que (1.5),

(1.8), (1.10), (1.11)).
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4.2. Caractère quadratique des erreurs.

Le schéma décrit en 4.1. est construit de telle sorte qu’à chaque étape on

ait à résoudre le système

- 

- -
.

dans lequel les données F , G , 9 T sont des fonctions C plates sur t - 0 .
n n n

Bien entendu, un tel schéma ne peut converger que si les erreurs e n , d n et

s n sont effectivement "quadratiques".

a) Passons en revue les termes de e (cf.4.1.1) : Les erreurs e’ ("de substitution")
n n

et en ("reste de Taylor") sont celles que l’on rencontre toujours dans un schéma

de Nash-Moser, et elles se traitent ici comme d’habitude.

L’erreur e’ (cf. la discussion en 3.2) est significativement plus petite
- 

n

1- , 

-

Quant à e" , elle est significativement plus petite que X , J’ car
n n

est petite sur x = 0 , t E[o,T] : remarquons ici que ce fait est obtenu
n n n n 

’

comme une conséquence de ce que L(v 
n 

et v n -w n sont petits

pour t E [0,T] .

L’analyse est analogue pour d 
n 

.

b) Etudions les termes de s (cf.4.1.2) : L’erreur s’ est significativement plus
, 

n n

petite que w 
n 

car, sur x==0.(D - =0 et v - w est petit." 

n ’n n n n

L’étude de s" est plus délicate : on peut montrer que le fait d’avoir
n

L(v L(w n et v n -w n petits implique t(S n Z n )’ petit pour tE [0,T],
d’où le caractère quadratique de s" .

n

Autrement dit, le "découplage" des conditions aux limites dans (4.2), qui
résoud la difficulté soulevée en3.3.1, s’effectue non pas exactement, mais

approximativement modulo l’erreur s" . .
n

4.3. Récapitulation et résolution du système (4.2).
..

a) Si l’on parvient à résoudre (4.2), on choisira à 
n = é n sur x = 0 par l’équation
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On prendra alors pour (f) n une extension convenable de .p n t dans et on

, 

n n 
x=o ,

en déduira v n par les formules du’ 4.1.1 ; de même, on prendra pour 
n 

une extension

convenable de 1 n) x=o dans 0x 1, nulle pour x=1 (cf.4.1.2 b)), ’ et on en déduira

w °

n 
__

b) Pour résoudre (4.2) on peut toujours se ramener au cas T’ = 0 ; on remarque
n

alors que pour t F 0 , il s’agit d’un système symétrique Dour lequel les conditions au

limites sont "maximales positives" (cf. par exemple [20]), pourvu que D soit

choisi "cylindrique" dans la direction x . Par ailleurs, on peut démontrer pour

(4.2) une estimation (cf.§5) dans des espaces "avec poids" en , moyennant

une condition de positivité convenable sur les coefficients des systèmes : on

, 
m

peut donc résoudre (4.2) dans les fonctions C plates sur t = 0

5. CHAINE D’ESPACES ET ESTIMATION "TAME" POUR (4.2).

5.1. La chaîne E .
2013201320132013201320132013 s

La construction est inspirée des travaux de Rauch-Reed [21] , 1, Chen [3]

et Métivier [15] : E est formé de fonctions qui sont, en gros, conormales
s

H O,S par rapport à x = 0 (ou x = 0 et x = 1 pour le domaine D), et qui possèdent
2

de plus s/2 dérivées en x dans L . Plus précisément, si s pair,

Par les techniques habituelles utilisant la décomposition de Littlewood-Paley

(cf. par exemple [2],[!6]),il est possible de définir Es pour tout 
- p 

Remarquons de plus que E s c Cp si s &#x3E; 2+2p .
00 N

Il est facile d’établir pour des fonctions de L n E s une inégalité du type

"Gagliardo-Nirenberg" (cf. par exemple [19]), avec les conséquences habituelles

(I ’ t s est la norme dans E )
s s

(pour plus de détails sur ce type d’estimations, voir [8], [181 ou mieux encore

[2], [16]).
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5.2. La chaîne E .

2013201320132013201320132013 s 
~

Nous désignerons par E les restrictions à D de fonctions de E supportées
- 

s s 
..

dans t &#x3E; 0 .

On peut construire pour Es une famille S8 d’opérateurs régularisants telle
00

que chaque S 0 applique Es dans les fonctions C plates sur t = 0, avec les

propriétés classiques suivantes (cf.[7]) :

Ces opérateurs sont déduits d’opérateurs analogues S 6 opérant sur Es par
une "recoupe" des fonctions C 00 en des fonctions C 

00 

à support dans t-&#x3E; 0 .

L’action des S8 sur est définie par

5.3. L’estimation "tame" du système (4.2).

Elle est obtenue en appliquant la proposition suivante.

Proposition 5.3. Soit le système (3x3) symétrique réel hyperbolique (i.e.

E. » 0)
J

où les coefficients sont ( les matrices (2x2) 6. étant
J

définies positives, d 1 = xdI ’ 9 d2 *

Supposons vérifiée la condition de positivité

et les domaines D et D suffisamment "aplatis" (D étant cylindrique, cf.4.3.b))
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Supposons enfin que, pour un so&#x3E; 4, la norme ES des coefficients des
- 

- 0
L. (y compris les d.) soit bornée. 

0

J J
Si D et D sont assez petits, pour tout s entier pair &#x3E; 4, et toutes

00 
, fonctions X,Y C plates sur t = 0, on a l’estimation

où Icoefff ls désigne la somme des normes E des coefficients des L, (y compris
s s J

les d.) 
J
Comme, au cours de la résolution, les valeurs des coefficients de (4.2)

différent arbitrairement peu de celles correspondant à v,(p ... dans une norme

convenable, on pourra appliquer la prop.5.3 et il suffira de vérifier (5.4)

pour les valeurs de départ ... et t = 0 .

Pour le système (4.2) correspondant aux équations d’Euler isentropiques,
on trouve que (5.4) est vérifiée indépendamment des valeurs initiales v~ .
Pour des systèmes plus généraux, il faut modifier les "poids" dans (5.5) de

façon à obtenir une condition telle que (5.4), le poids dépendant des valeurs

de v .

:f:

5.4. Fin de la preuve.

Une fois précisés le schéma (4.1) et l’estimation tame (5.3), la preuve

de la convergence est assez simple.
Le point crucial en est le choix de T : on trouve que la convergence a lieu

dans E si, essentiellement, les normes et IE 7t’s sont assez petites,
a T T t 

pour un certain S voisin de a ; ceci est obtenu en choisissant T petit pourvu

que ~ k+1 : c’est ainsi que l’ordre de la compatibilité entre les données

v est lié à a . Comme d’autre part la contrainte a &#x3E; 7 est imposée pour réaliser

la convergence, cela explique l’hypothèse k &#x3E; 7 du théorème.
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