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1 Introduction

Soit ~t, x ~ le point courant de l’espace temps, t E R, x E R/, a = at2 - A l’opérateur
des ondes et Q un ouvert de R1+d qui est un domaine d’influence It = O}

Soit u(t, x) une fonction réelle continue sur n appartenant localement à l’espace

où Hg est l’espace de Sobolev usuel et vérifiant dans n l’équation des ondes semi-linéaires

où F est une fonction C°° de ses arguments et où s &#x3E; d (ou s &#x3E; 2 -1 si F ne dépend pas
de Vu).

Rappelons que dans ~9~, on a prouvé le résultant suivant :
Théorème 1. Si F est un polynôme de u, et si les données de Cauchy uo, ul sont
cononnales C°° classiques sur une hypersurface lisse analytique réelle V de c~, on a

si E est un ensemble de suites dans contenant Av [voir [9] th. I, pour les définitions
et résultats précis].

On se propose ici d’exposer une technique de décomposition spectrale de la solution
u ~t, x ) de (1) qui permet de prouver (2) pour les solutions de (1), avec F quelconque,
en se ramenant comme dans la preuve de [9], à l’étude de distributions explicites du type
valeur au bord de fonctions holomorphes et bornées pour lesquelles on utilise des techniques
d’analyse microlocale analytique.

Pour étendre le th.l au cas général il y a deux difficultés :
a) Pouvoir traiter une fonction C°° comme un polynôme

b) Tenir compte des termes en Vu dans la partie non-linéaire.
On verra que la résolution de a) conduit naturellement à celle de b).
L’idée directrice ici est d’utiliser des décompositions d’une fonction f (y), y E Rn de

la forme

où le grand paramètre À est essentiellement la fréquence du phénomène qu’on observe et
où 6 E~O,1( est un paramètre convenablement choisi.

On remarquera que fi est la partie "régulière" et f2 la partie "singulière" de la
décomposition. Bien sur, ce qui suit est à relier au paraproduit de J.M. Bony [4].

Pour les résultats connus sur l’interaction des singularités pour les équations de type
(1) on pourra consulter [2], [3], [5], [6], [10] et pour le cas totalement non linéaire [1], [7].
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II Calcul quasi-homogène multilinéaire
On se propose dans cette partie de montrer comment la décomposition (3) permet de

prouver le résultat suivant :

Théorème 2. Soit u E = 2 + p , p &#x3E; 0) à valeurs réelles et F E C°°(R, R).
Alors 1, Vft e [d/2 + No, 4 + (N + 1 ) p[ on a

où WF" est le front d’onde Sobolev usuel d’indice ~.

En d’autres termes, le front d’onde de F(u) est controlé par les polynômes de u.

Pour prouver ce résultat, on choisit un réel a = d/2 +~,0~p,un~ 6]0,1[ et on
pose v = s - u = p - q. Pour tout t &#x3E; d/2, on munit l’espace de Sobolev Ht(Rd) d’une
norme multiplicative et pour tout À E [1, +00[, on décompose u sous la forme

On a alors pour tout a

et si G est une fonction C°°, G(ui) vérifie des estimations analogues.
De plus, on a

En écrivant la formule de taylor pour F, on obtient

où les G ; sont des fonctions C°°.

On a
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Soit à présent l’espace des distributions f (x, À), dépendant d’un paramètre À E [1, oo( [
telles que pour tout (p E on ait

o

Pour (xo,eo) e on dira que ssi il existe ’P e égal à 1 près
de xo et Vo voisinage de ço tels que

où ~Vo = f~ = Ari ; Tl E On a = WF( f ~ si f est indépendant de À.
Pour p E N, soit Cp la couronne

et pour à support compact

Pour fi E R, on pose

On a alors : 
’

Lemme 1.- Soit t &#x3E; d/2 et a(x,.~) vérifiant, pour un lit ~ Ca
i) Pour f E AD’ C 

Comme on peut supposer À) à support compact en x, ce lemme est conséquence
des deux estimations : 

_

Lemme 2. Soit g(x) E D’ et supposons donné pour tout À une décomposition g(x) _
91 (XI A) +92(~~~) avec ÀW F(gl)Bft &#x3E; 0 et  +00.

Alors g E Hl’ (espace de Sobolev microlocal).
Le théorème 2 est alors conséquence des lemmes 1 et 2. En effet, on a

d’où 1 f2 1 1,  oo pour y  7 + vh(N + 1) et si ui e pour 1 # 1,..., N , on aura( x ,,0
f, + avec (x o, teo) e 1 fl" 1 e  00. On obtient alors 6 H(" pour
Il  a + vh(N + 1), donc en faisant tendre a vers d/2 et b vers 1, pour li  d/2 + (N + 

En remplaçant u par un vecteur (~i,..., Up) et en utilisant le résultat de J.-M. Delort
sur la deuxième microlocalisation simultanée [8], on obtient le résultat annoncé dans [8] :
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Théorème 3 [Delort].- Pour i = 1, ... , p soient ui e &#x3E; d/2 des distribu-
tions conormales C°° sur des sous-variétés analytiques §~ et une fonction

C°° de ses arguments. On a

où

III 1/équation d’onde semi-linéaire
On se propose dans ce paragraphe de donner une idée de la preuve du théorème 1

pour les solutions de (1).
On utilisera ici des algèbres Au,a définies par : u (t, x ) E Au,a ~ (1 + I~Î)U j(1 +

Iri + E Léoù u &#x3E; d/2 et a &#x3E; 0 ; É

Comme dans le paragraphe II, on écrit u = u1 + u2 avec Ca et
et on choisit 6 E~O,1%2~.

On obtient alors l’équation vérifiée par u2.

et où le reste r du développement taylorien vérifie r E (~((~2, VU2)N+l).
On écrit alors U2 = uo + f avec = 0 et uo ayant même données de Cauchy que ~c2

sur t = 0, d’où dans t &#x3E; 0 si désigne la solution élémentaire de l’opérateiar strictement
hyperbolique oc à support dans l’avenir



X-5

On itère alors l’identitée (13) en remarquant que l’opérateur iV est borné dans
la chaîne d’algèbres A 0’,0, (a ~ 1 + 0 ; ~ N d/2 + 0) et en utilisant le caractère quadratique
deN.

Si M est un entier fixé à l’avance, on obtient alors, modulo 8~~-~~ dans f+
comme combinaison linéaire finie de distributions construites à partir de a, uo, et des

opérations et 0 N.

On introduit encore vo solution de

et on remarque que b = uo - vo vérifie des estimations

Pour utiliser la technique des diagrammes de [9], il reste à constater que l’optique géo-
métrique fournit des développements asymptotiques du noyau de (C’est dans cette
dernière étape qu’on utilise l’hypothèse b  1/2), et que les multiplicateurs vérifiant des
hypothèses de type (14) sont À-microlocaux.
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