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Dans cet exposé nous abordons la question suivante : étant donnée une applica-
tion faiblement harmonique entre deux variétés riemanniennes, cette application est-elle
réguliere ? En général la réponse est non si la dimension de la variété de départ est
supérieure ou égale & 3. Par contre si la variété de départ est une surface de dimension 2,
nous allons voir que la réponse est oui.

Donnons une définition des applications harmoniques entre variétés : (M, g) sera la
variété de départ, de dimension m, et (N, h) la variété d’arrivée, de dimension n. Comme
N est supposée compacte, donc nous pouvons supposer que NV est plongée isométriquememt
dans un espace plat R* grice au théoréme de Nash-Moser. L’espace fonctionnel est :

H'(M,N) = {u€ H'(M,R*) | u(z) e N p.p.}.
Sur cet espace, on définit la fonctionnelle de Dirichlet

E(u) = /M e(u)(z) dvy () ,

ou, dans des coordonnées locales,

o(u)(@) =  hislu(z)] 0° (a) uic)

est la densité d’énergie de u au point z, et

dvy(z) = y/det g;j(z) dz’ - - - dz™

est 1’élément de volume riemannien. Introduisons un voisinage tubulaire V de N dans R*
sur lequel il existe une rétraction C*r :V — N. Etant donnée u dans H'(M, NN, pour
toute fonction test ¢ dans C°(M, RF) et pour ¢ réel suffisamment petit, on a

utep€eV.

On peut donc considérer ’application r(u + ep) € HY(M,N). On dit que u est
faiblement harmonique si et seulememt si

i E(r(u +ep)) — E(u) _

e—0 €

0,
pour toute fonction test ¢. L’équation d’Euler associée est
(1) Amu + A(u)(Vu,Vu) =0,

ol A est le laplacien sur M, et A est la seconde forme fondamentale du plongement de
N dans R*. Notons que u satisfait (1) au sens des distributions.
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Notre résultat principal est le suivant :

Théoréme 1.— Toute application faiblement harmonique d’une surface de dimension 2
dans une variété riemannienne compacte est réguliére.

Remarques

a. Sous certaines hypothéses supplémentaires, on connaissait des résultats de régularité : si
u est minimisante (C. B. Jr. Morrey [Mo)]), si u est faiblement conforme (M. Griiter [G]), si
la différentielle de Hopf w = [|uz|? — |uy|? —2 i < uz, uy >] de u est holomorphe (R. Schoen
[Sc 1)), si u a son image contenue dans une boule géodésique convexe (S. Hildebrandt, H.

Kaul, K.J. Widman [H-K-W]).

De plus, dans [S-U], J. Sacks et K. Uhlenbeck montrent que si une application d’énergie
finie est harmonique réguliére sur une surface sauf peut-étre en des points isolés, alors cette
application peut étre prolongée de facon réguliére et harmonique sur toute la surface.

b. Des théorémes de régularité dans des situations critiques analogues ont été prouvés
dans [Tr] par N. S. Trudinger (probléme de Yamabe), dans [W] par H. Wente et [Hz] par
E. Heinz (surfaces & courbure moyenne prescrite). ‘

Nous allons exposer deux preuves du Théoréme 1. La premiére n’est valable que si
(W, h) est homogene, c’est-a-dire symétrique au sens suivant : il existe un groupe de Lie I’
qui agit transitivement et par isométries sur (M, h). Ceci est vrai en particulier si (N, k)
est la sphére munie de la métrique canonique [H] 1]. Cette méthode fut trouvée avant la
deuxieéme et est utilisée dans [H1 2] (voir aussi [Sc 2]). La seconde méthode s’applique au
cas général (voir [HI 3]).

Dans le cas symétrique, la méthode utilisée donne lieu en dimension supérieure ou
égale a 2 au résultat suivant (démontré dans [HI 2]).

Théoréme 2.— Toute application faiblement harmonique u de (M, g) dans (N, h) est
réguliére dés que :

(i) Vu appartient 3 L™(M),

(ii) (NV,h) est homogéne.

Encore une remarque : L’ingrédient essentiel des deux preuves fait appel & un phé-
nomeéne de compensation. H. Wente [W] et H. Brezis et J.M. Coron [B-C] ont remarqué
que si a et b sont deux fonctions dans H'(B?) (ot B? est la boule unité de R?) et si ¢
dans H(B?) satisfait &

Ap = azby —ayb, sur B?
=0 sur OBZ%,

alors ¢ est continue sur B2. L. Tartar [Ta] a montré qu’en fait la transformée de Fourier de
¢ est dans L'(R?). Puis & la suite de S. Miiller [Mu] qui avait remarqué que a;by — ayb,
était dans L! log L' (au lieu de L) si cette quantité est positive, R. Coifman, P.L. Lions,
Y. Meyer et S. Semmes [C-L-M-S] ont récemment établi que ab, — ayb, appartient a
lespace de Hardy H (B?), ce qui permet également de retrouver que ¢ est continue.

X-2



Preuve. Soit m un point de la surface M, nous allons montrer que u est réguliére sur un
voisinage de m. Tout d’abord nous utilisons une carte locale isotherme d’un voisinage de
m pour nous ramener au cas d’une application d’énergie finie u définie sur B2, la boule de
centre 0 et de rayon 1 dans R?, a valeurs dans la variété N et vérifiant ’équation (1) au
sens des distributions. Nous utiliserons les coordonnées canoniques z = (z,y) sur B2.

a. Cas symétrique :

L’hypothése de symétrie signifie qu’il existe p champs de vecteurs de Killing tangents
a N,p1,...,pp. La transitivité de ’action du groupe G implique qu’en chaque point y de
N,p1(y),- -, pp(y) engendrent TyN. Plus précisement ceci entraine qu'’il existe p vecteurs
Yi(y),- -+, Yp(y) tels que pour tout V dans T, N.

V={(n®),V)Y1(y) + -+ (pp(¥), V) ¥3(¥)

ot (-, -) désigne le produit scalaire sur N'. De plus on peut choisir les fonctions Y; dépendant
de fagon réguliére de y. Appliquant ceci & u; = Ou/0z et uy = Ou/0y, on obtient en notant
Vu = (ug,uy)

p

(2) Vu=> (pi[u(z)], Vu) ¥;[u(z)]

i=1

Utilisons maintenant le fait que les p; sont des champs de Killing : c’est le théoréme de
Neether déja exploité dans le contexte des applications harmoniques par J. Shatah [Sh], Y.

Chen [C] et J. Keller, J. Rubinstein, P. Sternberg [K-R-S] :

Lemme 1.— Si u est faiblement harmonique de M vers N et si p est un champ de
vecteurs de Killing régulier sur N, alors

(p(u), Vu) = ({p(u),uz), (p(u), uy))

est a divergence nulle.

Calculons la divergence des deux membres de (2) on obtient grice au lemme 1 :

® =3 o0 ue) 75, + i) 7

1=1

Réutilisons le lemme 1 : il existe p fonctions ¢y, ..., p, dans H!(B?) telles que
(pi(u), Vu) = rot p;.
Remplagons dans (3) on obtient

r oY,(u) Bpi _ 9¥i(w) B
0r Oy Oy 0z’

Au =

i=1

Ici intervient le phénoméne de compensation, on en déduit que u est continue. La régularité
de u s’obtient alors suivant des résultats classiques dans [L-U] ou [H-K-W].
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b Cas général :

Etape préliminaire. Nous allons utiliser la méthode du repére mobile. Nous allons
supposer que 'image de u est strictement contenue dans un ouvert & de N sur lequel il
existe un champ régulier de repéres orthonormés tangents é = (é,---,é,). Dans le cas ou
cette hypothése n’est pas triviale, on peut en fait plonger isométriquememt A dans une
autre variété compacte N’ de dimension plus grande de telle facon que u soit harmonique
3 valeurs dans N’ et que cette hypothése soit vérifiée. Puis on regarde pour toutes les
transformations de jauge R = (Rij) € H!(B?,S0(n)) les repéres e = (e1,---,en) avec

ei(z) = Rij(z) &;[u(z)].

On choisit parmi les transformations de jauge une qui minimise la fonctionnelle
0 6 ;
F(R) = / Z( LJPRCI ‘;’ e;)? | dody

Appelons e le repére ainsi trouvé. 1l satisfait a

0 ,0e; 0 ,0e;
ax< L] J) (a y€ J) 0

Donc il existe des fonctions A;; dans H!(B?) telles que

Oei .y Oei ) _ (94ij _0Ai;
((ax’ej)’(ay’e])) -'( ay y am ))

et A;; vérifie alors :

Oe; Oe;j Oe; Oe;j

AA;; = (28 Y€ gei 0Oej
A =(5, 0z’ Oy Fe By’ Oz Frek

Ici intervient le phénoméne de compensation, en effet AA;; est dans H} (B?). Et

comme I’ont remarqué H. Brezis et P.L. Lions, ceci entraine que les coefficients (0e;/0z, €;)
(2,1)

1oa’(B?), (pour des précisions sur ces espaces

et (Oe;i /0y, e;) sont dans ’espace de Lorentz L
voir [S-W], [Z]).

Utilisation de I’équation d’Euler. Nous allons utiliser les notations complexes sui-
vantes : 5 ou d 178 5
u .Ou
U= oy (ax e b;)
o dei 1 Oe; ., 0e;
oy = (e = 3 [ Gen + it S|
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et o' =< e;,U >.

Exploitons le fait que rot Vu = 0 et que divVu = Au est orthogonal dans R¥ a

Ty(z)/N. Ceci entraine :

dau
(6.‘, E) =0.

Developpons en utilisant &/ = a’e;, on trouve

da' i
— =a;ja

dz
ou en adoptant la notation vectorielle z = t(ay,...,a,) et A= (aij) :

da
(4) E=A-a

L’équation (4) admet des solutions bornées. On peut montrer en se restreignant
si nécessaire & une boule plus petite que I’équation (4) posséde des solutions bornées dans
L*°(B?). On peut méme construire n solutions J, ..., B, & cette équation telles que, pour
tout z,(B1(2),- -, Bn(z)) soit une base sur C de C". On utilise ici de fagon cruciale le fait
que A est dans Ll(fc’l)(Bz), que le noyau 1/7z de 'opérateur d/dz est dans L(**)(B?) et
que L(2:°) et L(31) sont en dualité.

Conclusion : On multiplie I'équation par *8; ol B; a été construit & I’étape précédente,

on obtient q
o
‘ﬂj‘35='ﬂj'A'a=—‘(A°ﬂj)°a

()

d’otr d*(B; - @)/dz = 0. Donc tous les *; - a sont holomorphes. Comme les 3; forment une
base de C", on en déduit que « est dans L{Y , donc que u est localement lipschitzienne. =

Remarque : Dans [E], L.C. Evans réutilise I'idée de la preuve du théoréme 1 dans le
cas symétrique pour montrer que toute application faiblement harmonique et stationnaire
d’un ouvert de R™ vers une sphére est réguliére en dehors d’un ensemble dont la mesure
de Hausdorff de dimension m — 2 est nulle.
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