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Introduction

1. Notre but est de comprendre le moment, le lieu et ’allure de ’explosion de
solutions réguliéres d’équations hyperboliques non linéaires.

En dimension d’espace n > 2, il ne semble possible actuellement que d’aborder
I’étude de situations de perturbations de ’équation des ondes ou = 0. Pour une telle
perturbation quasi-linéaire Zgij(Vu)afju = 0, on considérera la solution réguliere u
d’un probléme de Cauchy a données C§° de taille ¢, et ’on notera T, son temps de
vie.

Cette situation a été étudiée par de nombreux auteurs, principalement Klainer-
man [13], [14], John [8], [9], [10], [11], [12] et Hormander [6], [7] (voir également les
bibliographies de ces ouvrages pour plus de détails).

Nous nous limitons ici a n = 2, pour des raisons de simplicité, mais aussi parce
que, dans la situation d’existence “presque globale” du cas n = 3, on a pensé que
les mécanismes de ’explosion n’apparaissent pas aussi clairement qu’en dimension
n=2.

L’étude du cas n = 3 fera l'objet d’un travail ultérieur (voir cependant [9]).

En fait, & notre connaissance, les seuls cas ou ’on sait prouver I’explosion effective
(i.e., T < 400) en en comprenant le mécanisme sont ceux de la dimension n =1
ou d’équations de structure “invariante par rotation” pour des données de Cauchy
également invariantes par rotation (voir [6], [8], [10]). Dans certains cas spéciaux
d’équations “invariantes par rotation”, on sait prouver ’explosion pour des données
quelconques, sans en comprendre, semble t-il, le mécanisme (voir [8]).

Les résultats que nous présentons ici sont de nature purement asymptotique,
bien que la méthode “d’optique géométrique & ’explosion” utilisée (cf. §2.3) semble
promettre, dans certains cas, une élucidation du mécanisme de ’explosion.

Le résultat principal (Théoréme 1.2) est ’existence d’un “temps de vie asymp-
totique” T2 tel que, pour des données génériques, on ait a la fois

i) Pour tout N > 1, T. > T* — eV pour 0 < ¢ < ey,

et
ii) Il existe C' > 0 avec %Tgl—t < ||V2ul|pw < T pour t < T — eN.
Tout se passe donc “comme si” on avait (sous les hypotheses du théoreme 1.2)
i) T. <400 ,T. — T2 =0(e>) et
i) S <V < 1<
. - u =) O e .
2 cT.—t L =T, Z pour E
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Soulignons que nous n’avons aucune preuve de cette derniére assertion ; c’est une
simple croyance personnelle.

Il serait évidemment trés intéressant de comparer ces résultats a ceux d’études
numériques.

2. La méthode de la preuve est classique dans son principe (cf. [6],[7]), qui tient
en deux points :

i) Construire une solution approchée u,,
ii) Estimer @ = u — u, a ’aide d’inégalités d’énergie.

Le premier point requiert un soin particulier, car on vise ici une approximation
d’ordre arbitraire en €, au moins au bord du cone de lumiere. Les grandes lignes de
la construction sont indiquées au §2 (cf. [1] et [2] pour les détails).

Quant au deuxiéme, il est standard loin de ’explosion (cf. [14], [6], [7]), mais

délicat ensuite, car bien entendu, si I'on avait T, < +o0, on aurait [ Te |IV2ul|| Lo dt =
+0o (cf. par exemple [16]). Il convient d’introduire des poids (singuliers) dans les
inégalités standard pour obtenir un bon controle des différentes normes de u par des
puissances de —:,—,:1—_2 Cette technique est expliquée au §3 (voir [3] pour les détails).

1. Temps de vie asymptotique.

1.1. Notations et hypotheses.

a. Dans R?, on note (zo,z1,z2) les variables, en utilisant souvent la notation
commode zo = t ,z = (z1,22) ; les coordonnées polaires en (z1,z2) seront notées
(r,w), avec r = (z? + 22)}/%,z; = rcosw,z2 = rsinw,w; = cosw,wy = sinw , 9, =
:13162 — :L‘201.

On considére I’équation des ondes quasi linéaire a coefficients réels et constants

(1.1.1) ou + gf;0kudfu =0,
ou la sommation est étendue aux indices 0 < 2,7,k < 2 ,0r = %,gfj = g;‘i, et
0=0? - A,.
Avec wg = —1, on définit (comme dans [6])
(1.1.2) g(w) = gfjw,ijk .
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On suppose données des fonctions u’(z,¢) = eud(z) + 2ud(z) + -+ ,ul(z,e) =
eul(z)+eul(z)+- - - réelles de classe C°, supportées dans || < M, et on considere
pour € > 0 le probleme de Cauchy

(1.1.3)

ou + gfj@kuaizju =0
u(z,0) = u’(z,¢€), du(z,0) = u'(z,e).

On note T. le temps de vie de la solution C*° de ce probleme.

b. Rappelons (cf. [5],[6]) que le premier terme u; d’approximation de u =
€uj + - -+ est la solution de

ou; = 0 ,’U,l(CC,O) = u(l)(x),atm(l‘) = ui(m) ’

avec

R(r —t,w)

(1.1.4) U~ =

pour

R(o,w) = (s,w,ul) — 8, R(s,w,u’)}ds ,

1 / 1 {R
2V21 Jo>o VS — O

R(s,w,v) désignant la transformée de Radon R(s,w,v) = Jooe

,v(z)dz de v.

Nous faisons ici ’hypothese de “non dégénérescence” suivante :

(ND) Il existe un point (og,wp) tel que

¢) —g(wo)agR(Uo,wo) <0,

) VA ,3C >0 avec, pour |o_op|+ |w—wo| < A4,

—g(w)agR(a,w) > —g(wo)agR(ao,wo) + C(lo-oo| + |w — w0|)2.

1

1.1. = .
(1.1.5) On pose alors  Ag (o) R(og00)

1.2. Le résultat principal.

Notre résultat principal est le suivant.
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Théoréme 1.2.— Considérons le probléme de Cauchy (1.1.3) et faisons ’hypothése
(ND).

Alors il existe une fonction T telle que
i) Pour tout N > 1, T, ZTe“-—eN pour 0 < e < ep,

i1) 11 existe C' > 0 telle que, pour %{3 <t<T*—eNetO<e<ep, onait

1 1 C
= < ||Vl < )
cTa—¢ SIWVulle= s 7o

2 2
De plus, T? est de la forme T2 = I-(L“;Ql"_gi), ou 74 est une fonction C'*° de ses
arguments avec 74(0,0) = Ag.

Nous appelons T2 le “temps de vie asymptotique” de u.

Mentionnons qu’on a donné dans [3], II un résultat beaucoup plus précis, ou
la taille du reste & = u — u, (cf. introduction) est estimée. Ce résultat permet en
particulier de localiser 1’“explosion asymptotique” de |V2u].

Notons qu’il est, en principe, possible de calculer T? a une appoximation arbi-
traire.

Dans [3], I, on a calculé les deux premiers termes de 7y,
(1.2.1) Te = Ag + A1+ 0(e? log ¢) .
Rappelons brievement le calcul de A; :
On considere la solution du probleme
oug + gfjakulaizjul =0, ua(z,0) = ud(z), Guz(z,0) = ui(z),
pour laquelle on montre

L(r —t,w)
iz 0

us — 99 0, R
2
pour une certaine fonction L de classe C*°. La valeur de A; est
(122) A1 = —A%g(wo)agL(ag,wo).

Remarquons enfin que le choix de la forme exacte de (1.1.1) est sans grande impor-

tance : notre méthode s’applique aussi bien & des équations plus générale du type
g,-,-(Vu)@,?ju =0.

Dans les paragraphes qui suivent, nous indiquons trés sommairement les idées
de la preuve, en renvoyant le lecteur a [2] et [3] pour les détails.
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2. La solution approchée.

La construction se fait dans l’esprit des techniques de “matching et stretching”
classiques pour les équations différentielles ordinaires (voir par exemple [17]).

a. L’équation des ondes n’ayant pas de lacune en dimension 2, ’étude du com-
portement de la solution a l'intérieur du coéne de lumiére (c’est-a-dire pour r — ¢t <
— cte) est assez délicate. Néanmoins, comme ’essentiel a lieu au bord du cone de
lumiére, nous ne discuterons ici que cette derniére zone.

b. Remarquons que si ’on dispose, pour r — ¢t > — cte seulement, d’une bonne
solution approchée u,, on peut utiliser des inégalités d’énergie dans un domaine
{r—t>—cte, T <t < Ty} (qui est un domaine d’influence de o) pour estimer %
dans cette zone.

c. On distingue dans la construction trois périodes : le “démarrage”, ou u, se
laisse décrire par une série en €, les effets des interactions non linéaires ne se faisant
encore guere sentir.

Une “période de transition” (jusqu’a t < <) au cours de laquelle s’établit un
équilibre entre les effets de propagation et les effets d’interactions, qui peut-étre
asymptotiquement décrit par des équations du premier ordre. Une troisiéme pé-
riode au cours de laquelle les mécanismes de “focalisation” deviennent dominants et
préparent la solution a ’explosion.

2.1. Le démarrage (période I).

e On définit les fonctions u;(z,t)(z > 1) par
oui + Qi = 0, ui(z,0) = ui(z), Bui(z,0) = u;(z),

avec
Q1 =0, Qp= Y g50%udjup pour p>2.
L+L0'=p

k

On choisira tout simplement u, = ul = 3 e'u;, k grand selon les besoins.
i=1

e Pour la suite, il importe d’avoir une idée du comportement des u;.

On a (prop. 3.1 de [2])

1
ui(z,t) = le(T —tw, ;),

1 1 1
ug(z,t) = rl—/z-{\/;Ré(r —tw, ;) + Ly(r — t,w, ;) 4.

——
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1 1 1
U3(:E,t) = m{th(r —t,w, ;) + \/ZRlli(r - t,wv ;)

1 1
+(10gt)L;(T — t,w, ;) + L3(7‘ — t,w, ;) + - }
etc ..., avec Elrf—;’2 ~ 0. Cette derniere propriété suggere d’appeler les L; les “profils
libres” de u.

On observe que R} ne dépend que de L1, tandis que Lo dépend a la fois des traces
de up et d’un certain “résidu”, trés décroissant avec le temps, des interactions non
linéaires de L, avec lui-méme (en dimension d’espace un, ce “résidu” serait a support

9
compact un temps). De méme, Rg,R; et L; dépendent des termes précédemment
calculés tandis que L3 dépend des traces de uz et d’un “résidu” d’interactions, etc....
b

L’existence et les propriétés de ces “profils libres” de u est étudiée dans [1]. Nous
verrons que “le temps de vie asymptotique” T2 de u est calculable a partir d’eux seuls
(comme pour (1.2.2)).

2.2. La phase de transition (période II).
On observe que la série

euy + e*ug +uz + -+ =

€
rl/2

{(Ly + eVtR, + €%R: + - )+ e(Ly + eVtRL 4+ ---) + e logtLl + €*(L3 +---)}

qui définit ul perd son caractére asymptotique (et donc son utilité) lorsque /¢ n’est
plus petit. Comme par ailleurs elle apparait formellement comme une fonction des
variables supplémentaires 7 = v/t et ( = ¢? logt, on va maintenant chercher u, sous
la forme

II 3 1
(2.2.1) Uy = U, = mF(a,w,z,r,C),azr—t,z: ~
La variable 7 = e/t (“stretching”) s’appelle traditionnellement le “temps lent” du

probléme (cf. [4], [16]) ; la variable { = ?logt est un deuxiéme “temps lent” qui
s’introduit ici du fait de la précision recherchée.

On fixe dorénavant 0 < A < Ay (défini en (1.1.5)), et on limite la période II a
T < A.

On peut alors montrer (prop. 4.1 de [2]) qu'il existe une solution de la forme

(2.2.1) deou + g,l;.akua,?ju ~ 0, pour laquelle les fonctions 82¢8¢ F(o,w, 0,0,0)(£ > 0)

sont prescrites ; cette solution est alors unique.

D’autre part on peut constater, pour la fonction F' correspondant au choix de

I en période I, que

a

F(0,0,0,0,0) = (L1 + €Lz + €2 L3 + - - -)(0,w,0), 828! F(0,w,0,0,0) = 0(£ > 1).

u
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Le choix de ces “données initiales” pour u, en période II garantira donc, grace a
a b
I’'unicité, le recollement correct (“matching”) des approximations. Pour des raisons
techniques dues au comportement & 1’'intérieur, on choisit en fait d’effectuer ce recolle-
q s
ment dans une zone t ~ ¢~ 14/9,

Autrement dit, on calcule ul! = 7z F' en résolvant une équation non liné-

aire avec le “profil libre” —5(L; + €Lz + --+) comme donnée initiale. Qu’a-t-on
gagné a cette démarche, par comparaison avec (1.1.3) ? D’abord, les variables ne
sont pas les mémes, mais |’essentiel est que ’équation a résoudre est, asymptotique-
ment, du premier ordre (comme il convient dans une méthode d’“optique géomé-
trique”). Indiquons notamment que le terme principal v(o,w,7,() = F(o,w,7,() de
F est obtenu en résolvant 1’équation d,v — ¢/2(d,v)? = 0, pour une donnée initiale

'Uo(O',w, C) = Ll + 5L2 + -+ O(C)

Cela explique, compte tenu des propriétés de ’équation de Burger, le role fon-
damental joué par Ay, car le temps de vie de v vaut Ag + 0(¢) + 0(¢).

2.3. Optique géométrique a ’explosion.

2.3.1 La phase de transition se termine & 7 = A. On constate qu’au voisinage de
. . 2 2

cet instant, les variables z = 1 = (1 + 25-)7! et ( = 2¢?log L sont devenues

superflues ; on veut donc réécrire la fonction F(o,w, z,7,() précédemment calculée

sous la forme F(o,w,T) (par abus).

Avec u = =z F(r — t,w,7), le calcul donne
(2.3.1)

62

-

ou les points désignent divers termes faisant intervenir les dérivées premieres et secon-

des de F en 0,,0,,0r.

ou + gfjakuaz?ju =

{—a,aaF+ga,FagF+€2 {_% (211 +33) F+} }

D’autre part, la valeur de ul! pour 7 = 4,

€
r1/2

g2 oe? _ A
F(a,w, E(l + —2) 1,A,252 log ;) =

€
172

u£I|T=A = Fy(o,w),

fournit naturellement la trace sur 7 = A du nouveau F, solution de (2.3.1).

Si l'on trouve une solution réguliéere F' de

(2.3.2) 8,0,F + g0,FO?F + €*[--] =0 satisfaisant

(2.3.3) F(o,w,A) = Fy(o,w),

que dire de la deuxieme trace de F' sur 7 = A ? on voit facilement qu’elle est en fait
déterminée, a 0(c*>°) preés, par la premieére.
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Ceci garantit que pour 'approximation ul// = 75 F(r—t,w, ) obtenue a l'aide

d’un tel F, on a aussi 0, (vl —u)|, = 4 petit si ul! est une approximation suffisamment
) a p a 1Y

bonne de u.

2.3.2 Expliquons maintenant comment on peut trouver une solution de (2.3.2)/(2.3.3)
(on translate ici 7 pour se ramener a une donnée initiale sur 7 = 0).

Rappelons d’abord que les fonctions considérées sont toutes supportées pour
o< M.

e Soient alors h(z,w,7) et V(z,w, ) des fonctions a déterminer, supportées pour
z < M, vérifiant h(z,w,0) =0,V (z,w,0) = 0, Fa(z,w).

Si 7, est assez petit pour que D = 1+ 0,k > 0 lorsque 7 < 7, on définit pour
0<7<7,X(0o,w,7) par

(2.3.4) X(o,w, )+ h(X(o,w,7),w,7) =0,

et l’on cherche la solution de (2.3.2) sous la forme

(2.3.5) F(o,w,7) = /1\: V(X(s,w,7),w, T)ds.

e Calculons par exemple 82 F : en posant z = X(s,w,7), il vient F(o,w,7) =

f;;(”’w’r)(DV)(:c,w,'r)dx. D’ou

X(oyw,r)
O.F(o,w,7) = / (DO, V — 0,h0.,V)(z,w,T)dx ,
M

puis BF(o,w,7) = BY(,h)2(X(0,w,7),w,7) + [ DRV — 02ho,V
—20,h0,0.V)(z,w, T)dx.

o Les différents termes de (2.3.2) se calculent de fagon analogue, et ’on obtient

0.V
D

~0,0,F 4 g0, FO:F 4+ €*[---] = {0:-h+ gV +2L1(h,V)}

+(—=0;V +€2Ly(h,V)), ou L, et L, sont certaines expressions, non linéaires et inté-
grales de dérivées de h et V.

Ici le membre de gauche est évalué en (o,w,7) tandis que le membre de droite
Pest en (X (o,w,7),w, ).

Il suffit donc de choisir i et V solutions de
Orh + gV +e%L1(h,V) =0,
(2.3.6) — 0.V +e*L2(h,V) =0,
h(z,w,0) =0, V(z,w,0)=030,Fs(z,w),
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pour résoudre (2.3.2)/(2.3.3) pour 0 < 7 < 7,.

Nous croyons qu’il est possible, dans certaines situations de résoudre (2.3.6) de
facon exacte. Ici, nous nous contentons de choisir A = RO = hy + e2hy 4+ -+ +
e2hy V =VWO = Vg 4+ Vi + -+ eV, ou Vo = 0, Fa,hg = —790,F4 corre-
spondent a la solution de I’équation de Burger, tandis que les h;, V; sont déterminés
successivement par (2.3.6) (£ est grand selon les besoins).

On obtient ainsi une solution u, = ug[) , définie pour 0 < 7 < ¥ (e,e?loge) (car

Fu, kO v x® ) dépendent de € de cette facon), avec T,fe)(0,0) = Ap.

C’est uniquement ici qu’intervient ’hypotheése (ND) faite sur g et le premier
profil libre R ; cette hypothése permet I’étude de D) & I’aide du théoréme des
fonctions implicites.

3. Inégalités d’énergie et estimations des restes.

Une fois u, construite, on pose u = uq + u et il vient

(3.1) Li = ou + g50kud% i + g%0%uaOkte = —Ja,

\

ou
k 2
Ja, = 0Ugq + guakuaa”ua.

L’opérateur L est essentiellement le linéarisé de 1’équation sur u,.

Il s’agit maintenant de controler u a l’aide d’inégalités sur L, dans un domaine

.. 2 .
d’influence de L, trés voisin de {to = é,— <t <T,r—t > — cte} (en effet, 'estimation
de @ pour les deux premieres périodes ne pose pas de probléme, cf. par exemple [6]).

3.1. Dans le calcul habituel d’intégrations par parties de Luus qui meéne a l'inégalité
d’énergie standard (cf. par exemple prop. 6.3.2 de [7]), on voit apparaitre des termes
du type V2uViVi, auxquels s’ajoutent les termes du type VZu,ViVi provenant
des termes d’ordre inférieur de L. Comme ||V2u||peo ~ ||VZuq||100 ~ —=E25— (nous

\/t_("'-""')
omettons partout 'indice (¢) de u, = uff) pour alléger), le facteur correspondant
p

T
Co fto [|V2u|| oo dt

y . . s . \ \ 1
d’amplification e de ’énergie vaudra a peu prées CRY e

Pour obtenir des estimations précises du reste et de ses dérivées, nous allons
mettre en évidence a l’aide d’inégalités a poids le caractére “quasi radial” du com-
portement de u (et donc de u), c’est-a-dire le fait que 0,4 ~ —w;0s.
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3.2. Le principe de l'inégalité d’énergie a poids illustré sur un modele.
Supposons pour simplifier Lv =ov + a,0;v + Y, a;0;v.

En introduisant le poids a = eB#("~9 (¢ croissante, B > 1), on trouve aovv, =

GB%I > (wivy +3,'v)2 +0E+),0i(),avec E = (vt +|V,v|?). Cela permet d’écrire
i>1 5

/
aLvv; = aB%E(wivt + 6,’1))2 + O E+X0i( )+ a(ag — Eaiwi)(vt)z +aXa;(0;v +w;ve )ve

d’ou, pour tout n > 0,

T T
E(T) < E(to) + / aLvvedt + 2(n + Z a;w; — ao)/ E(t)dt
to to

pour B choisi assez grand (dépendant de 7).

3.3. Le cas de 'opérateur L

L’opérateur L défini par (3.1) n’a pas pour partie principale o ; on doit donc
modifier ’exemple du §3.2 en prenant ¢' de 'ordre de V?u.

Voici les choix opérés :

a = BamWIVIXY) oy = 9, F, (voir §2.3.2), ¥(z,w)(0 < 9 < 1) étant une
troncature telle que g0,Vy > cte > 0 sur supp ¢ et D > cte > 0 sur supp (1 — o)
pour 7 < Ty.

En posant

= ,,16,2 % V°(X w,) et B = -;— / a[(9w)? + |Voo|* — gl 0kud;v0;v]da,

on a alors l'inégalité d’énergie suivante (voir [3]) :

(3.3.1) Pour tout B > 1, il existe une fonction ap > 0, vérifiant ftf ap(t)dt <
C(1+ B), et pour tout n > 0, une constante C,, telles que, pour tout A < 10, on ait

%/o aypdg{(B — Cy) ;(3 ;v 4+ wi0w)? +2(A — = — n)(6¢v)?}dz dt
T T e\
FE(T) < E(to) + /t aLvdyvdz dt + /t {an(t) + M}E(t)dt.
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Si, pour A > —;—, on néglige le premier terme du membre de gauche, on obtient pour
E(T) par application du lemme de Gronwall, une amplification de E(¢) par un
facteur ———1\/-—;

Te—eVE)2

(

Ce résultat, quelque peu surprenant au vu des considérations du §3.1, s’obtient
en utilisant le procédé expliqué au §3.2 et le fait tres simple suivant : pour une solution
v(z,7) de équation de Burger de temps de vie 7, on a ||9;v||z < cte + —L

Ta—T

3.4. Une fois que 'on dispose de l'outil (3.3.1), il est aisé de l'utiliser pour estimer
v = u et ses dérivées par rapport a z,t et w.

La preuve suit alors le chemin habituel d’un raisonnement par induction sur le
temps (cf. [6], [7]).

Finalement, on définit le temps 7, du théoréme 1.2 par la propriété , ~ T,.EO) +

> (T,EHI) - T,EE)), ce qui est loisible car D 0 - 0(e2¢+2).
i>1
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