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Introduction

Dans tout ce texte, nous désignerons par U un couple (v, T') ou v est un champ de vecteurs sur
R? dépendant du temps et T une fonction scalaire, tous deux dépendant de la variable (t, z)
de R, x R3. Nous désignerons par H® I'espace de Sobolev homogéne sur R3, c’est-a-dire
I’ensemble des distributions tempérées u telles que

2 & [ P ate) P < oo.

Rappelons que cet espace est de Hilbert dés que s < 3/2. On se propose d’étudier le modeéle
suivant :

( a¢v1+v-Vvt—uAvl—%v2 = —?
v +v -Vt —vAL? + %vl = —?
_ %2

PE 1
(PE) § 3t03+v~Vv3—uAv3+;T = €

BtT+v-VT—v’AT—%v3 =0

divve = 0
\ (v17v27v3’T)|t=0 = (v(l)vv%)vgaTO))

ol 'on a posé

3
v-V=

3
v9; et dive= Zajvj,
j=1 j=1
et ou v et /' désignent deux nombres réels strictement positifs.

Nous nous concentrerons ici sur I’étude mathématique de ce systeme et notamment sur le
passage a la limite quand ¢ tend vers 0. Lorsque 'on fait tendre € vers 0, on donne beaucoup
d’importance aux termes qui sont divisés par €; ce sont eux les termes dits pénalisés. Pour
des travaux conduisant & des modeles de ce type, le lecteur pourra consulter les travaux de
modélisation en climatologie de J.-L. Lions, R. Temam et S. Wang (voir [13]) ainsi que le
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survol de J.-L. Lions (voir [12]). Signalons également que, dans [1], T. Beale et A. Bourgeois
étudient, dans le cas ot ¥ = v/ = 0 un modele de ce type. Par souci de simplicité, nous I’avons
ici tres légeérement simplifié. ~

Ecrivons tout d’abord le systéme (PE,) sous la forme plus compacte suivante. En posant

U ¥ (v,T) = (v',0%,4%,T),

on a
. U +v-VU - LU +€ AU = € 1(-V®,0)
(PE.) divve = 0
Ut=0 = UO,
la matrice A étant définie par
0 -1 0 O
1 0 0 O
A= 0 0 0 1
0 0 -1 0

et opérateur L par LU = (vAv,'AT). Remarquons immédiatement que, formellement, le
systéme (PE,) vérifie I’estimation d’énergie

d d
Slo@I + ZIT@I3: + 2190l + 2190 = 0,

parce que d’une part la divergence du champ de vecteurs v est nulle et d’autre part la ma-
trice A est antisymétrique. Le fait remarquable est que le parametre ¢ n’apparait pas dans
les estimations d’énergie L2. Nous verrons qu'il n’apparait pas non plus dans les estimations
d’énergie dans les espaces de Sobolev.

C’est ce fait qui distingue ce probléme de pénalisation de beaucoup de problemes classiques
de pénalisation. Prenons par exemple le probleme de la pénalisation de la divergence pour
I’obtention de I’équation Navier-Stokes incompressible. Regardons le systéme

1
Sv+v-Vu+ §(divv)v —vAv — %Vdivv =0.

Dans [11], J.-L. Lions a démontré que la famille (v) convergeait vers une solution de ’équation
de Navier-Stokes. L’estimation d’énergie sur ce systéme est

d 2, ..
S Iv®IZe + 20 Ve@IZ: + [l dive(®)]Z: =0.

Le fait que
) €
/R+ | div ()l < Slvoll3s

joue un réle important dans la démonstration.

Comme nous ’avons vu, dans le probléme que nous regardons ici, le terme de pénalisa-
tion n’apparait pas dans les estimations d’énergie. Son seul réle semble étre de générer des
oscillations en temps de plus en plus rapide & mesure que € tend vers 0. Nous verrons que
cela contribue & la stabilisation du systéme, c’est-a-dire & l’existence de solutions globales
régulieres.

Pour introduire les théorémes démontrés dans ce texte, nous allons déterminer formel-
lement le systéme limite. Considérons une famille ((ve, ®¢))o<e<e, une famille de solutions
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de (FE‘G) et supposons qu’elle converge vers un couple (T),(f)). Supposons que cette conver-
gence soit suffisamment forte pour permettre un passage a la limite dans les termes non
linéaires, il est clair que 1’on doit avoir

lim T, + 639, = O,
€—0C
lim v — 3 ® = 0,
€—00
lim ve1 + 0P, = 0 et
€—0C
lim v} = 0.
€—00
Ceci implique que, si I’on pose V3 f det (—02f,01f), on a
VZLZI; et
—3P.
Ces relations sont connues dans la littérature sous le nom de conditions quasi-géostrophiques.
Le systéme que I’on obtient par ce passage formel a la limite peut s’écrire de la fagon suivante :

(QG){ 2z

O+ -Vi—vAT+wt = V¥

OT +79-VT — VAT —wd = —03
(EQG) i = Vid
T = -39

@m0 = (%0, T0),

ot les inconnues sont (7, T, 5) ainsi que (w, ¥). Remarquons que ¥ est un champ de vecteurs
a deux composantes qui dépend de trois variables et dont la divergence est nulle alors que w
est un champ de vecteurs sur R?.

Nous allons simplifier I’écriture du systéme (EQG) ci-dessus en introduisant le tourbillon
potentiel, quantité qui jouera un réle crucial dans tout ’article.

Définition 0.1 On appelle tourbillon potentiel d’un quadruplet U = (v,T) (ou potential vor-
ticity en anglais) et l'on note Qy ou bien Q en l'absence d’ambiguité la quantité

Q = 8,0 — ! — T

Cette quantité jouera pour le systéme étudié ici un roéle analogue a celui du tourbillon en
mécanique des fluides bidimensionnels. En effet, si I’on définit 'opérateur sur H~1(R3) par

A7 S F el ),
on a
QO = v — o' — T
= 0%+ (—52)?® + (—33)2®
= Ad.

Les conditions quasi-géostrophiques peuvent s’écrire

v = VIATIQ et
G 2 (v,T)
(Q ) { T = _83A—lﬂ(v,T)'
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De plus, on peut calculer 8 +7- Ve pour une solution du systéeme (EQG). On trouve alors
que le systéeme (EQG) est équivalent &

60 +7-Q—vAQ = 0
(QGS) 7 = VFATIQ

T = -5A70.
Une estimation d’énergie L? sur ce systéme assure formellement que
d
a;llﬂ(t)lliz +v[|Va()|Z. = 0.

Grace aux conditions quasigéostrophiques, ceci fournit sur (v, T), une estimation dans 1’es-
pace L®(R*; HY)NL?(R*, H?). La théorie classique des systémes paraboliques assure que le
systeme (QGS) est globalement bien posé dans H!.

Le but de ce texte est de démontrer que si 'on est suffisamment proche du systéme (QGS),
c’est-a-dire essentiellement si € est assez petit, alors le systéme (PE,) est globalement bien
posé.

La théorie de Fujita et Kato (voir [8] ainsi que [2] pour des déloppements récents) dit que
des systémes du type (1/51/7)5) sont globalement bien posés pour des données initiales petites
en norme HZ. Dans ce texte, nous obtiendrons un résultat d’existence et d’unicité globale
lorsque € est suffisamment petit et pour des données initiales telles que la partie pénalisée soit
elle aussi, suffisamment petite.

Le texte sera structuré comme suit :

e dans la premieére partie, nous énoncerons précisément un théoreme d’existence et d’uni-
cité globale et un théoréme de convergence, puis ferons quelques commentaires a leur
sujet ;

e dans le deuxieéme partie, nous démontrerons le théoreme d’existence et d’unicité globale,

e dans la troisiéme et derniére partie, nous donnerons une idée de la démonstration du
théoréme de convergence vers le systéeme (QGS).

Remerciements Je tiens a remercier J.-L. Lions pour les nombreuses remarques qu’il m’a
faites & propos de ce travail. J’exprime également ma gratitude & Y. Brenier, E. Grenier, R.
Lewandowski et F. Murat pour les discussions amicales et fructueuses que j’ai pu avoir avec
eux au sujet des questions traitées dans ce texte.

1 Enoncé des résultats

Définissons maintenant la partie dite oscillante, c’est-a-dire la partie sur laquelle la pénalisation
agit.

Définition 1.1 Soit U = (v,T), on définit alors Uy et Ugg par

UOSc = ('Uosc;Tosc) avec
1 _ 1 -1

Vgse = U+ 0ATQ,

2 _ 2 -1

Voee = U°—O1ATQ,
v, = v

Tose = T+ A0 et
UQG = U — Upse.
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Remarquons tout de suite que, pour tout réel s, on a
(UosclU)Hs = (AUosc!U)HS =0.
Il est clair que, pour tout réel s, la norme

(|Q|§——1 + |Uosc|§)

est équivalente & la norme |U|2. Pour alléger les notations, nous désignerons indifféremment
par |U|? la (semi-)norme dans l'espace H® et les quantités

|QUI§—1 + 'Uosclz et |UQG|§ + |Uosc|g'
Le théoréme démontré est le suivant.
Théoréme 1.1 1l existe une constante c (strictement inférieure a 1) telle que, si
lv—V|<ecv (1)

et si la donnée Uy appartient & H' N H™! et vérifie

at [Uol1|Uolo
IUO,oscl—-l < |U0l%exp(_72—) et (2)
% |Uol1|Uolo
< D exp (-2l 3
© = |U0|%|Uo|% exp( cv? ) (3)

alors le systéme (FEE) est globalement bien posé, c’est-a-dire qu’il admet une unique solution
globale appartenant ¢ C(Ry; H) N L3 (Ry; H?) et vérifiant

Uk +v [ U@ <0l

+

Enongons maintenant un théoréeme de convergence dans le cadre des données initiales bien
préparées.

Théoréme 1.2 Soit (Up,e)cejo,e une famille de données initiales bornées dans H L telles qu’il
existe Up gg tel que l'on ait

lgrg) IU(),G — U07QG|_1 =0 avec (UO,QG)osc = 0.

Alors, la famille (Ue)ccjo,e;) de solutions de (ﬁe) avec donnée initiale Uy converge vers la
solution Uge de (QGS) avec donnée initiale Up g et ce dans L®(Ry; HI™") N L2(R*, H2™M)
pour tout n strictement positif. Plus précisement, on a

lim U = Ueose = Ug ~ dans L®R*; HY) N LR, H).

Ce théoreme est démontré, uniquement sur un intervalle de temps fixe dans le cadre de 1’équa-
tion de Navier-Stokes sur le tore T3 par E. Grenier dans [9]. Pour des viscosités nulles et sur
le tore T3, T. Beale et A. Bourgeois démontrent dans [1] un résultat de convergence, sur un
intervalle de temps fixe et dans le cas de viscosités nulles. Dans ce cas des viscosités nulles,
D. Iftimie a récemment démontré dans [10] que le temps d’existence des solutions réguliéres
du systeme (PE.) avec viscosité nulle tendait vers +oo lorsque € et U osc tendait vers 0.
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2 Démonstration du théoréme d’unicité globale

Par souci de simplicité, nous ne démontrerons les théoréemes énongés ci-dessus uniquement
sous I’hypothése que v = v/. D’une maniére générale, nous renvoyons le lecteur intéressé par
le détail des démonstrations & [7].

La démonstration comporte trois étapes :

e une premiére consiste & transformer le systéme (PE,) en le systeme (PE,) ; sous cette
forme, le terme e ! AU,,. apparaitre nettement, ce qui permet une majoration de

1

e la deuxiéme est une ”diagonalisation” du systéme, ce qui signifie que I’on sépare autant
que faire ce peut la partie oscillante Uys, de la partie non oscillante €2. Ceci conduit
au systeme (DPE,) et & ’'observation du fait que, si |Upsc(t)] 1 reste petit devant la

viscosité v, on obtient une estimation de type linéaire sur la norme H! de U ;

e la troisiéme consiste & dériver en temps le systéme (PE,) et & appliquer les deux re-
marques précédentes, c’est-a-dire les propositions 2.1 et 2.2.

Premiére étape

Comme dans le cas des équations de la mécanique des fluides incompressibles, utilisons la
contrainte sur la divergence de v pour déterminer ®. En appliquant 'opérateur divergence au
systéme, on trouve facilement le systéme (PE). est équivalent au systéme suivant :

atU + V- VU - LU + 6—1AU030 = GP(U, U)
Ui—o = Up avec

(PE) {

GP(U,U) = (=Vp,0) = (v > aiajA-l(vivf),o). (4)

1<i,j<3

Ayant mis le systéme de départ sous cette forme, nous pouvons dés maintenant énoncer la
?
proposition suivante qui se démontre grace au théoréme de produit sur les espaces de Sobolev.

Proposition 2.1 Soit U une solution de (PE,) qui est continue en temps d valeurs dans H'N
L%. On a alors les estimations suivantes :

6tU(t)+%AUosc(t) < vUBL+CIUMKIU®)]y et (5)

QU@ + AUwd)| < VU@L + ORIV}, ©)

0

Remarque Grice a cette proposition, toute estimation sur |0,U|-; donnera une estimation
sur € | AU,sc|-1 et donc sur €7!|Upys|-1 puisque la matrice A est inversible.

Deuxiéme étape
Etablissons ’équation satisfaite par 2, puis celle vérifiée par U,s.. Par définition de €, il est
clair que

o +v-VQ—-—vAQ = R avec
R déf —81v - Vv? + Gv - Vol + Ozv-VT
= —(ot+ 62112)(611)2 — Bv!) 4+ 3v - VT + 81038307 — 802850
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Comme la divergence du champ de vecteurs v est nulle, on a dyv! + Hv? = =950 ; d’our il
vient que

R = 0303, (01v° — dol) — 0103, 050% + 621;380831)'1 +03v - VT
= 83v§sc(81v2 — dpvt) — 811)256831)2 + Bzvgscagvl + (O3vpsc) - VT
+ 83(71 - 'Uosc) « Ve + 63('0 - 'Uosc) : v(T - Tosc)~

Calculons le terme (93(v — vosc)) - V(T — Tos). Par définition, on a
A3(V — Upse) = (—B203A7IQ,8103A71Q,0) et T — Tpse = 33471

D’ou il résulte que
(03(v — Vose)) - V(T' = Tpse) = 0.

C’est ici le point de la démonstration ou l'on a utilisé tout particulierement la forme spéciale
du systéme. Par contre, le calcul du terme @ est sans intérét et donc omis. Le systéme (PE),
est alors équivalent au systéme (DPE,) défini ci-dessous.

atQ +v- VQ - VAQ = q(Uosc, U)
(DPEG) OtUosc + v - VUyse — VAU s + E_IAUOSC = Q(Uv U)
Ug=o = Up avec

qUose, U) = 0303,,(3102 — Bav") + 0503, 05T + B5(v — Vosc) - Vs et
aQA_li](Uosm U)+ [’U -V, 82A“1]1Q — O1p
—-01A~ Q(Uasc; U) - ['U -V,01A° ]Q — 32p
UU) =
QU V) L

3ATG(Upse, U) + [v - V, 84710

Les inégalités relatives aux termes g et () sont regroupées dans le lemme suivant, qui se
démontre par exemple a 1’aide du calcul paradifférentiel.

Lemme 2.1 Il existe une constante C telle que l'on ait

|Q(Uosc)U)|—1 < CIUOSC!%IU'Q et (7)
(Q(U7U)|UOSC)H1 < C|UOSCI%lUI§- (8)

Nous pouvons maintenant formuler précisément la seconde idée de la démonstration au
travers de la proposition suivante.

Proposition 2.2 Soit U € C([0,T*[; H') N L2 .([0, T*[; H?) une solution de (PE.) ; limpli-
cation suivante est vraie.

(VT S t, IUOSC(T)lé

t
<) = WOR+v [ U)Edr < val} ©
Remarque Par rapport au cas des équations de Navier-Stokes usuelles, ou pour avoir une
inégalité de ce type, il faut que |U |% soit petite, ici, seule la norme dans ’espace de Sobolev
d’indice 1/2 de la partie dite oscillante U,y doit étre supposée petite. Ceci, crucial pour
démontrer le théoréme, est une conséquence de la forme particuliere du terme q(Us,se, U)
apparaissant dans ’équation (DPE,).
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Démontrons la proposition. Par estimation d’énergie L? dans ’équation sur le tourbillon
potentiel €2, on a, grace a la nullité de la divergence de v,

d
Elﬂ(t)lﬁ + 20|87 < 2(q(Uose(t), U())IQU(E)) 12
D’apres le lemme 2.1, on a

2(q(Uosc(t), U (£))[2(¢)) 2 2|q(Uose(t), U(0))|-1|U (£)]2

<
< Consc(t”%IU(t)lz-
Il en résulte que

%lﬂ(t)% +20|Qt)} < ClUose(t)]3|U (1) 13- (10)

Etudions maintenant I’évolution de la norme H' du terme oscillant Uys.. A nouveau grace au
lemme 2.1, on a

d
EIU(t)If + 20U (13 < ClUssc ()11 [U (1) 5.

L’hypothése disant que, pour tout 7 inférieur ou égal a ¢, on a |Ups.(7)| 1 < cv, assure que

d
FIUOR+rU@E <o0.

La proposition en résulte immédiatement par intégration. En utilisant 1'inégalité d’interpola-
tion entre la norme H? et la norme H', on a

t t
[ 1w < [ 0GRUE
2 0

D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a donc

ot < ([ 106k ([ 106gar
0 0

En se souvenant que I’énergie est conservée et en appliquant la proposition 2.2, on trouve

U,
/IU ¢)|2d < [Uol1Uolo |U0|1| olo_

On vient de démontrer le corollaire suivant :

Corollaire 2.1 Soit U une solution de (PE,) appartenant a C([0, T*[; H*)NLZ ([0, T*[; H?) ;
limplication suivante est vraie.

|U0|1|U0|0

(vr <1, Uty S @) = [ U far <

1
2

Remarque Ce corollaire est trés important, car il est bien connu que la norme L? en temps a

3 . ~ . . . . .
valeurs H? est une norme qui contréle une équation parabolique de type Navier-Stokes (voir
par exemple [3] ou [4]).
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Troisieme étape
Relions maintenant les deux idées que nous venons d’exposer. Nous allons démontrer la pro-
position suivante.

Proposition 2.3 Soit U une solution C([0, T[; H')NL2([0,T[; H?) du systéme (PE,). Alors,
on a, pour tout t € [0,T7,

|U030(t)|—1

t
U/O |Upse(T) Igdr

Pour cela, dérivons en temps le systeme (PE). On obtient alors le systéme (OPE,) suivant,
en posant U =U :

IN

(|U0,osc|_1+C'e|U0|1|U0| exp( /[U |2d7') et (11)

INA

(20, 0sel1 + CETORITOR) exp( / U (r) |2dT> (12)

QU +v-VU = LU + e AUy = (=Vip,0) — 8w - VU
(OPE,) dive = 0
U|t=() = atU|t=0.

On procede par estimation d’énergie sur ce systéme. Tout d’abord, observons que l'on a, par
définition de la matrice A et de U,

AUOSC . U = 'Ugsc'U + voscv + 'U3Tosc voscT
= (’02 - vgsc)v - (U - v;sc)v + Ua(TOSC - T)
= VHATIO+ 28 ATIO + v3ATIO

= v-VATQ.
Le champ de vecteurs v étant de divergence nulle, on en déduit par intégration par parties

que, pour tout réel s,

(AU se|U) s = 0. (13)

L’estimation d’énergie sur ce systéme (OPE,) va maintenant résulter du lemme suivant,
démontré par exemple dans [3] ou [4].

Lemme 2.2 Pour tout réel s de lintervalle | — 1 — 3/2,1 + 3/2|, il ezxiste une constante C

telle que, pour tout champ de vecteurs de divergence nulle v appartenant a H %, et pour toute
fonction a appartenant a H®, on ait

|(v- Vala)e| < Cluls lalslalar. (14)

Pour tout réel s de l'intervalle | —3/2,3/2|, il existe une constante C telle que, pour tout champ
de vecteurs de divergence nulle v appartenant a H®, et pour toute fonction a appartenant a H 3 ,

on ait
|v-Va|s-1 < C|v|3|a|%. (15)

Appliquons ces inégalités au systéeme (OPE,) avec s = —1. Il en résulte que

LR+ 20O < @U@ U0

3
2
Ainsi, il vient

LR, + vl < Sworen.
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De 'inégalité ci-dessus, on déduit que

& (oo (=S [ wmBar)) < 0B (-5 [ o).

Par intégration, on en déduit que
. t . . C rt
OOR+v [ 00 < 10O R exe (T [ Wfar). (16

Majorons maintenant |U(0)|-;. Le paramétre € va se manifester ici. Appliquons la proposi-
tion 2.1 au temps t = 0. L’inégalité triangulaire assure alors que

. 1
|U0)]-1 < ;on,osc|—1 +v|Uol1 + C|Uol1|Uo] 1.

Or, on a |Uy| 1 > cv, sinon, le probléme est globalement bien posé (voir I’article original de

Fujita et Kato [8] ou bien par exemple [2] ou [3]). La présente étude est alors sans objet. On
en déduit donc que

. 1
|U(0)|—1 < EIUO,oscl—l + C|U0|1|U0|%.
D’ou 'inégalité suivante :
. t 1 c It
OO +v [ 10)dr < (0001 + ClULIOL ) exe (5 [ 10@Rar). @)

Utilisons & nouveau la proposition 2.1, mais & 'instant ¢ cette fois. Toujours grace a 'inégalité
triangulaire, on trouve que _

|AUssc(®)[-1 < elU@)|-1 + U@+ lU@RIU @]y et (18)

|[AUasc)[§ < 2 |U(1)[5 + CE2U )5 + 62IU(t)IglU(t)lﬁ- (19)

Une inégalité classique sur les équations de type Navier-Stokes (voir par exemple (3], ou
bien utiliser le lemme 2.2 comme ci-dessus) affirme que, si s appartient & 'intervalle | — 1, 1],
on a

t C It
OO +v [ 00 Eadr < W exe (2 [ 1URar). (20)
En appliquant cette inégalité ainsi que les estimations (17) et (18), il vient

C rt
|AUpsc(t)]-1 < (lUO,oscl—l + 6|U0|1|U0l% + ev|U|1) exp (;/0 IU(T)IngT> .

Nous avons déja vu que l'on pouvait supposer que |Up| 1 était supérieure ou égale a cv. On
déduit alors de 'inversibilité de la matrice A que, pour tout ¢ de 'intervalle [0, T*[, on a

C rt
[Uare®)l-1 < (o + Cltahltaly) exp (5 [ 10 ) (2

Démontrons maintenant la seconde inégalité de la proposition. D’aprés I'inégalité (17), on
déduit de I’estimation (19) que

t t, .
v [1AUufidr < 2% [((0@F+Cvee? + U@ R)ITE)dr

< (2|U0,080|2—1 + C€2|UO|%|UOIZ%

+Cve /Ot(,,z +UR)U () Bar) exp (% / t |U(7')|2%dr> .
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De l'inégalité (20), on déduit que

/ ]AUOSC(T)IOdT < (2|Uo osc|21 +C€2|U()l1(l/ + IUol2 exp( / |U(T)|2d7')

La matrice A est inversible et 'on peut supposer |Up| 12 cv; d’ou il vient que

t C rt
v [ 1Ue(r)idr < @Unucls + CEfUR exp (5 [ 10(r)ar ).

D’ou la proposition 2.3.
Appliquons le corollaire 2.1 qui affirme que, tant que |Ussc(t)|; est inférieure ou égale a cv,
alors i

t
2 |Uol11Uolo
[ w@par < b,

On déduit alors de la proposition 2.3 que, tant que |Ussc(t)]y reste inférieure ou égale & cv,

on a
Usp1|U
Va1 < (Uocl-1 + Celtnh Ul exp (I2LED) oy 22
¢ C [Uo|1UVol
V/() |UOSC(T)|(2)dT < (ZGIUOizélUOH + 2|U0,030|2—1) exp ('—Z;j—z—l ’ (23)

En remarquant que
|UosC(t)|§ < IUOSC(t)'—ﬂU(t)R

et en appliquant la proposition 2.2, on déduit de I'inégalité (22) que si |Upsc(t)| 1 Teste inférieure
ou égale a cv, alors

Uolh1|U
Vase 1} < (Unose-U0f + U0l exp (20D

cv? (24)

Si les hypotheéses du théoréme 1.1 sont satisfaites, la norme |Upsc(t)| 1 reste ainsi toujours

inférieure & cv. La proposition 2.2 assure alors que la norme H! de la solution U reste bornée,
ce qui conclut la démonstration du théoréme 1.1.

3 Démonstration du théoreme de convergence

Nous ne donnerons ici les principales étapes de la démonstration du théoréme 1.2 (voir [7]
pour les détails). D’apres les hypotheses, il existe un réel ¢ strictement positif tel que, pour
tout € < €, il existe une solution globale réguliere du systéme (PE;). La partie oscillante Ug sc
ne pose pas de probléeme. En effet, les inégalités (22) et (23) assurent que

1{% [Uo.e,0sc|-1 = 0= ll_{% 1Ueoscll L me*:m-1) + Weosell 2m+ x m3) = 0-
D’apres le théoreme 1.1, la famille (U,) est bornée dans 1'espace
LR L2nHY)Y N L*(RT, H?).
Par interpolation, on en déduit donc que, pour tout o de U'intervalle [0, 1], on a

ll_r)% "UO,E-,Osc“—l =0= ll_l:.r(l) ”UGAOSCHLGC(R*‘;HG) + ”Ue,osc“L2(R+;Ha+1) = 0.
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1l reste donc & démontrer que la famille (€%) converge fortement. Pour ce faire, établissons
une condition de Cauchy dans l’espace

L®R*; L) N LA(R*; HY).
Pour cela, étudions la différence {2, — 2. On a
ath + ve - V(Qe - Qe’) - VA(Qe - Qe’) = Q(Ue 0scs ) Q(Ue 0scs Ue’)
+ (’U€ — 'Uel) . VQCI.

Faisons une estimation d’énergie L? sur . — Qo. Nous avons les inégalités suivantes.

C v
(‘I(Ue,osm Ue)me - Qe’)L’-’ < ;|U6,030l2%|Ue|% + 1_0|Qe - Qe’ﬁ et (25)
C v
(('Ue,QG — 'UCI’QG) . er’IQe — Qe')L2 < ;IUCII%|2”Q€I — Qe”%ﬂ + Elﬂe — Qe’l%- (26)

On en déduit alors que

d ( - [ |U(r)dr
e 2

-< f;we(r)rfazdv
dt

192 (2) — Qe'(t)H%z) + () — Qe ()]

C
< & (10 oty + 10l ety ) 10

Par intégration, on trouve que, pour tout ¢t positif,

-C MU dr —C [T U dr’
RO 0 ) 0ol 4w [ ) - utrtar

C
< (0 ey 10N ) WO,
D’apres le corollaire 2.1, on déduit de I'inégalité précédente que
19 — Qe’”%oo(RﬂI;) + v[|€2 — Qe’“iz(RJr;Hl)
< ¢ G Un,cl1 o]
2 0,e111V0,el0
< (10l gty + N0 o) 10 o :

La famille (U ) est bornée dans L*N H', donc la famille () vérifie une condition de Cauchy
lorsque € tend vers 0 dans I'espace L>®°(R*; L2)NL2(R*; H'). Le théoréme 1.2 de convergence
est ainsi démontré.
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