
S E M I N A I R E

Equations aux
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HOMOGENEISATION VARIATIONNELLE

DES EQUATIONS D�EULER

Yann Brenier
�

�� Probl�emes et r�esultats�

���� Description lagrangienne des �uides

incompressibles�

Soit D l�adh�erence d�un ouvert born�e assez r�egulier de R
d � ou un domaine

p�eriodique comme D � T
d � R

d�Zd� On note j�j la norme euclidienne�
a�b le produit scalaire� de deux vecteurs a� b de R

d � a � b leur produit
tensoriel� r � ���� ���� �d�� On se 	xe un intervalle de temps 
�� T �� on
note Q � 
�� T � � D� Un mouvement de 
uide incompressible dans D se
d�ecrit math�ematiquement par un champ de vecteur u�t� x� qui appartient �a
une compl�etion appropri�ee V de l�espace V �

� des champs C� �a divergence
nulle et support compact dans l�int�erieur de Q� Pour 	xer les id�ees� on peut
consid�erer le cadre des 
uides visqueux� avec la norme L��
�� T �� H��D��� qui
nous permet ��a l�aide de la th�eorie de DiPerna et Lions 
���� pour chaque
champ u � V de d�e	nir les coordonn�ees lagrangiennes t � 
�� T � � g�t� a�
pour presque tout a � D par

g��� a� � a� �tg�t� a� � u�t� g�t� a���

A chaque instant t l�application gu�t� � g�t� �� appartient �a la classe S�D� de
toutes les applications bor�eliennes h qui conservent la mesure de Lebesgue
au sens suivant Z

D
f�h�a��da �

Z
D
f�a�da ���

pour toute fonction continue f sur D� Bien sur� plus classiquement� si
u est un champ su�samment r�egulier �C� en espace� typiquement�� gu�t�
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HOMOGENEISATION DES EQUATIONS D�EULER

appartient �a la classe G�D� des di��eomorphismes h de D avec

det�ah�a� � ��

On notera GV �D� � fgu�T �� u � V� T � �g et on appelera cible chacun
de ces �el�ements h� Il est facile de voir que c�est un groupe pour la loi
de composition� sous�groupe de G�D�� dans le cas de champs C�� sous�
groupe de S�D� �qui lui n�est qu�un semi�groupe�� dans le cas de champs
L��H��� �La caract�erisation pr�ecise de GV �D� nous importe peu� Notons
que� dans 
���� Shnirelman �etablit que pour D � 
�� ���� et pour des champs
C�� GV �D� � G�D���

���� Probl�emes de tir et �equations d�Euler�

On se pose le probl�eme de tir qui consiste �a atteindre une cible donn�ee h �a
l�instant T �a l�aide d�un champ u � V d��energie

K�u� �
�

�

Z
Q
ju�t� x�j�dtdx ���

minimale� Autrement dit� on veut r�ealiser l�in	mum

I�h� � inffK�u�� u � V� gu�T � � hg� ���

Dans la mesure o�u l�atteignabilit�e de h est probl�ematique� on peut p�enaliser
la cible h et consid�erer� pour tout � � � � �

I��h� � inffK�u� �
�

��
jjgu�T �� hjj�L��D�� u � V g ���

ainsi que
I�h� � lim

���
I��h� � sup

�
I��h�� ���

On a �evidemment

� � I��h� � I�h� � I�h� � ���

Une condition n�ecessaire pour que I�h� soit 	ni est que h appartienne �a
l�adh�erence L� de GV �D�� Dans le cas D � 
�� ��d� d 	 �� cette adh�erence
est pr�ecis�ement S�D� �voir 
���� par exemple��

Ce probl�eme a un int�er�et pratique �assimilation de donn�ees lagrangiennes
en m�et�eorologie� interpolation d�images� etc���� et la conception de bonnes
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HOMOGENEISATION DES EQUATIONS D�EULER

m�ethodes de calcul est un enjeu important �voir quelques �el�ements de la
question dans 
����� L�int�er�et th�eorique de ce probl�eme variationnel vient
de ce que son �equation d�Euler�Lagrange est tout simplement l��equation
d�Euler des 
uides parfaits� En e�et� si I�h� est atteint par un champ u
assez r�egulier� on trouve comme condition d�optimalit�e

r�u � �� �tu �r��u� u� �rp � �� ���

o�u p � p�t� x� � R est le champ de pression� multiplicateur de la con�
trainte de divergence nulle� R�eciproquement� si �u� p� est une solution assez
r�eguli�ere des �equations d�Euler� alors� pour T � � assez petit et h � gu�T ��
I�h� est atteint et uniquement par u� �Pour un domaine D convexe� ou
pour D � T

d� il su�t que 	T � � 
�� o�u 	 est le sup en espace et en
temps de la plus grande valeur propre de la matrice hessienne de pression��
Ainsi� le probl�eme de tir est une alternative au probl�eme de Cauchy pour
�etudier les �equations d�Euler� �Ce serait plus ou moins la m�eme chose si
l�on �etudiait tous les points critiques sur V de u � K�u�� lorsque gu�T �
et T � � sont 	x�es� et pas seulement les minima�� Il a aussi un int�er�et
g�eom�etrique� puisqu�il correspond �a la recherche de g�eod�esique minimale
sur le groupe GV �D� pour la structure �pseudo� riemannienne induite par
l�espace ambiant L��D�d� �On consultera 
��� 
��� et 
��� a ce sujet��

���� Equations d�Euler homog�en�eis�ees�

On sait que l�existence globale de solutions� m�eme faibles� est compl�etement
ouvert pour le probl�eme de Cauchy en dimension �� �Voir� par exemple� 
���

��� 
���� 
���� etc���� Il y a une dizaine d�ann�ees� DiPerna et Majda ont
propos�e un concept �elargi de solutions� dites �a valeurs mesures �measure
valued solutions�� pour remplacer celui de solutions faibles 
��� �a l�aide des
mesures de Young dont la pertinence avait �et�e mise en �evidence par Tartar
dans le domaine des �equations aux d�eriv�ees partielles non�lin�eaires 
���� En
utilisant seulement la borne naturelle sur l��energie cin�etique �en particulier
sans aucun contr�ole du tourbillon�� DiPerna et Majda passent �a la limite
dans les �equations de Navier�Stokes lorsque la viscosit�e tend vers z�ero et
obtiennent des �equations �a la limite qui ne permettent malheureusement
pas de de caract�eriser �m�eme formellement� les solutions �a valeurs mesures�
�Nous y reviendrons plus loin�� Mentionnons aussi la notion de solutions
relax�ees de Duchon et Robert 
��� beaucoup plus pr�ecise mais qui ne conduit
pas �a des r�esultats d�existence globale� De son c�ot�e� le probl�eme de tir� pos�e

�
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en dimension �� peut ne pas avoir de solution� comme on va le voir dans un
instant� en suivant un argument de Shnirelman 
���� Les donn�ees h pour
lesquels on sait montrer que I�h� peut ne pas �etre atteint sont de la forme
h�a�� a�� a�� � �H�a�� a��� a�� avec D � T

� et H � G�T�� et on constate
la g�en�eration de microstructures dans la direction verticale de la part des
suites minimisantes�

On peut d�es lors reprendre l�approche de DiPerna et Majda� en t�achant cette
fois de d�ecrire la limite des suites minimisantes comme solutions �a valeurs
mesures d�un syst�eme coh�erent d��equations g�en�eralisant celles d�Euler� C�est
ce programme� d�homog�en�eisation variationnelle des �equations d�Euler� que
nous allons pr�esenter�

��	� Inexistence de solutions classiques�

L�argument a �et�e donn�e par Shnirelman dans 
��� et il est tr�es facile de
l�expliquer dans le cas D � T

�� Il est naturel de noter V� la classe V et V�
la sous�classe des champs plans� c�est��a�dire de la forme

u�t� x� � �u��t� x�� x��� u��t� x�� x��� ���

On consid�ere les cibles de la forme h � gu�T � o�u u � V�� Elles sont
n�ecessairement de la forme h�a�� a�� a�� � �H�a�� a��� a��� On note respec�
tivement I��h� � I�h� et I��h� l�in	mum de K sur V� et V�� Shnirelmnan
montre que I��h� � I��h� est possible �voir 
��� et aussi 
����� Prenons
alors un champ u � V� tel que K�u� � I��h�� La composante u� ne peut
�etre identiquement nulle� �En e�et� on aurait alors� pour chaque x� 	x�e�
u��� �� �� x�� dans V�� et donc

K�u� �
Z �

�
K�u��� �� �� x���dx� 	 I��h��

ce qui est contradictoire�� On peut alors �renormaliser� u en posant

u�i�x�� x�� x�� � ui�x�� x�� �x�mod��

pour i � �� � et

u���x�� x�� x�� �
�

�
u��x�� x�� �x�mod���

�
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Ce nouveau champ appartient toujours �a V�� atteint la cible h� et� puisque
u� 
� �� a une �energie strictement inf�erieure �a u� Ainsi I�h� ne peut �etre
atteint� De plus� on voit que les suites minimisantes g�en�erent des oscillations
de plus en plus fortes par rapport �a la coordonn�ee verticale x� �puisqu�on
peut r�eit�erer �a l�in	ni la renormalisation pr�ec�edente�� ce qui ouvre la voie
aux techniques d�homog�en�eisation pour en d�ecrire les limites�

��
� Le r�esultat principal�

On appelle � solution un champ u� � V tel que

K�u�� �
�

��
jjgu��T � � hjj�L��D� � I�h�

quand �� � et on note Q� � Q�D � 
�� T ��D��

Th�eor�eme ���� Soit D � T
�� T � � et h � S�T�� de la forme h�a�� a�� a�� �

�H�a�� a��� a�� avec H � S�T��� Alors
i� On a I�h� � ��T et K�u�� � I�h� pour toute � solution u� lorsque �� ��
ii� Il existe une unique distribution rp�t� x� sur l�int�erieur de Q� ne d�ependant
que de h� telle que� pour toute � solution

�tu� � �u��r�u� �rp� ��

au sens des distributions �
iii� rp est une mesure localement born�ee sur l�int�erieur de Q�
iv� Les mesures� respectivement positives et vectorielles�

c��t� x� a� � ��x� gu��t� a���

m��t� x� a� � u��t� x���x� gu��t� a���

ont des points d�accumulation �c�m� au sens faible des mesures sur Q�� Pour
chacun de ces points d�accumulation� la mesure m est absolument continue
par rapport �a c� avec une densit�e vectorielle v � L��Q�� dc�d� et les propri�et�es
suivantes sont satisfaites

Z
D
c�t� x� da� � �� ���

�tc�t� x� a� �rx��c�t� x� a�v�t� x� a�� � �� ���

�
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�t��cv��t� x� a�� �rx���cv��t� x� a�� v�t� x� a�� � �c�t� x� a�rxp�t� x�� ���

au sens des distributions dans l�int�erieur de Q�� o�u c est une extension
naturelle de c� pour laquelle le produit crxp est bien d�e	ni� De plus

c�t � �� x� a� � ��x� a�� c�t � T� x� a� � ��x� h�a�� ����

et l��energie cin�etique

Z
D�D

�

�
jv�t� x� a�j�c�t� dx� da� ����

est une constante du temps� valant I�h��T �

Remarque ��

L�utilisation de I�h� �a la place de I�h�� est justi	�ee� au moins dans le cas
D � 
�� ���� par le r�esultat de 
��� qui montre que si hn � G�D� � h � G�D��
pour la norme L�� alors I�hn� � I�h�� Il est facile d�en d�eduire� en utilisant
la propri�et�e de groupe pour la loi de composition sur G�D�� que I�h� � I�h��
pour tout h � G�D�� Ce r�esultat est absolument non trivial  il est d�ailleurs
faux en dimension �� pour D � 
�� ���� �Voir 
���� �a ce sujet��

Remarque ��

On verra plus loin comment c est d�e	nie� comme l�extension de c en fonction
mesurable born�ee de �t� x�� relativement �a la partie singuli�ere de la mesure
jrp�t� x�j� �a valeurs dans les mesures de probabilit�e bor�eliennes sur D� Ceci
permet de d�e	nir le produit crp� Notons qu�un probl�eme de multiplication
analogue a �et�e r�esolu par Majda et Zheng 
��� pour le syst�eme de Vlasov�
Poisson�

Remarque ��

Les mesures limites �c�m� sont des sortes de mesures de Young� Elles ont
un caract�ere double� eul�erien et lagrangien �a la fois� bien mis en �evidence
par leur d�ependance en les variables x �eul�erienne� et a �lagrangienne��
Les �equations ���� ���� ��� forment un syst�eme complet d��equations les

�
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r�egissant� Ces �equations apparaissent dans la th�eorie des plasmas quasineu�
tres 
���
��� On peut interpr�eter chaque particule a comme une phase�
c��� �� a� et v��� �� a� comme les champs de concentration et de vitesse as�
soci�ees �a cette phase� Le syst�eme d��equations obtenu peut �etre ainsi vu
comme un mod�ele d��ecoulements multiphasiques� mais avec un continuum
de phases� o�u le champ de pression est commun �a toutes les phases� Lorsque
la variable a est discr�ete� on retrouve un mod�ele connu de la th�eorie des
�ecoulements multiphasiques 
���

Remarque ��

Le gradient de pression est la seule quantit�e �macroscopique�� car il ne
d�epend pas� contrairement �a �c�m�� de la variable d�homog�en�eisation a�
Son unicit�e est une propri�et�e frappante� �On peut d�ailleurs le caract�eriser
comme unique solution d�un probl�eme variationnel dual du probl�eme de tir��
En revanche� la non�unicit�e des points d�accumulation �c�m� est attendue�
En e�et� m�eme dans le cadre classique� I�h� peut �etre atteint par plusieurs
champs u �a la fois� C�est par exemple le cas o�u D est le disque unit�e de R� �
h�a� � �a� On a alors deux champs optimaux u�x�� x�� � ��x�� x�� et �u�
On notera que la pression est bien la m�eme dans les deux cas� p�x� � jxj���!
Il serait int�eressant de voir si l�on peut montrer l�unicit�e de rp dans le cadre
classique par des arguments classiques�

Remarque 	�

Les solutions �a valeurs mesures de DiPerna et Majda peuvent �etre d�ecrites
de la fa"con suivante �en n�egligeant l�important ph�enom�ene de concentra�
tion d��energie cin�etique� longuement �evoqu�e dans 
���� Ce sont des mesures
positives ��t� x� 
� des variables de temps� d�espace et de vitesse �t� x� 
� �
R� �D � R

� v�eri	ant les �equations de moments

Z
��t� x� d
� � �� ����

rx�
Z

��t� x� d
� � �� ����

�t

Z

��t� x� d
� �rx�

Z

 � 
��t� x� d
� �rxp�t� x� � �� ����

�
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pour une distribution p�t� x�� qu�on peut interpr�eter comme la pression� Les
solutions faibles usuelles des �equations d�Euler correspondent au cas parti�
culier ou � est une masse de Dirac en 
� Dans le cas g�en�eral� ��������������
ne forment pas un syst�eme complet d��equations� puisqu�elles n�impliquent
que les premiers moments en 
 de �� A chaque solution �c�m�� on peut
associer �� par

Z
Q�Rd

f�t� x� 
�d��t� x� 
� �
Z
Q�

f�t� x� v�t� x� a��dc�t� x� a�� ����

pour toute fonction continue f sur Q � R
d � avec comportement au plus

quadratique en 
 �a l�in	ni �puisque v � L��Q�� dc�d�� Les equations ��������������
sont automatiquement v�eri	�ees� car elles ne sont rien d�autre que ��������
���� les deux derni�eres �etant simplement int�egr�ees en a sur D� avec une perte
�evidente d�information� Ainsi� les solutions �c�m� peuvent �etre consid�er�ees
comme des solutions �a valeurs mesures pr�ecis�ees�

�� Etapes de la preuve�

���� Reformulation du probl�eme de tir�

La premi�ere �etape est de reformuler enti�erement le probl�eme de tir �a l�aide
des mesures c et m associ�ees �a u � V par

c�t� x� a� � ��x� gu�t� a�� ����

et

m�t� x� a� � u�t� x�c�t� x� a� � �tgu�t� a���x� gu�t� a��� ����

On a automatiquement l��equation de continuit�e

�tc �rx�m � ��

Les positions initiales et 	nales des particules peuvent �etre incorpor�ees dans
la formulation faible de cette �equation

Z
Q�

��tf�t� x� a�dc�t� x� a� �rxf�t� x� a��dm�t� x� a�� ����

�
Z
D

�f�T� h�a�� a�� f��� a� a��da�

�
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pour toute fonction continue f � f�t� x� a� sur Q�� de classe C� en �t� x��
L�incompressibilit�e de l��ecoulement se traduit par

Z
Q�

f�t� x�dc�t� x� a� �
Z
Q
f�t� x�dtdx� ����

pour toute fonction continue f sur Q� ou encore
R
D c�t� x� da� � �� En	n� un

calcul �el�ementaire montre qu�on peut �ecrire �abusivement� K�u� � K�c�m��
o�u

K�c�m� � sup
�A�B�

Z
Q�

�A�t� x� a�dc�t� x� a� � B�t� x� a��dm�t� x� a��� ����

avec un sup pris sur toutes les fonctions continues A et B sur Q�� �a valeurs
respectivement dans R et Rd � satisfaisant ponctuellement

A�t� x� a� �
�

�
jB�t� x� a�j� � �� ����

Le probl�eme de tir se reformule donc comme

I�h� � inf
�c�m�

sup
���p�

L�c�m� �� p�� ����

o�u le lagrangien L est donn�e par

L�c�m� �� p� � K�c�m��
Z
Q�


�t��t� x� a� � p�t� x��dc�t� x� a� ����

�
Z
Q�

rx��t� x� a��dm�t� x� a��
Z
D

���T� h�a�� a������ a� a��da�
Z
Q
p�t� x�dtdx�

et les mesures c� m sont suppos�ees de la forme ����������

���� Introduction d�un probl�eme relax�e�

Il nous su�t maintenir de nous a�ranchir des contraintes de forme ����������
pour obtenir un probl�eme de minimisation convexe pos�e sur l�espace des
mesures �c�m�  minimiser K�c�m� sous contraintes ���������� On note
I��h� � 
����� l�in	mum� On a �evidemment I��h� � I�h�� La simple
	nitude de K�c�m� � �� su�t �a assurer que c est une mesure positive sur
Q�� m est absolument continue par rapport �a c� et sa densit�e �vectorielle�
v � v�t� x� a� est de carr�e sommable sur Q� relativement �a c  

m�t� x� a� � v�t� x� a�c�t� x� a�� ����

�
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K�c�m� �
Z
Q�

�

�
jv�t� x� a�j�dc�t� x� a�� ����

Il su�t donc de minimiser parmi toutes les mesures c et m� respective�
ment r�eelles et vectorielles� c�est��a�dire sur le dual de C�Q���C�Q��d� Une
premi�ere construction explicite montre que l�on peut borner l�in	mum I��h��
par d�T � en toute g�en�eralit�e si h � S�Td�� Une seconde construction permet
de montrer que� pour h � S�T��� de la forme h�a� � �H�a�� a��� a�� avec
H � S�T��� on peut trouver u� � V tel que

K�u�� � I��h�� jjgu��T �� hjjL� � ��

ce qui su�t �a montrer que I��h� � I�h�� L�essentiel du travail consiste d�es
lors �a �etudier le probl�eme relax�e en montrant

Th�eor�eme ���� Soit D � T
d et h � S�D�� Alors il y a au moins une

solution �c�m� r�ealisant I��h�� On a m � cv avec v � L��Q�� dc�d� les
�equations 
��� 
�� et les conditions initiales et 	nales 

�� sont satisfaites�
l��energie cin�etique 


� est conserv�ee au cours du temps et born�ee par d�T ��
Il existe une distribution p�t� x� sur Q� qui ne d�epend que de h� pour laquelle

�� a lieu� rp est une mesure sur l�int�erieur de Q� uniquement d�e	nie�

���� Etude du probl�eme relax�e�

Des arguments �el�ementaires d�analyse convexe montrent que I��h� est tou�
jours atteint par des paires �c�m� et

Proposition ���� Pour tout � � � � �� il existe des fonctions fonctions
continues ���t� x� a� sur Q� et p��t� x� sur Q� avec �t��� rx�� continues et la
normalisation

R
D p��t� x�dx � �� telles que� pour TOUTE solution optimale

�c�m��

�t�� �
�

�
jrx��j

� � p� � � ����

et Z
Q�

�j�t�� �
�

�
jrx��j

� � p�j� jv �rx��j
��dc � ��� ����

On ne peut pas brutalement passer �a la limite en � car la mesure c peut �etre
tr�es concentr�ee� Mais on obtient le r�esultat de r�egularit�e approch�ee suivant

��
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Proposition ���� Le potentiel de vitesse approch�e �� v�eri	e� pour tout � �
� � T�� et tout vecteur unitaire e de Rd �

Z
Q�

�

jrx���t� x� a�� v�t� x� a�j�dc�t� x� a� � C��� ����

Z
Q�

�

jrx���t� x� a�j�dc�t� x� a� � C� ����

Z
Q�

�

jrx���t��� x� �e� a��rx���t� x� a�j�dc�t� x� a� � ��� ��� � ���C� ����

pour tous �� �� � � � assez petits� o�u Q�� � 
�� T �� ��D�D� et C ne d�epend
que de d� � et T �

Comme c�t� x� a� n�est qu�une mesure� �eventuellement aussi concentr�ee qu�une
masse de Dirac en x �comme c�est le cas des solutions classiques�� il est hors
de question d�inf�erer de cette proposition une borne de la forme

Z
Q�

�

�j�tvj
� � jrxvj

��dc � C� ����

en passant �a la limite� d�abord en � �pour remplacer rx�� par v�� puis en
� et �� Une telle estimation n�aurait de sens que si l�on pouvait borner
inf�erieurement la mesure c par des constantes � � ce qui est exactement le
contraire du cas classique� En revanche� borner

R
jrpj n�est pas impensable�

L�argument formel est simple �et bien sur incorrect� tel quel�� On �passe �a
la limite� en � et on obtient ���� �qui n�a pas grand sens�� On a de m�eme
tout aussi formellement pour le potentiel limite �

�t� �
�

�
jrx�j

� � p � �

en utilisant le caract�ere optimal de la solution� En d�erivant cette �equation
en x on trouve formellement ��� ou encore

��tv � �v�rx�v �rxp�c � ��

Ensuite� en sommant en a � D� on obtient
Z
D

��tv � �v�rx�v�c�t� x� da� � �rxp�

et on majore par Cauchy�Schwarz pour obtenir

�
Z
jrxpj�

� �
Z
j�tvj

�dc
Z
dc �

Z
jrxvj

�dc
Z
jvj�dc�

��



HOMOGENEISATION DES EQUATIONS D�EULER

Aucune de ces manipulations n�est l�egitime� On fait n�eanmoins aboutir
cette id�ee formelle� en travaillant seulement avec les potentiels approch�ees
�� et en maniant des di��erences 	nies au lieu de d�eriv�ees� On arrive �a
montrer

Th�eor�eme ���� La famille �rp�� converge au sens des distributions vers
une unique limiterp qui est une mesure localement born�ee et v�eri	e l��equation

rp�t� x� � ��t

Z
v�t� x� a�c�t� x� da��rx

Z
�v � v��t� x� a�c�t� x� da�� ����

pour TOUTE solution �c�m � cv� du probl�eme de minimisation�

Ensuite� on arrive �a justi	er ����

Quelques d�etails sur l
obtention de ��
�

On parvient d�abord� en utilisant la proposition ����� �a la version discr�ete
suivante de ����

j
Z �

��
�p��t� x � �e�� p��t� x� �e��fdc�

Z
v�e��tf � v�rxf�dcj ����

� �� � ��Cf �

pour tout vecteur e de la boule unit�e de R
d et pour toute fonction test

f � f�t� x� a� �a support compact en temps dans l�intervalle ��� T 
� o�u Cf

ne d�epend que du support en temps de f � de la norme du sup de f et de
rxf et� en	n� de la norme L��Q�� dc� de �tf � En prenant dans ���� une
fonction test f�t� x� a� � f�t� x� ne d�ependant pas de a� on obtient� puisqueR
c�t� x� da� � ��

j
Z �

��
�p��t� x� �e�� p��t� x� �e��f�t� x�dtdx�

Z
v�e��tf � v�rxf�dcj ����

� �� � ��Cf �

ce qui entraine �par Cauchy Schwartz�

j
Z �

��
�p��t� x � �e�� p��t� x� �e��f�t� x�dtdxj � Cf � ����

��



HOMOGENEISATION DES EQUATIONS D�EULER

o�u Cf ne d�epend que du support en temps de f et de la norme

jjjf jjj � sup
Q

�jf j� jrxf j� � �
Z
Q
j�tf�t� x�j�dtdx����� ����

Notons� ce qui sera utile pour la suite� que l�estimation ����� montre que�
pour � � � 	x�e assez petit�

�

��
�p��t� x � �e�� p��t� x� �e�� �

�

��
�p�t� x � �e�� p�t� x� �e�� ����

pour la convergence faible# du dual du Banach s�eparable E obtenu par
compl�etion des fonctions tests pour la norme d�e	nie par �����

Reprenons l��equation approch�ee ����� Reste �a passer �a la limite en � et �� ce
qui n�est pas sans poser quelques probl�emes� puisque rp� ne converge vers
la mesure rp qu�au sens des distributions�
Soit � un noyau r�egularisant sur Rd � positif� pair� �a support dans la boule
centr�ee �a l�origine de rayon ��� et e un vecteur 	x�e de cette m�eme boule�
En rempla"cant dans ���� e par e� y� pour chaque y de la boule de la rayon
���� en multipliant par ��y� et en int�egrant en y� on obtient pour tout e
dans la demi boule unit�e

j
Z �

��
�p��t� x � ��e � y��� p��t� x� ��e � y���fdc ��y�dy

�
Z
v�e��tf � v�rxf�dcj � �� � ��Cf �

Notons que� par parit�e de �� on peut changer le second y par �y� ce qui
nous permet de r�e�ecrire�

j
Z �

��
�p��t� x��e��p��t� x��e��fc�����t� x�dtdx�

Z
v�e��tf�v�rxf�dcj ����

� �� � ��Cf �

o�u l�on a introduit� pour f de la forme f�t� x� a� � ��t� x���a�� avec �
continues et � r�eguli�ere et nulle au voisinage de t � � et t � T � la fonction

fc�����t� x� �
Z
��t� x� �y���a�c�t� x� �y� da���y�dy� ����

Cette fonction appartient au Banach E obtenu par compl�etion des fonctions
tests sur l�int�erieur de Q par la norme d�e	nie par ����� En e�et� elle est

��
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�a support compact en temps� r�eguli�ere en x� et sa r�egularit�e en temps est
su�sante� puisque� gr�ace �a ���� on trouve

�tfc�����t� x� �

Z
��t � v�t� x� �y� a��rx���t� x� �y���a�c�t� x� �y� da���y�dy

�rx�
Z
v�t� x� �y� a���t� x� �y���a�c�t� x� �y� da���y�dy�

qui est de carr�e int�egrable sur Q� Ainsi� � �etant 	x�e� on peut passer �a la
limite dans ���� quand �� �� en utilisant ����� et obtenir

j � rp�t� x��e�
Z ����

����
fc�����t� x� ���e�d� � �

Z
v�e��tf � v�rxf�dcj ����

� �Cf �

o�u on note � �� � � le crochet de dualit�e des mesures et on a utilis�e la formule
de la moyenne pour transformer le quotient di��erentiel� Introduisons

c��e���t� x� a� �
Z ����

����
d�

Z
c�t� x� ���e� �y� a���y�dy� ����

qui est une r�egularisation de la mesure c et qu�on peut voir comme une
fonction continue en t et r�eguli�ere en x �a valeurs dans les mesures de prob�
abilit�e en a munies de la topologie faible#� �La r�egularit�e en espace venant
de la convolution par � et la continuit�e en temps de l��equation ����� Les
d�e	nitions ���� et ���� montrent que

j
Z ����

����
fc�����t� x� ���e�d� � ��t� x�

Z
��a�c��e���t� x� da�j � Cf��

d�o�u la transformation de ���� en

j � rp�t� x��e� ��t� x�
Z
��a�c��e���t� x� da� � �

Z
v�e��tf � v�rxf�dcj ����

� �Cf �

Comme rp est une mesure localement born�ee sur Q et les c��e���t� x� a� sont
des probabilit�es en a� on a

j � rp�t� x��e� ��t� x�
Z
��a�c��e���t� x� da� � j ����

��
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�� jrp�t� x��ej� j��t� x�j � sup j�j�

Ainsi� les c��e�� appartiennent �a la famille des fonctions mesurables essen�
tiellement born�ees en �t� x� relativement �a la mesure jrpj et �a valeurs prob�
abilit�es sur D� Cette famille est born�ee dans le dual de l�espace de Ba�
nach �s�eparable� L��jrpj� C�D�� constitu�e des fonctions f�t� x� a� qui sont
jrpj int�egrables en �t� x� �a valeurs dans l�espace des fonctions continues
en a� Elle est donc relativement �s�equentiellement� compacte faible#� Or
l��equation approch�ee ���� montre que� e et � �etant 	x�es� il n�y a qu�un
point d�accumulation possible lorsque � � �� qu�on note ce��� qui est jrxpj
essentiellement born�ee �a valeurs probabilit�es et v�eri	e

� rp�t� x��e� ��t� x�
Z
��a�ce���t� x� da� �� �

Z
v�e��tf � v�rxf�dc� ����

Comme le terme de droite d�epend lin�eairement de e et est ind�ependant de
�� la limite ce�� ne d�epend ni de e ni de �� On peut la noter c et elle v�eri	e

� rp�t� x��e� ��t� x�
Z
��a�c�t� x� da� �� �

Z
v�e��tf � v�rxf�dc� ����

o�u� rappelons�le� f�t� x� a� � ��t� x���a�� On a donc� par d�e	nition �����

c�t� x� a� � lim
���

Z ����

����
d�

Z
c�t� x� ���e� �y� a���y�dy� ����

pour la topologie faible# du dual de L��jrpj� C�D��� Si on consid�ere c�t� x� a�
comme un �el�ement du dual de L��dtdx� C�D�� �au lieu de L��jrpj� C�D����
on a

c�t� x� a� � lim
���

Z ����

����
d�

Z
c�t� x� ���e� �y� a�� ��y�dy� ����

de fa"con �el�ementaire pour la topologie faible#� quel que soit le choix de e
et �� Ceci montre que c�t� x� a� coincide avec c�t� x� a� en tant que fonction
�a valeurs probabilit�es de �t� x�� presque partout relativement �a la partie
r�eguli�ere de jrpj� et en constitue l�extension correcte pour la partie sin�
guli�ere de jrpj� Ainsi� on peut faire de ���� la d�e	nition de c comme exten�
sion de c relativement �a la mesure somme dtdx � jrp�t� x�j� Ceci termine
l�obtention de ����

��
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