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�� Pr�esentation du probl�eme

Dans �JMR �� �JMR ��	 on �etudie le comportement d
oscillations semi�lin�eaires pr�es
des caustiques L
id�ee essentielle est de repr�esenter la partie principale des oscillations �a
l
aide d
int�egrales oscillantes	 comme il est classique de le faire pour les �equations lin�eaires
Typiquement	 les int�egrales consid�er�ees sont de la forme

�����
�

�d

Z
ei �t ���� � �x�y������y���� a�t� y� dy d� �

� est une phase initiale	 ���� une valeur propre d
un syst�eme hyperbolique �a coe�cient
constants Par exemple	 ���� � �j�j lorsque la partie principale est le d
Alembertien
Le cas des syst�emes �a coe�cients variables conduirait �a des int�egrales du m�eme type	 en
rempla�cant t ���� � �x � y� � � par la phase d
un l
op�erateur int�egral de Fourier Dans
�JMR ��	 qui traite d
�equation du type

����� u � j�tujp�� �tu � � �

un argument crucial est l
obtention d
estimations Lq	 uniformes en �	 pour des int�egrales
���� �A ce stade	 il est naturel de consid�erer de fa�con plus g�en�erale des int�egrales du type

����� u��x� �� ��n��
Z
Rn

ei ��x�	��� a�x� 	� d	 �

o�u 
 et a sont des fonctions C� sur Rd �R
n  a est �a support compact	 
 est r�eelle et non

d�eg�en�er�ee au sens de H�ormander �cf �H�o ���	 c
est��a�dire que 
�		 la di��erentielle partielle
de 
 par rapport aux variables 		 est de rang maximal sur le support de a �

����� rang d�x�	� 

�
	 � n �

On pourrait bien s�ur aussi supposer que a est un symbole a�x� 	� ��	 c
est��a�dire une fonction
C� sur Rd � R

n � ��� ���

La question pos�ee est la suivante �

�Q� Pour quels q � ������� la famille u� est�elle born�ee dans Lq �

Notons d
abord que la r�eponse est triviale quand la phase 
 n
a pas de point critique
en 	 sur le support de a	 u� � O����	 ou quand les points critiques sont non d�eg�en�er�es	
u� � O��� Par ailleurs	 c
est un r�esultat classique de la th�eorie des int�egrales oscillantes
que	 sous l
hypoth�ese ����	 la famille u� est born�ee dans L�

La question �Q� est locale On supposera que a est support�e dans un petit voisinage de
� �� �x� 	� � R

d � R
n 	 tel que

����� 
�	��� � � � det
��	�	��� � �

o�u 
��		 est la matrice Hessienne

����� 
��		�x� 	� ��
� ��


�	j �	k
�x� 	�

�
��j� k�n

�
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On peut alors pr�eciser la question de la mani�ere suivante �
�Etant donn�e un petit voisinage � de �� trouver l�exposant maximal qc tel que pour tout
a � C�

� ���� et tout q  qctttt� la famille u� est born�e dans Lq�

On cherche �a calculer qc de fa�con explicite �a l
aide d
objets g�eom�etriques associ�es �a la
phase 
 Cet indice est li�e au ph�enom�ene de dispartion des oscillations �a la caustique par
dissipation �cf �JMR �� et �JMR ��� � pour une �equation dy type ����	 la partie principale
des oscillations est totalement absorb�ee aux points de la caustique o�u l
indice critique qc
est inf�erieur ou �egal �a p�� Par contre	 si p��  qc	 les oscillations traversent la caustique

Il faut noter que nos r�esultats ne d�ecoulent pas d
estimations Lp�Lq pour les op�erateurs
Fourier int�egraux Ces estimations concernent des op�erateurs du type

����� T ��f��x� �� ��n��
Z
Rn

ei ��x�	��� a�x� 	� f�	� d	 �

et �evaluent en fonction de �	 la norme de T � op�erant de Lp dans Lq Voir par exemple �St�	
�So� et leurs r�eferences La di��erence essentielle est que le symbole a�x� 	� est C� en 		
alors que a�x� 	�f�	� ne l
est pas Par ailleurs	 les T � ne sont jamais uniform�ement born�es
de Lp dans Lq quand q � �	 alors que nous cherchons des estimations uniformes en � de la
norme Lq de u�

D
autres questions concernant les int�egrales ���� ont �et�e �etudie�es Lorsque a ne s
annulle
pas au point critique d�eg�en�er�e �x� 	�	 alors u� n
est pas uniform�ement born�e au voisinage
de x La premi�ere question est de d�eterminer l
ordre de grandeur O���
� de u� dans
L�	 � est l
ordre de la caustique �cf �Du� et ses r�ef�erences� On peut aussi se demander
sous quelles hypoth�eses d
annulation de a aux points critiques d�eg�en�er�es	 on r�ecup�ere les
estimations ku� kL� � O��� �voir �CDMM� et aussi �St��

�� Exemples

���� Consid�erons la phase

����� 
�x� 	� �� a�x�	 � 	� � 	 � R �

o�u a � Rd �� R	 v�eri�e a�x� � �	 da�x� 	� � �hypoth�ese ���� autour de 	 � �� Alors ����
est une int�egrale de type Airy et

����� u��x� � O�ja�x�j�����
L
indice critique est alors qc � �

���� Plus g�en�eralement	 si

����� 
�x� 	� �� a�x�	 � 	��� � 	 � R �

avec � 
 � et a comme ci�dessus	 alors

����� u��x� � O�ja�x�j���������� �
et l
indice critique est alors qc � � � ���
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���� Considerons maintenant la phase

����� 
�x� 	� �� a�x�	 � b�x�	� � 	� � 	 � R �

o�u a� b � Rd �� R	 v�eri�ent a�x� � b�x� � � et da�x�� db�x� 	� � La caustique associ�ee �a la
phase ���� est de type pli	 celle associ�ee �a la phase ����	 de type cusp Elles sont d
ordre
di��erent �cf �Du�� On pourrait s
attendre �a ce la complexit�e sup�erieure de la caustique
se traduise par une diminution de l
indice critique qc Il est remarquable� que cela ne se

produit pas Plus g�en�eralement	 pour toutes les phases

����� 
�x� 	� �� a�x�	 � b�x�	� � 	���x� 	� � 	 � R �

o�u � est un polyn�ome en 		 et a et b comme en ����	 on a le m�eme indice critique qc � �
Ceci sera d�emontr�e au x�

���� Les exemples ci�dessus	 traitent du cas o�u	 apr�es r�eduction du nombre de variables
		 on s
est ramen�e �a n � � �voir x�� La focalisation sph�erique �echappe �a cette r�eduction
et conduit �a des phases du type

����� 
�x� 	� �� a�x� � 	 � b�x���x� 	� � 	 � R
n �

o�u det���	�	�x�� 	� 	� �	 a � Rd �� R
n et b � Rd �� R sont tels que a�x� � �	 b�x� � � et le

rang de �da� db� est n� �	 ce qui suppose que d 
 n� � On a alors

����� u� � O�j�a� b�j�n���

et qc � � � ��n

Remarque ���� Les estimations ���� ���� ou ���� montrent que la famille u� n
est
pas born�ee dans l
espace Lqc  Par contre	 elle est born�ee dans l
espace Lqc�faible	 c
est��a�
dire l
espace de Lorenz Lqc�� On aura le m�eme r�esultat pour les phases ���� Rappelons
qu
une fonction mesurable u est dans l
espace de Lorentz Lp��	 ou Lp faible	 p � �	 lorsque

��� � ku kp�� ��
�
sup
s��

�
sp mesfx� ju�x�j � sg ����p  �� �

En outre	 Lploc � Lq��loc pour tout �  p  q

�� Les objets g�eom�etriques

L
hypoth�ese de non d�eg�en�erescence ����	 implique que pr�es de �	 l
ensemble des points
stationnaires

����� C� �� f�x� 	� ! 
�	�x� 	� � � g
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est une vari�et�e lisse de dimension d L
ensemble des points stationnaires d�eg�en�er�es est

����� S� �� f�x� 	� � C� ! det
��	�	�x� 	� � � g �

Rappelons que l
objet intrins�eque attach�e aux int�egrales ���� est le germe de vari�et�e La�
grangienne

����� " �� ��C�� � T �Rd � avec � � �x� 	�� �x� 
�x�x� 	�� �

Rappelons aussi que	 d
apr�es ����	 " est une vari�et�e lisse et que � est un di��eo�morphisme
de C� sur " D�esignant par � la projection �x� ��� x	

����� ��S	� � S �� f�x� �� � " ! rang d��j
��x� ��  d g �

En outre # �� det
��	�	jC�
� �det�� � �jC�

 La caustique est l
ensemble

����� C �� ��S� � fx ! �	 � �x� 	� � S�g �

On sait que si 
 et 
� d�e�nissent le m�eme germe de Lagrangienne "	 alors toute famille
���� se repr�esente aussi sous la forme

����� u��x� �� ��n��
Z
Rn

ei ���x�	��� a��x� 	� �� d	 �

�cf �H�o ��	 �H�o ��	 �Du�� Par ailleurs	 on peut op�erer un changement de variables x � ��x��	
et ajouter �a 
 une phase ��x� qui ne fait que multiplier u� par un facteur ei��� de module
�

Remarque ��� Un param�etre important est la dimension � du noyau de 
��	�	 aux
points de S� Noter que �  d et que d� � est le rang de d��j
�

S� est l
ensemble f# � �g dans C� Dans �JMR ��	 une attention particuli�ere est port�ee
au cas o�u S� est une vari�et�e lisse de codimension un et o�u # s
annule exactement �a un ordre
� sur S� Sous certaines hypoth�eses	 on y montre que l
indice critique est qc � � � ���
Ces r�esultats seront rappel�es et g�en�eralis�es aux paragraphes � et �

On notera que l
ordre de la caustique C �cf �Du�� et sa complexit�e g�eom�etrique d�epend
d
autres param�etres	 notamment de l
ordre du contact entre S et la �bre ����x� en �

Exemple ��� Si d#��� 	� �	 alors S� est une vari�et�e de codimension un	 � �
dimker
��	�	��� � � et # s
annule �a l
ordre � � � sur S� L
indice critique attendu
est qc � � C
est la situation rencontr�ee pour les phases ����	 ���� ou ����

Pour les phases ����	 S� est encore une vari�et�e lisse de codimension un	 � � � et � est
l
ordre d
annulation de # sur S�

Pour les phases ����	 S� est une vari�et�e lisse de codimension un	 � � n et # s
annule
�a l
ordre � � n sur S� La particularit�e de ces phases est que ker d��j
� est tangent �a S�
en chaque point de S�
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Exemple ���� Pour les phases de ����	 de la forme $ � t���� � �x � y�� � ��y�	 la
vari�et�e C� est param�etr�ee par �t� y�	 et S� correspond �a l
ensemble des points �t� y� tels
que ��t est une valeur propre non nulle de la matrice ����d��y������y� En particulier	 S�
est de codimension un	 et est lisse d�es que la valeur propre consid�er�ee est de multiplicit�e
constante Dans ce cas	 � est la multiplict�e g�eom�etrique et � la multiplicit�e alg�ebrique de
la valeur propre On notera aussi que si ��� ou ��� est semi�d�e�nie	 positive ou n�egative	
alors les valeurs propres non nulles sont semi�simples	 et � � �

�� Majoration de qc

Consid�erons pr�es de �	 un germe de phase 
 v�eri�ant ���� et ����

Th�eor�eme 	��� Il existe un voisinage � de �� tel que si a � C�
� ��� et si la famille ����

u� est born�ee dans Lq� alors la restriction de #��q�� jajq �a C� est int�egrable�

Preuve On suppose que q � �	 sinon il n
y a rien �a d�emontrer En utilisant le th�eor�eme
d
�equivalence de phase	 quitte �a op�erer un changement de variables et �a diminuer �	 on
peut supposer que 
 est de la forme

����� 
�x� �� � x � � � h��� � � � R
d �

sur un voisinage %� U de �x� �� Soit %� �� %	 U� �� U 	 et a � C�
� �%� � U��

Pour f � C�
� �%�	 on a

�����

Z
f�x� ju��x�j� dx �

Z
F ��� �� � � ��� ei �h����h�������� d� d� �

avec

����� F ��� �� ��� ��

Z
ei xf�x� a�x� �� a�x� ��� dx � O��� � j�j���� �

Avec le th�eor�eme de la convergence domin�ee	 on en d�eduit le r�esultat classique suivant �

�����

Z
f�x� ju��x�j� dx � ����d

Z
f�h����� ja�h����� ��j� d� �

lorsque �� � Si la suite u� est born�ee dans Lq	 on en d�eduit que pour tout f � C�
� �%�	

�����
���
Z

f�h����� ja�h����� ��j� d�
���  C k f kLr��� � r �� q��q � �� �

Notons � la mesure image de ja�h����� ��j� d� par l
application h� Le membre de gauche
de ���� est

�� R f�x���dx��� et ���� implique que

����� � � ��x� dx � avec � � Lr
�

�%� � r� � q�� �
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Soit S� � f� � U� � #��� � �g	 o�u # �� deth�� Soit C� � h��S�� � %� Pour x � %nC�	
l
ensemble des ant�ec�edants � � U� tels que h���� � x est �ni	 et il existe un voisinage G
de x et tel que h����G� soit la r�eunion �nie d
ouverts deux �a deux disjoints	 Vj 	 tels que
h� soit un di��eomorphisme de Vj sur G	 de Jacobien # On en d�eduit que sur %�nC�

����� ��x� �
X

��h����fxg�

ja�x� ��j�
j#���j 
 � �

Par ailleurs	 C� est de mesure de Lebesgue nulle	 par le theor�eme de Sard Par suite	 ����
d�etermine compl�etement la mesure � � ��x�dx La condition � � Lr

�

	 implique que

�����

Z
��x�r

�

dx �

Z
��x�r

��� ��dx�

�

Z
��h�����r

��� ja�h����� ��j� d�  �� �

En dehors de h����C��	 ���� et la relation r� � q�� impliquent que

��� � ��h�����r
��� ja�h����� ��j� 
 j#���j��q�� ja�h����� ��jq �

Par ailleurs	 ���� implique que C� est de � mesure nulle	 donc que h����C�� est de mesure
nulle pour la mesure ja�h����� ��j� d� ���� et �� � impliquent donc que

������

Z
j#���j��q�� ja�h����� ��jq d�  ��

ce qui d�emontre le th�eor�eme

Corollaire 	��� Supposons que� au voisinage de �� S� est une sous�vari�et�e de

codimension un et que la restriction de # �a C� s�y annulle exactement �a l�ordre �� Alors�
il existe un voisinage � de �� tel pour a � C�

� ���� v�eri	ant a��� 	� �� la famille ���� u� n�
est pas born�ee dans Lq� pour q 
 � � ����

Remarque �� La preuve du Th�eor�eme �� montre que	 si a��� 	� �	 la fonction

������ W ��� ��
� X
f �h���h����g

�

j#���j
�q����


 � �

est int�egrable au voisinage de � On utilise ensuite l
in�egalit�e W ��� 
 #�����q�� C
est
une perte d
information	 qui pourrait �etre importante quand le nombre d
ant�ec�edents dans
���� ou ����� n
est pas born�e
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	� Estimations Lq
 quand � � �

La question que pose le Th�eor�eme �� est de savoir si la condition #�r � L��C��
su�t �a impliquer que u� est born�ee dans L���r Il n
est pas clair que ceci soit vrai
en toute g�en�eralit�e	 comme le sugg�ere la Remarque �� Cependant	 les r�esultats que
nous �enon�cons maintenant vont dans cette direction Nous savons conclure de fa�con assez
g�en�erale lorsque ker
��	�	��� est de dimension un	 mais uniquement dans des cas tr�es parti�
culiers	 qui couvrent n�eanmoins le cas de la focalisation sph�erique	 lorsque cette dimension
est � �

Hypoth�ese 
��� 
�x� 	� est une phase non d�en�en�er�ee au voisinage de ��x� �� �
R
d � R

n � telle que le noyau de 
��	�	��� est de dimension un� On suppose qu�il existe un

entier N tel que� pour presque tout x dans un voisinage de x� le nombre des points critiques

�x� 	� � C� dans la 	bre au dessus de x est inf�erieur ou �egal �a N �

Si 
 est r�eelle analytique	 la condition de �nitude est automatiquement satisfaite	 et il
ne reste que la condition � � �

Rappelons que # d�esigne la restriction de la fonction det
��	�	 �a C�

Th�eor�eme 
��� Soit 
 une phase qui v�eri	e l�hypoth�ese ����� Si pour un r � ��
#�r � L��� au voisinage de �t� ��� alors il existe un voisinage � de �� tel que tel que pour
tout symbole a � C�

� ���� la famille d�int�egrales oscillantes ���� est born�ee dans l�espace

de Lorentz L���r���

Si pour un r � �� #�r � L� au voisinage de �t� ��� alors il existe un voisinage � de ��
tel que tel que pour tout symbole a � C�

� ���� la famille d�int�egrales oscillantes ���� est
born�ee dans L���r�

Corollaire 
�� Si 
 v�eri	e l�hypoth�ese ����� si S� est une vari�et�e de codimension un

et si # s�annule exactement �a l�ordre � sur S�� il existe un voisinage � de �� tel que pour
tout symbole a � C�

� ���� la famille d�int�egrales oscillantes ���� est born�ee dans l�espace

de Lorentz L�������

Le Corollaire �� montre que l
indice �� ��� est optimal Le Corrolaire �� contient les
r�esultats de �JMR �� concernant le cas � � �

Remarque 
�	� Le th�eor�eme s
applique aux phases

����� 
�t� y� 	� � y 	 � ��t� 	� � �t� y� � R
d�� � R � 	 � R �

o�u � est un polyn�ome en 		 non constant pour presque tout t On a alors # � ���	�	�t� 	�
L
ensemble S� est l
ensemble f# � �g Aucune propri�et�e de r�egularit�e ou de codimension
n
est directement impos�ee �a S� Bien entendu	 la condition #�� � Lr�� est une hypoth�ese
indirecte sur S�
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Preuve du Th�eor�eme ��

a� On se ram�ene au cas o�u n � �	 en appliquant d
abord le Th�eor�eme de la phase
stationnaire dans n� � variables 	� telles que det
��	��	� 	� � On suppose maintenant que
n � �

� est un point critique d�eg�en�er�e et la phase est non d�eg�en�er�ee Il existe donc des

coordonn�ees x � �t� y� � R
d�� � R	 telles que ��y 	
��� 	� � Par �equivalence de phases on

peut se ramener au cas o�u

����� 
�x� 	� �� y 	 � h�t� 	� � x � �t� y� � R
d�� � R �

�cf �H�o �� �H�o �� �Du�� On suppose maintenant que la phase 
 est donn�ee par ���� sur
O � Ot � Oy � I	 o�u Ot est un voisinage born�e de t	 Oy est un voisinage born�e de y �

h�	�t� 	� qui contient h
�
	�Ot �I� et I un intervalle ouvert qui contient 	 Dans ce cas	 C�

est param�etr�ee par �t� 	�	 sous la forme y � h�	�t� 	� En prenant �t� 	� comme coordonn�ees
sur C� on a #�t� 	� � h��	�	�t� 	� S� est l
ensemble des �t� 	� tels que #�t� 	� � �

Lemme 
�
� Il existe un ensemble n�egligeable N � O tel que pour tout x � OnN �

l�ensemble des � � R tels que l��equation 
�	�t� y� 	� � � a plus de N � � solutions dans I�
est n�egligeable�

Preuve Par hypoth�ese il existe un ensemble n�egligeable N � � O tel que pour tout
x � OnN �	 l
�equation en 		 
�	�x� 	� � y � h�	�t� 	� � �	 a au plus N racines dans
I Il existe donc un ensemble n�egligeable Nt � Ot tel que pour t � Nt	 l
ensemble
fy � �t� y� � Ng est n�egligeable	 c
est��a�dire que pour presque tout y � Oy	 l
�equation

h�	�t� 	� � y a au plus N racines dans I Comme h�	�Ot�I� � Oy 	 il revient au m�eme de

dire que pour presque tout � � R	 l
�equation h�	�t� 	� � � a au plus N racines dans I Le
lemme en r�esulte en choisissant N � Nt �Oy

Dans toute la suite	 a � C�
� �O � I�

b� Soit � � � et x � OnN  Soit

I�x� �� �� f	 � I � j
�	�x� 	�j � � g � J �x� �� �� f	 � I � j
�	�x� 	�j  �� g �
Soit � une fonction C� sur R telle que ���� � � pour j�j  � et ���� � � pour j�j 
 �
 On coupe l
int�egrale ���� en deux morceaux en introduisant la partition de l
unit�e
� � ��
�	���������
�	���� sous le signe d
int�egration La seconde int�egrale est support�ee
dans J �x� �� et se majore par

����� k a kL� mesJ �x� ���
p
� �

Dans la premi�ere	 on int�egre par parties pour trouver

i
p
�

Z
ei ��� �	�a��


�
	����


�
	� d	

� i
p
�

Z
ei ��� a �	���


�
	����


�
	� d	 � O�

p
���� �
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On remarque que �	
�
��
�	����


�
	

�
� O�j
��	�	j��
�	��� et est support�e dans I�x� �� D
o�u

la majoration du premier terme en

����� C
p
�

Z
I�x���

j
��	�	j
j
�	j�

d	 � C
p
���

On applique �a la fonction ��
�	 le lemme suivant

Lemme 
��� Soit f une fonction C� sur un ouvert O � R� On suppose que f est

born�ee sur O et que pour presque tout � � R l��equation f�	� � � a au N racines� Alors

�����

Z
O

j f ��	� j d	  � N k f kL��O� �

La preuve de ce lemme ind�ependant est donn�ee au paragraphe � La fonction ��
�	
est major�e par ��� sur I�x� �� et pour x �� N 	 la propri�et�e sur le nombre de racines est
satisfaite d
apr�es le Lemme ��

Avec ���� et ����	 on en d�eduit que

����� ju��x� j  C
�p�

�
�

mesJ �x� ��p
�

�
�

avec C ind�ependant de x � OnN 	 � � � et � � �

c� Pour x �� N 	 le Lemme �� permet d
appliquer le Lemme �� �a la fonction 
�	 sur
l
ouvert J �x� 
� On en d�eduit que

Z
J �x���

j
��	�	�x� 	�j d	  � N � �

L
int�egrale est plus grande que

��

�
mes

�f	 � J �x� �� � j
��	�	�x� 	�j 
 ����g� �
Le sous ensemble f	 � J �x� �� � j
��	�	�x� 	�j 
 ����g de J �x� �� a donc une mesure
inf�erieure ou �egale �a �N��� et contribue dans ���� pour un terme en O�

p
���� On

introduit l
ensemble compl�ementaire

����� K�x� �� �� �� f	 � I � j
�	�x� 	�j  �� et j
��	�	�x� 	�j  ���� g �
Alors	 ���� et la discussion pr�ec�edente impliquent que

����� ju��x� j  C�

�p�
�

�
mesK�x� �� ��p

�

�
�

avec C� ind�ependant de x � OnN 	 � � � et � � �
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d� Pour s � � et � ���� ���	 on applique ���� avec � � �s ��
p
��s On en d�eduit que

pour x � OnN 	

��� � ju��x� j  C� s � C�
mesK�x�p��s� ��p

�
�

Soit

������ A�s� �� �� fx � O � ju��x� j 
 �C�sg
o�u C� est la constante de ���� On tire de �� � que pour x � A�s� ��nN 	 on a

������ mesK�x�p��s� �� 
 p
� s �� �s �

Introduisons l
ensemble

������ B�s� �� �� f�x� 	� � O � I � j
�	�x� 	�j  �
p
��s et j
��	�	�x� 	�j  ��s�g �

dont les sections B�x� s� �� � f	 � I � �x� 	� � B�s� ��g sont les ensembles K�x�p��s� ��
En utilisant ����� et le fait que N est n�egligeable	 on voit que

������

mesB�s� �� �

Z
mesB�x� s� ��dx



Z
A�s���

mesB�x� s� ��dx 
 �s mesA�s� �� �

Comme 
�	�x� 	� � y � h�	�t� y� et 

��
	�	�x� 	� � �h��	�	�t� 	� � �#�t� 	�	 on voit imm�edia�

tement que

������ mesB�s� ��  � �s mesA�s��

avec A��� �� f�t� 	� � Ot � I � j#�t� 	�j�� 
 �g Avec �����	 on en d�eduit que

������ mesA�s� ��  � �s
�s

mesA�s�� �
�

s�
mesA�s�� �

e� L
hypoth�ese #�� � Lr�� implique que mesA���  &��r On en d�eduit que
mesA�s� ��  & s�����r� ce qui implique l
estimation

������ sup
��������

ku� kL���r��  �� �

De m�eme	 ����� implique que

ku� kL���r  C

Z ��

�

s���r mesA�s� �� ds

 � C

Z ��

�

s�r�� mesA�s�� ds  C �k#�r kL��Ot�I� �

�� Estimations Lq quand � � � 
 ��

Dans ce paragraphe	 on pr�esente le r�esultat de �JMR �� qui permet de traiter la focali�
sation d
ondes sph�eriques �voir la discussion faite pour l
exemple ���
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Hypoth�ese ���� Dans un voisinage � of �� S� est une vari�et�e C� de codimension un

dans C� En tout point � � S� � �� le noyau 
��		��� est de dimension constante � 
 � et

# �� det
��	�	jC�
s�annule exactement �a l�ordre � � ��

Th�eor�eme ���� Soit 
 une phase r�eelle qui v�eri	e l�Hypoth�ese ��� alors il existe un
voisinage � de �� tel que pour tout symbole a � C�

� ���� la famille d�int�egrales oscillantes

���� est born�ee dans l�espace de Lorentz L��������

On commence par op�erer un certain nombre de r�eductions

� Reduction au cas n � � � dimker
��	�	��� Il su�t d
appliquer le Th�eor�eme de la
phase stationnaire dans n� � variables 	� telles que det
��	��	� 	� �

On suppose maintenant que n � � On a donc 
��	�	��� � � Noter alors que ����
n�ecessite que d 
 �

� Choix de coordonn�ees L
hypoth�ese ���� implique que par �equivalence de phases on
peut se ramener au cas o�u

����� 
�x� 	� �� y � 	 � h�t� 	� � x � �y� t� � R
� � R

d�� �

�cf �H�o �� �H�o �� �Du�� Dans ce cas	 C� est param�etr�ee par �t� 	�	 sous la forme y � h�	�t� 	�
En prenant �t� 	� comme coordonn�ees sur C� on a #�t� 	� � deth��	�	�t� 	�

� Mod�ele  On suppose 
 donn�ee par ����

Lemme ���� Sous l�Hypoth�ese ��� il existe une fonction C� g�t�� d�e	nie pr�es de t� telle
que g�t� � �� dg�t� 	� � et

����� h�����t� �� � g�t�E�t� �� � avec detE�t� �� 	� � �

Preuve Dans C� param�etr�e par �t� 	�	 S� est donn�e par une �equation f�t� 	� � � avec
df 	� � sur S� L
hypoth�eses de rang constant implique que

����� �� � S� � h��	�	��� � � �

Comme # s
annule exactement �a l
ordre � � � sur S�	 on en d�eduit que

����� h��	�	�t� 	� � f�t� 	�E�t� 	� � detE�t� 	� 	� � �

o�u E�t� 	� est une matrice sym�etrique En d�erivant ����	 on obtient que

h���			�t� 	���	�� �	�� �	�� �

f �	�t� 	� ��	��E�t� 	� ��	�� �	�� � f�t� 	�E�
	�t� 	� ��	����	�� �	�� �

Le membre de gauche est sym�etrique en ��	�� �	�� �	�� Donc	 quand f � �	

����� f �	�t� 	� ��	��E�t� 	� ��	�� �	�� � f �	�t� 	� ��	��E�t� 	� ��	�� �	�� �

Comme � 
 �	 on peut choisir � 	� �	� tel que f �	�t� 	���	�� � � Comme E�t� 	� est
nond�eg�en�er�ee	 on peut choisir �	� tel que E�t� 	� ��	�� �	��� 	� � On d�eduit de ���� que
f �	�t� 	� ��	�� � � pour tout �	�	 ce qui montre que d	f � � quand f � � Cela implique
que f�t� 	� � g�t�f��t� 	� avec f� 	� � et dg 	� � ���� implique alors ����
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� Preuve du th�eor�eme �� Par changement de variables �t� y� �� �t� y� h�	�t� ���	 on se
ram�ene au cas o�u

����� 
�x� 	� � y � 	 � g�t���t� 	� � avec det���	�	�t� 	� 	� � �

Pour jyj 
 Cjg�t�j	 la phase n
a pas de points stationnaires dans le support de a	 et	 pour
tout N 	 u� � O���������jyj�N� Lorsque jyj  Cjg�t�j	 on applique le th�eor�eme de la phase
stationnaire avec jg�t�j�� comme grand param�etre On en d�eduit que

����� ju��x� j  C �jg�t�j� jyj����� �

En restreignant au besoin le support de a	 u� est �a support dans un compact �xe sur lequel
dg 	� � On en d�eduit que u� est born�ee dans L�������	 et le th�eor�eme est d�emontr�e

� D�emonstration du Lemme 	���

Pour �etre complet	 nous incluons une preuve du Lemme �� que nous repla�cons dans un
contexte plus g�en�eral

Lemme ��� Consid�erons un ouvert O de Rd et f une application de classe C� de O dans

R
d � On suppose qu�il existe un entier N tel que pour presque tout x � R

d l�ensemble des

y � O tels que f�y� � x a au plus N �el�ements� Alors

�����

Z
O

j det f ��y�j dy  N mes f�O� �

Preuve On peut se resteindre �a majorer les int�egrales sur les ouverts relativement
compacts dans O On suppose donc que O est born�e	 que f est de classe C� sur un
voisinage O� de O et que presque tout x a au plus N ant�ec�edants dans O� On note
S � fu � O � det f ��y� � �g S et f�S� sont compacts et d
apr�es le th�eor�eme de Sard	
f�S� est de mesure nulle

Pour tout x �� f�S�	 l
ensemble des y � O� tels que f�y� � x est constitu�e de points
isol�es Il y en a donc un nombre �ni dans O Notons les �y�� � � � � yn� Il existe un voisinage
� de x et des voisinages ouverts disjoints Uj � O� de yj 	 tels que f est un di��eomorphisme
de chaque Uj sur � Il en r�esulte d
abord que n  N  Par compacit�e	 on voit que si �� � �
est assez petit	 f������ �O � �Uj  Pour chaque j	 et pour tout ouvert A � �� on a

�����

Z
f���A�	O	Uj

j det f ��y�j dy � mes f
�
f���A� � f�O � Uj�

�

 mesA � f�O� �

D
o�u	

�����

Z
f���A�	O

j det f ��y�j dy  N mesA � f�O� �
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Notons � la mesure image de det f ��y� dy par l
application f 	 de O dans Rd  La formule
���� implique que tout point x �� f�S� a un voisinage sur lequel � est une mesure de
densite �  N par rapport �a la mesure de Lebesgue On en d�eduit que la restriction de �
au compl�ementaire de f�S� est ��x�dx avec ��x�  N et �evidemment ��x� � � en dehors
de f�O�

Comme f est un di��eomorphisme local en dehors de S et que f�S� est de mesure nulle	
on v�eri�e que f���f�S��nS est de mesure nulle Finalement	 comme det f � � � sur S	 on
a

�����

Z
O

j det f ��y�j dy �

Z
Onf���f�S��

j det f ��y�j dy

� ��Rdnf�S�� �

Z
��x� dx  N mesf�O��
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