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Distribution des r�esonances et d�ecroissance de l��energie locale pour

le probl�eme de transmission

G� Popov et G� Vodev

UMR ����� Universit�e de Nantes � CNRS

D�epartement de Math�ematiques�

�� rue de la Houssini	ere� B�P� ���
��

���� Nantes�Cedex 
� France

Soit O � Rn� n � �� un domaine strictement convexe �a bord C�� �� et on pose � � Rn n O�
Soit c� � � 	 des constantes� Sur l
espace de HilbertH � L��O����c��dx�L���� dx on consid�ere
l
op�erateur

Pu �� �c��u���u�� u � �u�� u� � D�P �

o�u le domaine de d�e�nition de P est donn�e par

D�P  �� f�u�� u� � H � u� � H��O� u� � H���� u�j� � u�j�� ���u�j� � ����u�j�g�

o�u � � est la normale int�erieure �a � et � � �� � est la normale ext�erieure� On d�e�nie les r�esonances
associ�ees �a P comme �etant les p�oles du prolongement m�eromorphe de la r�esolvante tronqu�ee�

R��� �� ���P � ����� � H � H

du demi�plan Im� � 	 au plan complexe C si la dimension n est impaire et �a la surface de Riemann
de logarithme si la dimension n est paire� Ici � � C�

� �Rn� � � � sur O� Une autre d�e�nition
�equivalante est la suivante� � est une r�esonance s
il existe 	 �� �u�� u� � H��O�H��� tels que

����������
���������

�c��� ��u� � 	 dans O�

�� � ��u� � 	 dans ��

u� � u� � 	 sur ��

���u� � ���u� � 	 sur ��

u� � �� sortant�

��

Il est clair que � est une r�esonance si et seulement si le probl�eme suivant a une solution non triviale������
����

�c�� � ��u � 	 dans O�

uj� � f�

���uj� � ��N ��f�

��

o�u N �� d�esigne l
op�erateur de Neumann sortant associ�e au probl�eme de Helmholtz �����u� � 	
dans ��

�



Soit B une boule dans Rn telle que O � B� Pour tout m � 	 on d�e�nit les quantit�es

pm�t � supf
krxukL��B� � k�tukL��B�

krxf�kHm�B� � kf�kHm�B�
�

�	� 	 �� �f�� f� � C��Rn	 C��Rn� supp fj � Bg�

o�u ��
�

���t � P u�t � 	

u�	 � f�� �tu�	 � f�	
��

On a C � p��t � 			 � pm�
�t � pm�

�t � 	 si 	 � m� 
 m�� De plus� si m �� 	� pm�t � 	 quand
t � �� �voir ���� Il se trouve que la mani�ere dont pm�t�m �� 	 d�ecroit vers z�ero d�epend du
comportement de kR���kH�H sur l
axe r�eel� On a d
abord la proposition suivante�

Proposition �� Supposons que

kR���kH�H 
M�� ��

pour Im� � 	� �� �� Alors� R��� est holomorphe dans le domaine Im� 
 C�M�j�j�� et

kR���kH�H 
 C�M�j�j ��

pour jIm�j 
 C�M�j�j���

Notons qu
on ne peut pas avoir dans �� une meilleure borne que celle qu
on a dans le cas de
la r�esolvante libre ou bien dans le cas des perturbations non captives� c
est��a�dire M�� � Const�
D
autre part� d
apr�es Burq ���� on a toujours �� avec M�� � C exp�C� pour certaine constante
C � 	�

Proposition �� Si M�� � CeC�� alors

pm�t 
 Cm�log t�m� m � 		 ��

Si M�� � C� alors

pm�t 


��
�

Cm exp
�
� �m
m�� t

�
� n� impair�

Cmt
�n� n� pair�

��

pour tout m � 	� o�u 
 � 	 ne d�epend ni de t ni de m�

Supposons que M�� � C�k� k � 	� Si n est impair on a

pm�t 
 Cm�t�� log tm�k	 ��

Si n est pair on a

pm�t 


��
�

Cm�t�� log tm�k pour 	 � m 
 nk�

Cmt
�n pour m � nk	

��

La question qui se pose maintenant est de savoir laquelle de toutes ces situations se produit
dans le cas de l
op�erateur P � Pour y r�epondre il faut distinguer deux cas� c � � et c � �� Dans

�



le premier cas il y a ce qu
on appelle des rayons int�erieurs de r�e�exion totale qui vivent pr�es de la
r�egion gliding K � f�x� � � T �� � j�j � c��g du probl�eme int�erieur� L
existence de tels rayons et
le fait que l
obstacle soit strictement convexe fait en sorte qu
une grande quantit�e d
�energie reste
pieg�ee �a l
int�erieur de l
obstacle� On peut s
attendre dans ce cas �a ce qu
il existe des r�esonances
pr�es de l
axe r�eel� Par contre� dans le cas c � � de tels rayons n
existent plus mais il y a des rayons
ext�erieurs de r�e�exion totale� Cela fait en sorte que beaucoup moins d
�energie entre �a l
int�erieur
de l
obstacle� et dans ce cas on s
attend �a ce que l
�energie locale d�ecroit assez vite� Notre premier
r�esultat est le th�eor�eme suivant�

Th�eor�eme �� Si c � �� il existe une suite in�nie f�jg de r�esonances de P telles que

	 � Im�j 
 CN j�j
�N � N	

Corollaire� Si c � �� M�� �� O��k�k�

Th�eor�eme � d�ecoule de la proposition suivante

Proposition �� Si c � �� N � �� il existe fkjg � C � jIm kj j 
 C� jkj j � ��� tels que

k�c�� � k�j u
�j�
� kL��O� � O�jkj j

�N �

k�� � k�j u
�j�
� kL���� � O�jkj j

�N �

ku
�j�
� j� � u

�j�
� j�kL���� � O�jkj j

�N �

k���u
�j�
� j� � ���u

�j�
� j�kL���� � O�jkj j

�N �

o�u les fonctions u
�j�
� � u

�j�
� sont �a support compact �qui ne d�epend pas de j�� ku

�j�
� j�kL���� � ��

gWF �u
�j�
� j�� gWF �u

�j�
� j� � K � f�x� � � T �� � j�j � c��g	

Dans le cas de dimension impaire l
implication Proposition � �� Th�eor�eme � se d�emontre de
la m�eme fa con que dans ���� tandis que dans le cas de dimension paire� elle r�esulte de l
analyse de ����

Th�eor�eme �� Si c � �� on a �	� avec M�� � O��� En particulier� dans le domaine

Im� 
 C�j�j
��� jRe �j � C�� il n
y a pas de r�esonances�

Dans le cas o�u O est une boule on peut trouver une suite f�jg de r�esonances telles que
Im�j � 
 � 	� et donc on ne peut pas esp�erer avoir une r�egion libre de r�esonances meilleure
qu
une bande� On fait les conjuctures suivantes�

Conjecture �� Si c � �� on a �	� avec M�� � C�

�



Conjecture �� Si c � �� on a

p��t 


��
�

C exp ��
t � n� impair�

Ct�n� n� pair�
��	

Il est facile de voir que la Conjecture � entraine la Conjecture �� Consid�erons le probl�eme

�����
����

�c��� ��u � 	 dans O�

uj� � f�

���uj� � �N ��f � g	

���

Le Th�eor�eme � d�ecoule de la proposition suivante�

Proposition �� Soit u � H��O� g � L��� v�eri�ant ����� Alors� pour tout � � fz � C �
jIm zj 
 C�jzj

��� jRe zj � C�g� pour certaines constantes C�� C� � 	� on a

kukL��O� 
 Cj�j����kgkL����� ���

avec une constante C � 	 qui ne d�epend pas de ��

Id�ee de la preuve� montrant que si c � �� dans la r�egion Im� 
 C�j�j
��� Re � � C�� il n
y a

pas de r�esonances de P �

Soit �� jIm �j 
 ��Re �� �� une r�esonance et soit u� f v�eri�ant ��� On a

�N��� � �N ��f � 	� ���

o�u N��� est l
op�erateur de Neumann associ�e au probl�eme �c�� � ��u � 	 dans O� Il est bien
connu �par exemple� voir ��� que N �� est un op�erateur pseudodi!�erentiel �a grand param�etre Re�
dont le symbole principal s
�ecrit en coordonn�ees locales de la forme �iRe �

p
�� j�j� dans j�j � ��

�Re�
p
j�j� � � dans j�j � �� et N �� � JfN ��J�� dans j�j � �� o�u fN �� � L

��	��
��� �� et J est un

op�erateur de Fourier elliptique d
ordre z�ero �a grand param�etre Re�� On ne peut pas faire la m�eme
analyse sur l
op�erateur N���� mais dans la zone elliptique j�j � c�� pour le probl�eme int�erieur
on peut approcher N��� par un op�erateur pseudodi!�erentiel �a grand param�etre dont le symbole
principal est �Re�

p
j�j� � c��� En utilisant cela on peut d�eduire de ��� que le front d
ondes

semiclassique de f v�eri�e

gWF �f � fj�j 
 c�� � �g� �� 	 � �� �	

Auterement dit� on a le lemme suivant�

Lemme �� Soit  � C��T ��� supp � fj�j 
 c�� � ��g�  � � sur fj�j 
 c�� � �g� Si f
v�eri�e ���� on a

kf �Op��fkHs��� � O�j�j��� s	 ���

�



Par la formule de Green et le Lemme � on a

Im��kuk�L��O� � ��Im hN ��f� fiL����

� ��Im hN ��Op��f�Op��fiL���� �O�j�j��kfk�L����	

Comme supp  � fj�j � �g� on a que le symbole principal de l
op�erateur N ��Op�� est �egal �a
�iRe �

p
�� j�j�� Donc� on obtient

Im�kuk�L��O� � C �kfk�L����	 ���

D
autre part� on a
u � ����R���


�f � �R���

�N ��f�

o�u 
 d�esigne la restriction sur � et R��� est la r�esolvante libre� Ceci entraine

kukL��O� 
 C�j�j
���kfkL����	 ���

En combinant ��� et ��� on arrive au r�esultat d�esir�e�

References

��� N� Burq� D�ecroissance de l
�energie locale de l
�equation des ondes pour le probl�eme ext�erieur�
Acta Math�� to appear�

��� C� G�erard� Asymptotique des poles de la matrice de scattering pour deux obstacles strictement
convex� Bull� Soc� Math� France� M�emoire n� ��� ��	� �����

��� G� Lebeau� Equation des ondes amorties� In� A� Boutet de Montvel and V� Marchenko editors�
Algebraic and Geometric Methods in Mathematical Physics� pages ����	�� Kluwer Academic� The
Netherlands� �����

��� G� Popov and G� Vodev� Resonances near the real axis for transparent obstacles� submitted�

��� P� Stefanov and G� Vodev� Distribution of the resonances for the Neumann problem in
linear elasticity outside a strictly convex body� Duke Math� J� 
� ������ ��������

��� P� Stefanov and G� Vodev� Neumann resonances in linear elasticity for an arbitrary body�
Commun� Math� Phys� �
	 ������ ��������

��� S��H� Tang and M� Zworski� From quasimodes to resonances� Res� Math� Notes� to appear�

��� H� Walker� Some remarks on the local energy decay of solutions of the initial�boundary value
problem for the wave equation in unbounded domains� J� Di!� Equations �� ������ ��������

�


