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Quelques critères pour l’inégalité de Poincaré

dans R
d, d ≥ 2.

Francis Nier ∗ †

1 Introduction

Nous rapportons ici un travail réalisé avec B. Helffer [HelNi] sur la compa-
cité de la résolvante du Laplacien de Witten sur 0-formes et plus généralement
sur la validité de l’inégalité de Poincaré pour les formes de Dirichlet en di-
mension finie. Ce travail a connu des développements après l’exposé, faisant
un lien plus explicite avec les travaux sur l’hypoellipticité microlocale des
systèmes surdéterminés, que nous mentionnerons à la Section 3.

Nous nous intéressons en particulier au cas où des conditions classiques
d’ellipticité deviennent dégénérées. Dans [HelNi] nous nous sommes limités à
des classes de potentiels polyhomogènes qui permettent de donner des condi-
tions nécessaires et suffisantes simples pour la compacité de la résolvante et
pour l’inégalité de Poincaré.

Nous considérons le Laplacien de Witten sur les 0-formes de R
d, d ≥ 2 :

∆
(0)
Φ = −∆ +

1

4
|∇Φ|2 −

1

2
∆Φ = (eΦ/2d∗

xe
−Φ/2)(e−Φ/2dxe

Φ/2), (1.1)

où Φ est une fonction C∞. Sous des hypothèses de croissance sur le potentiel
Φ la fonction e−Φ/2 est dans L2(Rd) et c’est le seul élément du noyau de ∆

(0)
Φ .

Si l’opérateur positif ∆
(0)
Φ a une résolvante compacte alors

σ(∆
(0)
Φ ) \ {0} ⊂ [λ1, + ∞), avec λ1 > 0. (1.2)
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classiques.”

V–1



Après conjugaison par e−Φ/2, (1.2) est équivalent à l’inégalité de Poincaré
pour la forme de Dirichlet

E(f,f) =

∫

Rd

|∇f |2 dµ

où µ est la mesure de probabilité
(∫

Rd e−Φ dx
)−1

e−Φ. Celle-ci s’écrit en effet

µ((f − µ(f))2) = var(f) ≤
1

λ1
E(f,f). (1.3)

Cette inégalité ne pose pas de problème sous les conditions d’ellipticité

t|∇Φ(x)|2 − ∆Φ(x) → +∞ , quand |x| → +∞, t ∈]0,1],

ou

lim
|x|→∞

|∇xΦ(x)| = +∞,

avec ∀α ∈ N
d,∀x ∈ R

d, |∂α
x∇Φ(x)| ≤ Cα (1 + |∇Φ(x)|) .

Nous renvoyons à [BoDaHel], [Hel4] ou [Jo] pour plus de détails. Une autre
situation classique est celle où l’on peut utiliser le truc de Bakry-Emery en
supposant Hess Φ(x) ≥ α > 0 (voir par exemple [Hel4], [Aetal]). Enfin le cas
de la dimension 1 a été abordé de façon quasi exhaustive dans les travaux de
I. Gentil, F. Malrieu et C. Roberto.

Le fait de travailler sur le Laplacien de Witten présente l’intérêt de ne
pas se limiter au cas Φ ≥ 0 à l’infini et on verra, outre le fait que le cas
de potentiels négatifs est intéressant pour l’étude de systèmes métastables,
que cela est d’autant plus significatif quand on fait le lien avec la théorie des
systèmes surdéterminés.

Pour terminer situons la difficulté. Pour un potentiel V (x) = x2
1x

2
2 il est

classique (et facile a retrouver en séparant les variables) que l’opérateur de
Schrödinger −∆+x2

1x
2
2 est à résolvante compacte bien que le symbole ξ2+x2

1x
2
2

s’annule à l’infini. C’est le principe d’incertitude qui rend l’opérateur plus
positif que sont symbole et cela peut marcher même si le potentiel prend des
valeurs négatives à l’infini. Pour le Laplacien de Witten avec Φ(x) = x2

1x
2
2

on a V (x) = 1
4
‖∇Φ‖2 − 1

2
∆Φ = x2

1x
4
2 + x14x2

2 − x2
2 − x2

1. On sait a priori que
l’opérateur est positif tandis que le symbole tend vers −∞ dans certaines
régions de l’espace phases (très confinées) donc le principe d’incertitude joue
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un rôle. La question est alors de savoir si ce principe d’incertitude est suffisant
pour rendre l’opérateur à résolvante compacte ? Dans cet exemple précis :
non. L’analyse présentée ici consiste à comparer les degrés d’annulation des
fonctions angulaires ϕi avec les degrés d’homogénéité αi en écrivant

Φ(x) =
N∑

i=1

rαiϕi(θ) + R(x), pourx = rθ,r ≥ 1 etR ∈ L∞(Rd).

On regarde s’il y a assez de place dans la région de l’espace des phases où le
symbole est négatif pour y caser ou non une suite de Weyl. Au passage on a
également un critère (disjoint) pour e−Φ ∈ L1(Rd) dans le cas Φ ≥ 0.

On peut se demander pourquoi se limiter à des classes de fonctions poly-
homogènes (avec des conditions de signe) quand des résultats généraux avec
des techniques de capacités symplectiques (cf. [Fef] et plus particulièrement
les Théorème 2 et 3 du chapitre I pour le cas de potentiels polynomiaux
positifs ou nuls) ou des techniques d’hypoellipticité maximale (voir Sec-
tion 3) donnent des réponses complètes au moins dans le cas polynomial.
Le critère de [Fef] n’est pas très explicite et ne donne pas d’algorithme
fini de vérification. Le résultat donnée dans la Section 3 donne un procédé
systèmatique de vérification mais le lecteur se convaincra que, même sur
l’exemple simple Φ = x2

1x
2
2 +ε(x2

1 +x2
2), cette vérification n’est pas immédiate

contrairement au critère pour les fonctions polyhomogènes.

2 Résultats pour des fonctions polyhomogènes

2.1 Cas des potentiels positifs ou nuls à l’infini.

Nous considérons des potentiels Φ ∈ C∞(Rd), Φ ≥ 0 au voisinage de
l’infini, et qui s’écrivent

Φ(x) =

N∑

i=1

Φi(x) + R(x), (2.1)

avec R ∈ L∞(Rd), N ∈ N, ∀i ∈ {1, . . . ,N} , Φi ∈ C∞(Rd)

et ∀i ∈ {1, . . . ,N} ,∀x ∈ R
d, |x| ≥ 1,

Φi(x) = |x|αi ϕi(
x

|x|
)

avec α1 > . . . > αN > 0.

V–3



Ce sont les ordres d’annulation des fonctions ϕi pour αi ≥ 1 qui jouent un
rôle.

Définition 2.1.
Nous associons à Φ, les ensembles et fonctions suivantes :

Z :=
N
∪

i=1
ϕ−1

i ({0}), (2.2)

{αi > 1} := {i ∈ {1, . . . ,N} , αi > 1} , (2.3)

{αi ≥ 1} := {i ∈ {1, . . . ,N} , αi ≥ 1} , (2.4)

et pour tout I ⊂ {1, . . . ,N},

ZI := ∩
i∈I

ϕ−1
i ({0}) , (2.5)

ΦI(x) :=
∑

i∈I

Φi(x) . (2.6)

2.1.1 Inégalité de Poincaré.

Les conditions suffisantes pour l’inégalité de Poincaré sont données par

Théorème 2.2.
On suppose Φ ∈ C∞(Rd) de la forme (2.1) et on note I soit l’ensemble
{αi > 1} soit l’ensemble {αi ≥ 1} suivant la Définition 2.1. On suppose que
pour θ ∈ Sd−1 il existe un voisinage Nθ de θ et un indice iθ ∈ I tels que

ϕiθ

∣∣∣
Nθ

> 0 and ∀i ∈ {1, . . . ,iθ − 1} , ϕi

∣∣∣
Nθ

≥ 0. (2.7)

Cas I = {αi > 1}:

Le Laplacien de Witten ∆
(0)
Φ est à résolvante compacte.

Cas I = {αi ≥ 1}:
On a une inégalité de Poincaré (1.2)(1.3) pour un certain λ1 > 0.

Corollaire 2.3.
Quand toutes les ϕi sont positives ou nulles, on a

(
lim

|x|→∞
Φ{αi>1}(x) = +∞

)
⇒
(
(1 + ∆

(0)
Φ )−1 compacte

)
,

et (
lim inf
|x|→∞

Φ{αi≥1}(x) > 0

)
⇒ ((1.3) pour un certain λ1 > 0) .
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Comme l’indique le résultat ci-dessous, la condition lim inf |x|→∞ Φ{αi≥1} > 0
du Corollaire 2.3 est nécessaire.

Théorème 2.4.
Si Φ est donnée par (2.1) avec toutes les ϕi, i ∈ {1, . . . ,N}, positive ou nulle
et avec ‖∂rR(r.)‖L∞(Sd−1) = o(r0) quand r → ∞, alors on a :

(
I{αi≥1} = ∅

)
ou
(
Z{αi≥1} 6= ∅

)
⇒
(
0 ∈ σ

ess
(∆

(0)
Φ )
)

.

Remarque 2.5.
Quand e−Φ appartient à L1(Rd), la condition ‖∂rR(r.)‖L∞(Sd−1) = o(r0) peut
être enlevée en utilisant un argument de variance.

2.1.2 Conditions pour e−Φ ∈ L1(Rd).

On travaille toujours avec un potentiel Φ donné par (2.1). Sous des
hypothèses d’analyticité sur les ϕi, il devrait être possible de dire quand
e−Φ ∈ L1(Rd), en étendant la méthode décrite dans [ArGuVar] s’appuyant
sur la résolution des singularités pour les intégrales de Laplace. Nous avons
fait l’hypothèse simplificatrice suivante qui entrâıne entre autre que les zéros
des fonctions ϕi sont des points isolés et que les fonctions ϕi sont positives
ou nulles :
Hypothèse 1.
Pour z ∈ Z et pour tout i ∈ {1, . . . ,N}, il existe mi(z) ≥ 0, un voisinage
Ni(z) ⊂ Sd−1 et ci > 1 tels que

∀θ ∈ Ni((z)), c−1
i |θ − z|mi(z) ≤ ϕi(θ) ≤ ci |θ − z|mi(z) . (2.8)

Notons que génériquement l’hypothèse est vérifiée pour des fonctions posi-
tives ou nulles puisque on peut alors se restreindre à des fonctions de Morse.
Sous cette hypothèse nous associons à Φ l’indice

IΦ := min
z∈Z

max
i∈{1,...,N}

αi

mi(z)
∈ R+. (2.9)

Le résultat suivant est un petit exercice d’intégration :

Proposition 2.6.
Sous l’Hypothèse 1, on a l’équivalence :

(
e−Φ ∈ L1(Rd)

)
⇔

(
IΦ >

d

d − 1

)
.
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2.2 Potentiel négatif ou nul à l’infini.

Ici la situation est encore plus simple. Puisque pour une fonction poly-
homogène avec des ϕi ≤ 0, le terme − 1

2
∆Φ est positif ou nul et il suffit de

minorer −∆+ |∇Φ|2, ce que l’on fait en utilisant l’adaptation de la méthode
de Kohn faite par Helffer et Mohamed dans [HelMo] pour les opérateurs avec
champ magnétique.

On note que dans ce cas, 0 ne peut être valeur propre de ∆
(0)
Φ et la

compacité de la résolvante entrâıne min σ(∆
(0)
Φ ) > 0.

On note A la partie entière du degré d’homogénéité maximal α1 et on
associe à Φ la fonction

q(x) :=
∑

1≤|β|≤A

∣∣∂β
xΦ(x)

∣∣ . (2.10)

Les hypothèses exactes sont un peu plus générales que ϕi ≤ 0 pour tout i tel
que αi > 1.
Hypothèse 2.
La fonction Φ a la forme (2.1) avec lim|x|→∞ q(x) = +∞. De plus on suppose
que pour tout θ ∈ Sd−1,

soit : Il existe iθ tel que αiθ > 1 et un voisinage Nθ de θ tels que

ϕiθ

∣∣∣
Nθ

< 0, ∀i ∈ {1, . . . ,iθ} , ϕi

∣∣∣
Nθ

≤ 0;

soit : Il existe un voisinage Nθ de θ tel que

∀i tel que αi > 2, ϕi

∣∣∣
Nθ

≤ 0 et ∆θϕi

∣∣∣
Nθ

≤ 0.

Le résultat est tout simplement :

Théorème 2.7.
Si Φ vérifie l’Hypothèse 2 alors ∆

(0)
Φ est à résolvante compacte.

2.3 Application au cas polynomial. Exemples.

L’application des Théorèmes 2.2, 2.7 et du Corollaire 2.3 donne tout de
suite
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Corollaire 2.8.
Soit Φ ∈ R[X1, . . . ,Xd] une fonction polynomiale.

i) Si Φ est la somme de monômes positifs ou nuls, on a l’équivalence

(1.2) ⇔

(
lim

|x|→∞
Φ(x) = +∞

)
⇔
(
(1 + ∆

(0)
Φ )−1 compacte

)
.

ii) Si Φ est la somme de monômes négatifs ou nuls, alors ∆
(0)
Φ est à résolvante

compacte si et seulement si Φ ne présente pas d’invariance par trans-
lation.

Exemples:
a) Φ = x2

1x
2
2 dans R

2.

On a Z{αi≥1} 6= ∅ et 0 est dans le spectre essentiel de ∆
(0)
Φ . L’inégalité de

Poincaré (1.3) n’est pas satisfaite. L’Hypothèse 1 est vérifiée et l’indice Iϕ

vaut 2 = 2
2−1

. Donc e−Φ n’est pas dans L1(Rd) et 0 n’est pas une valeur

propre de ∆
(0)
Φ .

b) Φ = x2
1x

2
2(x

2
1 + x2

2) dans R
2.

On a Z{αi≥1} 6= ∅ et IΦ vaut 3 > 2. Donc, 0 est une valeur propre plongée

dans le spectre essentiel de ∆
(0)
Φ .

c) Φ = (x2
1 + x2

2)(x
2
2 + x2

3) dans R
3.

On a Z{αi≥1} 6= ∅ et IΦ = 4/2 = 2 > 3
3−1

. Comme dans b), 0 est une valeur
propre contenue dans le spectre essentiel.

d) Φ = x2
1x

2
2x

2
3 dans R

3.
On a Z{αi≥1} 6= ∅ et l’inégalité de Poincaré n’est pas vérifiée. Bien que l’Hy-
pothèse 1 ne soit pas vérifiée un calcul direct donne e−Φ 6∈ L1(R3).

e) Φ = (x2
1 + x2

2)(x
2
2 + x2

3) + (x2
1 + x2

3) dans R
3.

L’ensemble Z{αi>1} = ∅ et ∆
(0)
Φ est à résolvante compacte.

f) Φ = (1 + |x2|)
1/2

dans R
d.

La fonction e−Φ appartient L1(Rd). L’inégalité de Poincaré est vérifiée Z{αi≥1} =

∅. Mais puisque le potentiel V = 1
4
|∇Φ|2 − 1

2
∆Φ est borné, la résolvante de

∆
(0)
Φ n’est pas compacte. Pour Φ = (1+ |x|2)α/2, l ’inégalité de Poincaré n’est
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pas vérifiée pour α < 1, tandis que l’exposant critique pour l’inégalité de
Sobolev Logarithmique est α = 2.
g) Φε = x2

1x
2
2 + ε(x2

1 + x2
2) dans R

2.

Le Laplacien de Witten ∆
(0)
Φε

est à résolvante compacte ε > 0. On peut en

déduire entre autre que ∆
(0)
Φε

ne peut pas converger vers ∆
(0)
Φ0

au sens de la
résolvante quand ε → 0. Notons aussi que pour ε > 0 ce potentiel est loin
d’être convexe puisque sa hessienne vaut

(
2x2

2 + ε 4x1x2

4x1x2 2x2
1 + ε

)

avec pour déterminant (2t2 + ε)2 − 16t4 sur la diagonale x1 = ±x2 = t.

h) Les méthodes utilisées pour les Théorèmes 2.2 et 2.7 peuvent s’appliquer
à des situations avec changement de signe. Ainsi pour Φ = (x2

1 − x2)
2 + εx2

2

dans R
2 avec ε > 0. On peut montrer que ∆

(0)
Φ est à résolvante compacte

pour ε > 1/8. Clairement en faisant le changement de variable y1 = x1,

y2 = x2−x2
1, qui préserve le volume, on voit que ∆

(0)
Φ ne peut être à résolvante

compacte pour ε = 0. La question se pose donc pour ε < 1/8, ε 6= 0. Celle-ci
a une réponse complète dans le cadre décrit ci-dessous.

3 Approche algèbres de Lie nilpotentes, pro-

longements, questions diverses

3.1 Hypoellipticité maximale microlocale

A l’occasion d’un cours fait à Rennes dans le cadre du colloque “Equations
cinétiques, Hypoellipticité et Laplaciens de Witten”, B. Helffer a fait le lien
entre la compacité de la résolvante du Laplacien de Witten et l’hypoellipticité
maximale microlocale pour des systèmes surdéterminés. Il s’agit d’associer
au Laplacien de Witten ∆

(0)
Φ =

∑d
j=1(−∂xj

+ 1
2
∂xj

Φ)(∂xj
+ 1

2
∂xj

Φ) le système

des Lj = ∂xj
+ 1

2
∂xj

Φ(x)Dt = Xj + iYj. On s’intéresse alors à la microhypoel-
lipticité maximale séparément pour τ > 0 ou τ < 0, où τ désigne la variable
de Fourier pour t. La différence des résultats de la section précédente dans
les cas Φ ≥ 0 et Φ ≤ 0 convaincra le lecteur de l’importance de séparer les
deux cas, et donc de la nécessité du point de vue microlocal. Si on note πτ la
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représentation qui à Dt associe le nombre τ la microhypoellipticité maximale
se lit

d∑

j=1

‖πτ (Xj)u‖
2 + ‖πτ (Yj)u‖

2 ≤ C

(
d∑

j=1

‖πτ (Lj)u‖
2 + ‖u‖2

)
(3.1)

avec une constante C > 0 uniforme quand τ → +∞ ou τ → −∞. Nous
nous limitons ici au cas τ → +∞ l’autre se retrouvant après changement
de signe sur Φ. En posant τ = 1

h
, l’inégalité (3.1) conduit à à l’estimation

semiclassique pour le Laplacien de Witten ∆
(0)
h,Φ = −h2∆ + 1

4
|∇Φ|2 − h

2
∆Φ

h2−2/r ‖v‖2 ≤ C
(〈

v,∆
(0)
h,Φv

〉
+ ‖v‖2

)
, (3.2)

au voisinage d’un point x0 pour lequel on a une condition de Hörmander au
rang r.

Rappelons que l’approche de Helffer-Nourrigat (cf. [Hel5][HelNo][No])
établit l’hypoellipticité maximale d’un polynôme de champs de vecteurs Q,
ces champs formant ou étant une représentation d’une algèbre de Lie nilpo-
tente, sous la condition que pour toutes les représentations irréductibles non
triviales π, l’opérateur π(Q) est injectif sur l’espace de Schwartz Sπ associé.
Cette analyse repose sur la théorie de Kirilov des représentations irréductibles
d’algèbres de Lie nilpotentes et leur identification via les orbites de l’action
coadjointe. On note G l’algèbre de Lie que l’on associe au système de champs
de vecteurs étudié, Gk sa composante de degré k dans sa graduation naturelle
et r le rang de la condition de Hörmander. Un point clé de l’approche de Helf-
fer et Nourrigat (voir [HelNo][No]) est un argument de récurrence qui consiste
à vérifier que si π(Q) est injectif sur Sπ pour toute représentation dégénérée
sur Gr alors Q est à résolvante compacte. Ainsi les techniques développées par
Helffer et Nourrigat contiennent des conditions suffisantes de compacité de
résolvante. Pour le Laplacien de Witten et dans le cas où Φ est une fonction
polynomiale, on peut donner une traduction explicite d’une telle condition
suffisante (cf. [Hel5]).

Définition 3.1. On note Er l’ensemble des polynômes de degré r qui s’an-
nulent en 0.

Définition 3.2.
A un polynôme Φ ∈ Er, on associe l’ensemble LΦ qui est le plus petit sous-
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ensemble de Er contenant Φ et vérifiant les propriétés de stabilité suivantes :

1. Si P ∈ LΦ et y ∈ R
n, alors le polynôme

Q(x) = P (x + y) − P (y),∀x ∈ R
n ,

appartient aussi à LΦ.

2. Si P ∈ LΦ and λ > 0, alors Q(x) = P (λx) appartient aussi à LΦ.

3. LΦ est un ensemble fermé de Er.

Théorème 3.3.
On suppose que Φ ∈ Er est irréductible au sens où

∑
|α|>0 |D

α
xΦ(x)| → +∞

quand |x| → +∞ ou, de manière équivalente, que Φ ne présente pas d’in-
variance par translation. Si LΦ ∩ Er−1 ne contient aucun polynôme non nul

admettant un minimum local, alors le Laplacien de Witten Laplacian ∆
(0)
Φ

est à résolvante compacte.

3.2 Application à l’exemple h)

On peut appliquer le Théorème 3.3 au cas Φε = (x2
1 − x2)

2 + εx2
2 =

x4
1−2x2

1x2+(1+ε)x2
2, ε ∈ R, pour montrer que ∆Φε

est à résolvante compacte
si et seulement si ε 6= 0. Pour déterminer les éléments de LΦε

∩E3 il s’agit de
regarder les polynômes de degré inférieur ou égal à 3 obtenus comme limites
de polynômes Qλ,x(y) = Φε(λ(x+y))−Φε(λy). Pour cela il suffit de regarder
les limites possibles des dérivées en 0, i.e. des limites possibles des ∂α

x [Φε(λx)].
Le calcul donne :

α = (4,0) : 24λ4 → 0. On cherche les polynômes de degré inférieur ou égal à
3 ce qui impose ici la valeur 0 à la limite.

α = (1,0) : 4λ4x4
1 − 4λ3x2x1 → l1.

α = (0,1) : −2λ3x2
1 + 2(1 + ε)λ2x2 → l2.

α = (2,0) : 12λ4x2
1 − 4λ3x2 → l11.

α = (0,2) : 2(1 + ε)λ2 → 0. Cette limite est une conséquence de la première
condition qui donne λ → 0.

α = (1,1) : −4λ3x1 → l12.

α = (3,0) : 24λ4x1 → l111.

α = (2,1) : −4λ3 → 0. Cette limite est une conséquence de la première condi-
tion qui donne λ → 0.
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On vérifie alors aisément que les seules limites possibles doivent vérifier l11 =
l12 = l111 = 0 pour ε 6= 0. Autrement dit les éléments de LΦε

∩E3 sont affines

et n’admettent pas de minimum local. Ainsi ∆
(0)
Φε

est à résolvante compacte
si et seulement si ε 6= 0.

3.3 Hypoellipticité et potentiels homogènes sans condi-
tion de signe.

Nous résumons ici quelques résultats d’un travail en cours qui essaient de
faire le lien entre le traitement du cas polynomial ci-dessus et les résultats
de [HelNi] résumés dans la Section 2. Nous nous limitons pour cela au cas
d’une fonction homogène Φ(rθ) = rmϕ(θ) pour r ≥ 1 avec ϕ ∈ C∞(Sd−1),
mais sans condition de signe. Au degré d’homogénéité m on associe l’entier

m̂ = max {µ ∈ N,µ < m} , (3.3)

qui vaut la partie entière de m si m n’est pas entier et m − 1 sinon.

Proposition 3.4. Pour que le Laplacien de Witten ∆
(0)
Φ soit à résolvante

compacte avec Φ(rθ) = rmϕ(θ), pour r ≥ 1, il faut :

i) m > 1;

ii) ϕ ne s’annule pas à l’ordre m̂ + 1,
∑

|α|≤m̂ |∂α
x ϕ| > 0;

iii) Il n’y a aucun couple K ⊂ U , K ⊂ ϕ−1({0}) compact et U ouvert de
Sd−1, tels que

∀x ∈ U \ K, ϕ(x) > 0.

La condition suffisante s’obtient à partir de l’inégalité hypoelliptique se-
miclassique (3.2) à l’aide d’une partition dyadique de l’unité.

Proposition 3.5. Supposons Φ(rθ) = rmϕ(θ) pour r ≥ 1 avec m > 1. Si ϕ
ne s’annule pas à l’ordre m̂ + 1 et vérifie :
Pour tout θ0 ∈ ϕ−1 ({0}), il existe un voisinage Vθ0

de θ0 et deux constantes
dθ0

> 0 et cθ0
> 0, telles que :

∀d ∈]0,dθ0
],∀θ1 ∈ Vθ0

, inf
|θ−θ1|≤d

(ϕ(θ) − ϕ(θ1)) ≤ −cθ0
sup

|θ−θ1|≤d

|ϕ(θ) − ϕ(θ1))|;

(3.4)

alors le Laplacien de Witten ∆
(0)
Φ est à résolvante compacte.
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On reconnâıtra dans (3.4) une condition suffisante d’hypoellipticité maxi-
male (cf. [Hel5][No]). Avec cette hypothèse on a en fait un peu mieux que la
compacité de la résolvante avec la minoration :

∆
(0)
Φ ≥ C−1 〈x〉r − C, avec r ≥ 2(

m

m̂
− 1).

D’après les résultats de Maire dans [Mai1][Mai4], on sait construire des

opérateurs ∆
(0)
Φ hypoelliptiques mais non maximalement hypoelliptiques (dans

un sens microlocal τ > 0). La traduction de la condition suffisante de Maire
est dans le présent contexte : ϕ n’a pas de minimum local sur ϕ−1 ({0}).
En fait on peut construire sous cette dernière hypothèse : 1) des potentiels

Φ pour lesquels ∆
(0)
Φ n’est pas à résolvante compacte tout en vérifiant les

autres conditions; 2) des potentiels Φ pour lesquels la minoration de ∆
(0)
Φ fait

intervenir des petites puissances de 〈x〉.
On termine ce paragraphe par un résultat sur les classes d’homotopie

des résolvantes compactes (1 + ∆
(0)
Φ )−1 pour Φ(rθ) = rmϕ(θ) (pour r ≥ 1)

avec m > 1 fixé et où ϕ appartient à l’ouvert dense des fonctions de Morse
sur Sd−1. Les fonctions ϕ0 et ϕ1 étant des fonctions de Morse sur Sd−1, on
dit que les résolvantes (1 + ∆Φ0

)−1 et (1 + ∆Φ1
)−1, Φk(rθ) = rmϕk(θ) sont

dans la même classe d’homotopie s’il existe une famille continue (ϕt)t∈[0,1]

de fonctions C∞ de Morse, telle que la résolvante (1 + ∆Φt
)−1 ∈ L(L2(Rd))

dépende continûment de t ∈ [0,1].

Proposition 3.6. Pour m > 2, l’ensemble des résolvantes (1+∆
(0)
Φ )−1, avec

ϕ fonction de Morse, a deux classes d’homotopie. Pour m ∈]1,2] cet en-
semble à un nombre infini de classes d’homotopie, le nombre de composantes
connexes de ϕ−1(] −∞,0]) étant un invariant d’homotopie.

3.4 Questions diverses

Nous terminons par quelques questions connexes ou subséquentes à cette
analyse.

a) Quelle est la régularité minimale sur la fonction ϕ : M → R+ (M variété

compacte) pour que la famille de mesures de probabilités µβ = e−βϕ∫
M

e−βϕ

admette une unique limite faible quand β → ∞? A-t-on des contre-
exemples à l’unicité ? Dans le cas où ϕ est analytique réelle sur M
analytique réelle, la technique de résolution des singularités présentée
dans [ArGuVar] donne un développement asymptotique complet. Le

V–12



Lemme 4.7 de [HelNi] est une version affaiblie d’une réponse positive
qui marche sous la simple hypothèse ϕ ∈ C1+ν avec ν > 0.

b) Dans le cas de fonctions analytiques réelles positives ϕi, i = 1, . . . ,N ,
peut-on donner un développement asymptotique d’intégrales de La-
place de la forme ∫

M

e−
∑N

j=1
rαj ϕj(θ)χ(θ) dθ

quand r → ∞ et plus généralement de
∫

M

e−
∑N

j=1
tjϕj(θ)χ(θ) dθ

quand |t| → ∞?

c) Pour les problèmes non-linéaires et l’étude des équations cinétiques, les
inégalités de Sobolev logarithmiques sont plus robustes et plus souples
que les inégalités de Poincaré (cf. [Aetal][DesVil] [CCG] [Dedo1][Dedo2]
[Dedo3]). Dans un contexte polyhomogène, voire homogène pour com-
mencer, avec condition de signe, a-t-on des conditions nécessaires et
suffisantes pour l’inégalité de Sobolev logarithmique? Les estimations
de concentration gaussienne impose au moins dans un sens faible Φ ≥
C−1x2 à l’infini et le degré d’homogénéité critique est a priori 2 pour
cette inégalité.

d) Dans [HerNi], nous avons mis en évidence avec F. Hérau des relations
algébriques très étroites entre l’opérateur de Fokker-Planck K = v∂x −
∂xV (x)∂v + (−∂v + v)(∂v + v) et le Laplacien de Witten sur R

2d
x,v as-

socié au potentiel Φ(x,v) = v2/2+V (x). Ces relations se traduisent au
niveau des propriétés spectrales. Ainsi le taux de retour à l’équilibre
pour l’équation de Fokker-Planck (opérateur hypoelliptique) peut être
encadré à l’aide de la première valeur propre non nulle du Laplacien
de Witten (modèle elliptique) de faç on très précise si le potentiel V
vérifie des conditions d’ellipticité à l’infini. On vérifie aisément en toute
généralité que la compacité de la résolvante de K impose la compacité
de la résolvante de ∆

(0)
Φ . Il serait intéressant de pouvoir faire une ana-

lyse reposant sur la théorie de Helffer-Nourrigat comme celle résumée
dans le paragraphe 3 pour un potentiel V polynomial. Des premières
tentatives avec B. Helffer ont jusqu’à présent échoué, sans pour au-
tant exclure un tel résultat. Si cette approche marche, le truc consiste
à trouver la bonne algèbre de Lie nilpotente pour laquelle K ou une
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approximation de K est une représentation d’un polynôme de champs
de vecteurs et pour laquelle s’appliquent les résultats de [HelNo].
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