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Estimées de Strichartz pour 1'équation de
Schrodinger a coefficients variables

L. Robbiano *et C. Zuily!

I Introduction et énoncé

L’objet de cet exposé est de présenter les principales étapes de la preuve
des estimées de Strichartz (locales en temps) pour 'opérateur de Schrodinger
correspondant a une perturbation asymptotiquement plate et non captante
du Laplacien usuel de R™.

Pour étre plus précis nous introduisons l'espace suivant. Soit oy €]0, 1.
On pose

(1.1) By, = {a € C*(R") :]0%(x)| < @wf’ﬁﬁx € R",Va € N"} .
ot (z) = (1 +[z])z.

Soit P un opérateur différentiel du second ordre formellement auto-adjoint.

(12) P =) Dig™(@)Di) + 3 (Dibi(w) +b;(x) D;) + bolx)

Jk=1

ou D; = %%, de symbole principal p(z,§) = ‘;193"6(;5)5].5,?, (g7F = gM).
j7 g

Nous ferons les hypotheses suivantes :
i) 1l existe o9 > 0 tel que ¢g’* — 6,1, € B,,,b; € By,

(H.1) 1<j,k<n. I d;; désigne le symbole de Kronecker.
i1) by € L>*(R™).

*Université de Versailles LAMA Bat. Fermat 45, avenue des Etats Unis 78035 Versailles
TUniversité de Paris-Sud Département de Mathématiques F-91405 Orsay cedex
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(H.2) Tl existe v > 0 tel que p(x,&) > v|E[?, pour tout (z,€) € R™ x R™.

L’opérateur P possede alors une extension auto-adjointe de domaine H?(R™).
Nous associons ensuite, au symbole p, le flot bicaractéristique. Il est donné
par les équations pour j =1,...,n,

(1) = §—§<x<t>,f<t>> Ca(0) = 1 |
(1.3) /
&0 = —2 ()60, 60)=¢, |

_al'j

On vérifie facilement a I’aide des hypotheses (H.1) et (H.2) que ce flot existe
pour tout ¢ € R. On notera (z(t,z,§) , £(t,x,&)) la solution de (1.3).

On fera pour finir 'hypothese suivante :

(H.3)  Pour tout (z,€) € T"R"\ {0} ona lim |o(t,z,&)| = +oo,

ce qui s’exprime en disant que le flot n’est pas captant en +oo.

Soit alors e~y la solution du probléme
ou
— — Pu=0
(1.4) Yar T

Le résultat principal de ce travail s’énonce alors comme suit.

Théoréme 1.1

Supposons que l'opérateur P défini en (1.2) satisfasse les hypotheses (H.1),
. . 2 _ n n
(H.2), (H.3). Soit T > 0 et (p,q) des réels tels que q > 2 et S=5— 0l
eziste alors une constante C' > 0 telle que,

(15) ||€_itPU0||Lq([_T7T]7Lr(Rn)) < CH’LL0||L2(RTL) s
pour tout ug € L*(R™).

L’estimée (I.5) est connue dans la littérature sous le nom d’estimée de
Strichartz. Elle a été prouvée dans le cas du Laplacien usuel par Strichartz
[St] lorsque p = ¢ = 2”%1 puis étendue a tous les couples (p,q) décrits
dans I’énoncé par Ginibre et Velo [GV], Yajima [Y]. Le cas limite ¢ = 2 en
dimension n > 3, toujours dans le cas plat, a été résolu par Keel-Tao [KT].

Lorsque les coefficients sont variables il y a aussi des résultats plus récents.
Staffilani-Tataru [ST] ont prouvé le Théoreme 1.1 sous les hypotheses (H.2),
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(H.3) pour des perturbations a support compact du Laplacien. Dans [B],
Burq a donné une autre preuve de ce résultat en se basant sur le travail
de Burg-Gérard-Tzvetkov [BGT]. Il annonce également dans ce travail une
version affaiblie de (I.5), ol la norme L? du second membre est remplacée
par la norme H®, mais sous une hypothese de décroissance des coefficients
plus faible que (H.1) (ot 1+ 09 est remplacé par o). Plus récemment Hassel-
Tao-Wunsch [HTW] ont démontré en dimension n = 3 une version affaiblie
de (1.5) correspondant au cas ¢ = 4, r = 3 sous des hypotheses proches des
notre.

I1 faut aussi mentionner le travail (évoqué ci-dessus) de Burq-Gérard-
Tzvetkov [BGT] qui se sont intéressés aux estimées de Strichartz sur des
variétés compactes. Dans ce méme travail lorsque les coefficients (ainsi que
leur dérivées) sont simplement bornés dans R ces auteurs démontrent des
inégalités du type de (1.5) mais ol la norme L? du second membre est rem-

1
placée par la norme Ha.

Donnons maintenant une idée de notre démonstration du Théoreme I.1.
Il est bien connu maintenant qu’on peut donner une preuve des estimées
de Strichartz basée sur trois ingrédients : une estimation de dispersion, des
arguments de dualité et le Théoreme de Hardy-Littlewood-Sobolev. Ceci a
été formulée par Keel-Tao [KT] de la maniere suivante.

Soit pour ¢ € R un opérateur U(t) satisfaisant aux estimations suivantes.

(7) NU@) flle2@ny < C||fllz2@ny , Vt € R, C indépendante de ¢ .

g \ C
(é4) 1T @) gllz~ < m!lgHLl(Rn) VEF s

Alors I'estimée de Strichartz (1.5) est valable pour U(t).

Bien entendu le point difficile est I'estimation (ii). Dans le cas ou U(t) =
iAo (olt Ag est le Laplacien usuel) cette estimation est obtenue par la formule
explicite donnant la solution. Dans le cas des coefficients variables une telle
formule est pour I'instant sans espoir et on peut espérer au mieux avoir une
parametrixe. A ’heure actuelle nous ne sommes pas capables de construire
une parametrixe globale (on dira plus loin pourquoi). Il faut donc expliquer
ce que l'on fait a la place. Tout d’abord soit ¢ € CP(R"™) , ¢(z) = 1 si
|z| < 1et R > 0 assez grand. On écrit

—itP

T
€ Ug = ‘P(_

. T .
e Py + (1 — <p(}—%))e”tpu0 =v+w

=
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L’estimée de Strichartz pour v est obtenue grace au Théoreme de Staffilani-
Tataru et a des résultats d’effets régularisants de Doi [D].

Quant au terme w il est solution de I’équation
. T T
(104 + Ao — (1= S()(P+ A)(1 = G(F)w = [P, pal

ou @ € C§°(R"™), ¢ = 1 sur le support de ¢. Notons

—P =2~ (L= @(F)(P +20)(1 - ¢(5))

Soit f I'un des coefficients de 'opérateur P+ Ay. Compte tenu de I’hypothese
(H.1) on voit facilement que

o [0 B(oNf] )] € - e

- R% <x>1+|a|+%°

ou les constantes C, sont indépendantes de R.

Il s’en suit, en prenant R assez grand, que 'opérateur — P est une petite
perturbation du Laplacien.

Nous sommes donc ramenés a prouver les estimées de Strichartz pour

e~ P ou le symbole principal de P s’écrit

p(x, &) =€ +e > b5(@)Eén

k=1
avec o
|0%0% ()| < <x)pr%,‘v’x eR", VaeN",
ou C, est indépendante de ¢.

Notre méthode de construction d’une parametrixe est basée sur la trans-
formation de FBI et la théorie de Sjostrand.

Pour v € L*(R") , o = (ag,a¢) € R" x R" et A > 1 on pose

3n

Tv(a, A) = cn)\4/ ey (1) dy

ou
) 1
@O(ya O‘) = (y - ax)'af + §|y - ax|2 + 2_i|a6|2

et ¢, est une constante de normalisation.
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Alors T est une isométrie de L2(R") sur L*(R?", e~ <" da) et son adjoint
T* : LA(R>, e Mocl do) — L2(R") s’écrit

(T*U))(ZE) _ Cn)\% // e—i)\(:v—ax).ag—%|x—aw|2_%|a§|2w(a)da
Un point important réside dans le fait que
T*T = Identité de L*(R").

Considérons pour 6 € R une famille réguliere de transformées de FBI,

Tyv(a, \) = cn)\in/ e (0, y, o, No(y)dy

n

et supposons qu’il existe ¢ et a telles que

[iAZ +'P(y,D,)] (e*a) =0
(*) QO(O,y, Oé) - SOO(yaOé)

a(0,y,a) =1
Posons '
U(t,6,0,) = Ty(e ™ ug) (e, A) -
Alors U P
2N —
ar T =V

de sorte que 1'on peut écrire
U(t,0,a,\) =V (0 — Mt,a, \).

Par conséquent
U(t,0,a,\) = U(=Xt,0,c, \)
ce qui s’écrit '
T(e ™ ug) (o, N) = T-xe(ug) (v, A)
et comme T*T = Id

e Pug(z) = T*T_yuo(z)

— /// efi)\(xfaz)agf%|x—az|2,%|a§‘2+i/\<p(f)\t,y,oz)a(_)\t,y’ a, )\)uo(y)dyda

- /k(t, z, 1, Nuo(y)dy
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Pour obtenir 'estimation de dispersion il suffira donc de montrer que

Cc
[¢]2

k(b N < 5 t£0.

Pour résoudre le probleme (x) on est conduit aux équations eikonale et de
transport

(5) {3—?(9,34704) =ply, 22(0,y,a))
©(0,y,) = po(y, @)

Xa+ca+4"Pa=0
(T) a(0,y,a,\) =1
0

J

i o]
@B, 7 0

jiNgR

Pour résoudre 1’équation eikonale une premiere difficulté se présente. En effet
les méthodes classiques utilisant la géométrie symplectique débutent par une
étude du flot issu d’un point (x,&). A l'instant initial compte tenu de ce que
I’'on veut résoudre, on doit prendre & = %‘%(m, a). Mais ici g est non réelle
donc le flot est non réel et p (le symbole principal) a des coefficients qui sont
seulement C*°. Pour palier a cette difficulté deux réponses ont été proposées.
La premiere par Melin et Sjostrand [MS] consiste a étendre tous les objets C'*
du probleme en des fonctions presque analytiques. La deuxieme qui est die
a Hormander ([H] tome 4, chap. 25) et qui est connue sous le nom « idéaux
Lagrangiens »permet de garder les conditions initiales du flot réelles et utilise
un théoreme de division. Voici en gros de quoi il s’agit.

Pour (z,£) € T*R™ posons

0
uj(z,€,a) = §j—8—?(x,oz)

= & —af —i(z; —al)

Alors
{uj,up} =0, Vik=1,---.,n.

Faisons évoluer u; par le flot rétrograde ie posons

Uj(evl'aS?Oé) - UjOX,Q(IE,f) .
- fj(—H,x,f) - aé - i(xj(_‘97x7§) - Oég:)
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Alors
{Uj7vk}:07 v]vk:]wan

Soit J ={q¢ =) qjv;}. Alors J est stable par crochet de Poisson.
j=1

Supposons que J soit engendré par des fonctions de la forme &; — @;(0, z, a).

Alors pour j,k=1,---,n
0®; 0P
(o =5 ) €7

Un lemme permet de montrer que les éléments de J qui sont indépendants
de ¢ sont O(|Im ®|~) VN € N. Donc

R

< Im ® N
3@ axk > CN‘ m (97377&)’

On pose alors

| |?

o0, z,a) = /0 (x —2(0,a)).®(0,sx + (1 — s)z(0, ), a)ds + Op(«) + 5

Alors, modulo [Im®|™ on a

0

%(G,x, a)=0;(0,z,a)

0 9

56 (0, 2,a) = p(z, 52(0, 2, )
et on a résolu notre équation eikonale.

Une fois cette équation résolue on examine les équations de transport. Ici
aussi le fait que la phase ¢ soit non réelle engendre une difficulté puisqu’il
s’agit de résoudre globalement une équation du premier ordre a coefficients
non réels dans le C*.

Finalement, modulo des restes convenables on écrit

e~ Py (z) = /k(t,x,y, Nuo(y)dy
ou
k(t,z,y,\) = / / NV AELDp(t 2y, o, N)da

Dans l'intégrale ci-dessus le symbole b contient une troncature X(%)

supportée dans |y — x(—At, )] < §(At). Il y alors deux régimes : I'un ou
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|At] > 1. On peut étre alors tres loin du point critique de la phase V. La
dispersion est alors obtenue grace aux propriétés de convexité de ¥ puisque

ly — fL’(—At,aW)

< A\ >2

ImWU(—At, z,y, ) > ¢ <|$ — ag|* +

Lorsque |At] < 1 on est proche du point critique et une méthode de phase sta-
tionnaire est possible. Cependant la phase ¥ est non réelle et peut dégénérer
dans certaines directions (penser & |X|? + i|At|Y']? de sorte que les résultats
disponibles ne s’appliquent pas. On utilise alors une méthode simple d’intégration
par parties a I'aide d'un champ de vecteur bien adapté a notre cas.

La suite du texte donne quelques détails sur les points évoqués ci-dessus.

IT Etude du flot

Les constructions microlocales que nous ferons nécessitent de distinguer
les points de T*R™. On introduit pour cela la définition suivante.
Définition II.1

On note
So =A@ ETR w62 -1 <a> )
S ={(w6 TR x5y <w>lel)

S, (resp. S§_) est appelé l'ensemble des points sortants pour t > 0 (resp.
t<0).

Rappelons que notre symbole p est de la forme

p(a,&) =167+ > bn(@)§é = [€° + £q(x,€)
k=1
ou

Ca
0% (2)| <= ———Tiares

C, indépendantes de €.
On note z(t,z,&) , £(t,x,&) la solution globale du probleme

i(t) = 2 (a(t), (1))
(I1.1) {ﬂﬂz—%(

8
—~
~~
SN—
Iy
~
~~
N—
N— ~
782"
~~
(e
S—
I
722"



Proposition II.1 (flot a partir des points sortants)

Il existe gy > 0 tel que pour € €]0, o] la solution du probléme (11.1) avec
(z,€) € 8¢ (resp. S-) et 1 <[] <2 s%écrit pour tout t >0 (resp. t < 0)

{x(t, 2,€) =z + 2E(t, 2, €) + 2(t, 2, &)
f(t,x,é“) ={+ C(t7$:£)

De plus ,

1 1+ |zt x

55T |;|’2 s

et pour tout k € N il existe My > 0 telle que pour tous A, B € N" tels que

|A|+ |B| < k, pour tout t > 0 (resp. t < 0) et tout (x,§) € Sy (resp. S_) on
a

AAB €Mk
0708 2(t2,8)] < ——amy
AAB €M,
|ax @g C(t,fﬂ,g)’ S < >|AH_]_+O—0 :
En particulier pour 7 =1,--- . n,
%(t,x,ﬁ) G+ O < t>) %(t,:c,é) St O <t>)
k k
9¢; _ 9E; _
aék (ta z, 5) — Ujk + O<5) ) 8xk (ta xz, 5) - O<€)

50 i -
(35k Zask (t,x,&) = (1 —2it)d + Oe <t >)

Proposition II.2 (flot en temps petit)
Pour (x,€) € T*R" posons
r(t,z, ) = x(t,z,&) — (v + 2t€)
C(t,z,8) = &t x,&) —¢
Soit T > 0. Alors pour tous A, B € N" il existe C'yp > 0 telle que
|07 07 Z(t,2.6)] < Cap [elt]
|0, o2 8§BZ(t,x,§)| < Oype
pour Z =1 ou (, pour tout |t| < T et tout (x,§) € T*R™ tel que |£] < 2.

La Proposition II.1 permet de préciser le flot a partir de n’importe quel
point et ce, pour tout £ € R.
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Proposition I1.3

Soit (z,€) € T*R™ avec 5 < |¢] < 2. Alors pour toutt € R on a

w(t,,€) = 3 + 2 + (L7, €)
ot
r(t,z,§)| < Ce<t>, |C(t,x,8)] < Ce
C' étant indépendante de (z,§) et de e.
Cependant, et c’est I'une des difficultés du probleme, on n’a pas de bon
controle (analogues a ceux de la Prop. I1.1) des dérivées de r par rapport a &
lorsque par exemple |z| est tres grand mais la bicaractéristique retraverse un

vosinage de zéro (pour repartir vers l'infini). Par contre pour de tels points
on peut quand méme obtenir ce controle pour un temps limité.

Proposition 11.4
Soit (z,€) € T*R™ tel que 5 < |§| <2 etz &< —co <z >|[E].
On pose

L={20 ¢ a9 9 < <o0.9 > o))
Alors pour t € I, on a

x(t,x,§) = o428 -2tz ), (I )
€(tax7€) = g—C(—t,iL‘(t,fL‘,f) ) g(tvxag))

ou z et ¢ ont été définies dans la Proposition II.1.
En outre on a

8:5']- . 8xj _ '
Or (t,x,&) =0+ O(e) 3E. (t,x,8) = =2t + Oe <t >)
9, _ 5 9, _
En particulier
86]‘ ,ij o . .
(8&; za§k>(t,x,{)—(1+22t)53k+(’)(8<t>)

ot les O sont uniformes en (z,§).
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III L’équation de phase

On introduit tout d’abord le domaine de définition de la phase ¢ (6, x, ).
Ici a € T*R™ est tel que % < |ag| < 2.
Définition ITI.1

Soit § >0, cg >0, ¢, >0 des petites constantes (a fizer).
(1) St |ag.ae] < cop < ag > |ag| on pose

Qs ={0,2) eRxR" : Jz—z(0,0)]<d<O>}
(11) Si oy - e > co < i > |ag| on pose
Qs ={0,2) e RxR" : |z —2z(0,a)| <6 <0>, z.og > —c1 <> |ogl|}
(1i1) Si oy - e < —co < ay, > |ag| on pose

Qs ={0,2) e RxR" : |z —2(0,a)| <6 <0>, v.oeg < —c1 <> |ogl|}

Commentaires

Les constantes ¢y et ¢ seront prises petites par rapport a %. Le cas (i)
correspond aux points o qui sont sortants pour 8 > 0 et 6 < 0. Dans ce cas
()5 est un voisinage conique de la bicaractéristique. Dans le cas (ii) le point
« est sortant pour 6 > 0 et rentrant pour € < 0. Alors {25 peut étre aussi
écrit :

Qs ={0,2) eRy xR" : |z —z(0,0)| <d< O >}U{(f,z) e R_ xR",

|z —z(0,0)| <0 <0> et zag>—c <x>|agl}
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Le cas (iii) est le symétrique de celui-la.
Le résultat principal de ce paragraphe est le suivant.
Théoreme I11.1

Il existe 6 > 0, ¢cg > 0, ¢; > 0 tels que Va € T*R"™ avec % <ag| <2l
existe une fonction ¢ = p(0,x,a) qui est C* sur Qs et qui satisfait

. a 2
(0) (0,2, ) = (;v—ax)ag—i—%]x—ozx]2+%+g(x,a)
o |g(z,a)] < Cnlr —a.|N , pourtout N €N .

Pour tout N € N il eziste Cy > 0 tel que V(6,x) € Qs ,

(i) ‘890(071‘705) _, (x %(e,x,a)ﬂ < Cy (W)N

a0 Ox <0>
Op
(131) %(6’, r,a) =ag+0(1) , V(0,z)€e Qs
. 1z —z(0,0)]? lz —z(0,)* 1,
(1) Im (0,2, ) = 2 1t O(1) “9>2 §|04 |
(v) 000, 2,0) < Ca . VA EN\ {0},

o, O(1) et Cy sont indépendantes de (0, z, ).

Idée de la preuve du Théoreme II1.1

On utilise la théorie des idéaux Lagrangiens développée par L. Hormander
([H] Tome 4 Chap. 25).

Le résultat essentiel de cette théorie est un théoreme de division précisé.

Théoréme I11.2

Soit g € S(R}) eta,b € R". [l existe alors des fonctions qi(n, a,b, g),r(a,b, g)
qui sont C* par rapport a n,a,b et linéaires par rapport a g telles que

g(m) =D a(n,a,b,9)(m + ax + iby) +r(a, b, g)
k=1
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De plus on a les estimations suivantes sur r et les g;
0208 yar(m,a,b,9)| + |08 yr(ab )| < Cap Y / 197 g(n)\dn
IVI<N(A,B.n)

Remarque III1.3
Il résulte de 1’égalité décrite dans le Théoreme que

Introduisons les fonctions
uj(z, € a) =& — 8—j(a:,oz) =& — océ —i(x; — )
On voit facilement que
{uj,up} =0, Vj,k=1,---,n
Faisons évoluer les u; par le flot retrograde ie posons

vj(0, 2,8, a); =ujox—g(r,§) '
= fj(_eaxag) - a% - i(xj(_07x7€) - aé)

Alors on a également
{vj,} =0, V;,k=1---n

On sépare la preuve du Théoreme III.1 en plusieurs cas suivant la nature du
point a.

Cas ou « est sortant pour ¢t > 0
Posons

Ay ={aeTR" :J<|ag| <2, azog > —cy < o > |ag|}
QF ={0,z) :0>0,]z —=z(0,a)] <§6)}

y =z-—2z(0,a)

QF ={(0,y) :0=0, [yl <5(0)}

Soit xo € Cg°(R™) , xo(t) =15si|t]| <1, xo(t) =0si[t| > 2. On a alors le
résultat suivant.
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Théoreme 111.4
1l existe des constantes pg,d positives telles que si 'on pose pour a €

Ap,0>0, yeR™ | |y <60y, neR™, j=1,---,n

— o= v; (0, ), 1y a),a
gj(ﬁ)*XO(MOW) ]((97 Y+ (97 >7<0>+2<9>+5(67 )7 )

il existe des fonctions a; = a;(6,y, ), b; = b;(0,y,a) C* sur Q; telles que
93(77) = Z Qk’(na a, b7 g]) (77k: + ak’<97 Y, Ck) + Zbk(97 Y, O‘)) )
k=1

pour tout n € R™ et tout (0,y) € Q , ot les qi sont ceux qui ont été introduits
dans le Théoréeme III.2.

En outre, pour tout (0,y) € Qj{ on a,

. Y|
(i af6.v.0)| <255
(id) b0,y 0) + 2| < 5l
YT g 0)

(i) a0, . )] + 10,40, )] < 7547,

(iv)

aj(07y7a/) = O(|y|N) ) bj(ovyaa) = —Yj + O(|y|N) ) j = 17 to 7”7VN € N.
(v) gk (1, a, b, g;) — 1%9?9% < C(e+6)si|n <o,

(i) 1000 43 (10,0, ;)] < Cuo) si |A| +]B| = 1et || < po.

Idée de la preuve

D’apres le Théoreme II1.2 il suffit de trouver a,b tels que r(a,b, g;) =
0, j=1,---,n. On écrit un développement de Taylor de r a I'ordre deux
au point (a,0). En utilisant la remarque I1.3 on est ramené a résoudre le
systeme d’équations,

2

agj / 0°r
Zank Z (1 tabab (a,tb, g;(.))dt byb, =0 .

p,g=1
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Comme g; s’exprime en fonction du flot, en utilisant I'expression de celui-ci
donnée par la Proposition II.1 on ramene ’étude de ce systeme a celui d’une
équation vectorielle du type (a,b) = ®(a, b) que I'on résout par une méthode
de point fixe dans I’ensemble

p={n: <ol pe 20 < Vi,

en se servant également des estimations sur les dérivées de r données par le
Théoreme I11.2. |

On introduit alors la notion d’idéal Lagrangien.

Définition II1.5

Soit O = {(0,y,n) € Ry x R" x R™ : |y| < §(0) ,|n— 3y| <d}.
Soit F' = (F(.,a))aca, une famille de fonctions sur O. On dira que F' € T
si on peut écrire pour tout (0,y,n) € O et tout « € Ay

F(0,y,n,a Zf] 0,y.n, (0,y+x(9,a)7%+§(9,a)>
ou
sup |8A03 fl,y,m,a)| < +oo, VA, B € N".
(6,y,m€0O
a6A+

Voici quelques propriétés de Z.

Lemme III1.6

a) I est stable par crochet de Poisson.

b) Soit R = (R(.,®))aeca, € Z. Supposons que R(0,y,a) soit indépendant
de n. Alors pour tout N € N il existe Cy > 0 tel que pour tout (0,y) € Qs et
tout v € Ay on ait

|R(6,y, )] < Cn|[ImY(8,y, )Y

o
1 .
Ur(0,y,a) = Uk — (ap +iby)(0,y,0) , k=1,---,n,
les ag, by, ayant été définies au Théoreme I11.4.

Comme conséquence de ce résultat on a ce qui suit.
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Corollaire III1.6

Pour tout N € N 1l existe Cy > 0 telle que
Y, 6%)
a0 3. 97 y O
(ayk 9y; (6:92)

On passe alors aux variables x, £ originales i.e.

r=y+z(0,q), fz%—i—f(@,a),

S CN|]m77Z}(9> Y, a)lN .

pour (6, x) € Q5. Posons
1 /1 .
Qp(0,, ) = & (0, ) + 0] (5(33 —z(0, ) — (ag +ibg) (0, z — z(0, @), a)) :

Le dernier point de la preuve du Théoreme III.1 dans le cas o« € A est alors
le suivant

Proposition II1.7.

Pour a € Ay et (0,z) € Qs posons
1
1
@(9, Z, Oé) = / (ZL‘ - ZL‘(@, a))@(@, ST + (]- - s)x(&, O[), Oé)dS + Hp(OZ) + §|a§|2 :
0 i

Alors ¢ vérifie toutes les conditions du Théoréme II1.1.

Remarquons que la preuve du Théoreme III.1 dans le cas ou o € A_ =
{a e T'R" : 5 < o] <2, ag.ae < colag)|oe]} et (0,2) € Qp = {(6,x) :
<0, |r—x(0,a) <d(0)} est identique.

En particulier si |a,.c¢| < co{ay)|ae| on obtient une phase définie pour
tout 6 € R™.

La preuve de l'existence de la phase dans le cas des points entrants i.e.
ceux vérifiant |a,.ce| > co(ay)|ag| suit les mémes idées; elle est cependant
un peu plus délicate car nous ne possédons de bonnes estimations sur le flot
que dans un domaine limité de 6. Nous renvoyons le lecteur a notre article
pour plus de détails.

IV Les équations de transport

Rappelons que 'ouvert 25 a été introduit dans la Définition III.1. D’autre
part le Théoreme III.1 affirme l'existence d'une phase ¢. Le présent para-
graphe est consacré a 'existence des amplitudes. Le résultat principal est le
suivant.
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Théoréeme IV.1

Pour tout o € T*R™ tel que % <|ag| <2, pour tout N € N et tout A > 1
il existe une amplitude an = an(0,z, a, N) qui est C* dans Qs et qui est telle
que

(7) an(0,z,a,\) =1

(i) (iIAGp — P) (e Dapn (0,2, a,0)) = Ry (0, 2, o, \)e?#0m)

v el =30
|Bn(0,7,a,A)] < Cy <)\ N4 /\QT

uniformément en (0, z, a, \).

_n_

(i17) 102an(0, 2,0, \)| < Cyal0)"27 4 vA e N

uniformément en (0, z, a, \).

La preuve de ce résultat distingue les cas a sortants puis entrants. Comme
c’était le cas précédemment le premier cas est plus facile a traiter. Le probleme
ici est que nous avons a résoudre une équation de transport non réelle dans le
cadre C*°. L’idée commune aux deux cas est de redresser le champ. Dans le
cas « sortant »grace a la décroissance des dérivées des coefficients en (6) =14/ il
est possible de tronquer brutalement le développement de Taylor des coeffi-
cients a un certain ordre pour se ramener au cas holomorphe. Par contre ceci
n’est pas possible dans le cas « entrant ». Nous sommes alors contraints de
prolonger tous les ingredients du probleme presque analytiquement comme
dans Melin-Sjéstrand [MS]. Cela conduit inévitablement & des complications
importantes.

V Microlocalisations et utilisation de la trans-
formation de FBI

Comme nous l'avons dit dans l'introduction l'idée de départ pour la
construction d’un inverse est d’écrire u = T*T'u, ou T est la transformation
de F'BI classique, puis de déformer 7' en Ty qui est une transformation de
FBI générale. Le probleme est que les constructions de la phase et de I’am-
plitude ont été faites microlocalement en «. Il est par conséquent nécessaire,
avant de déformer 7', d’introduire des troncatures microlocales.
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Soit & € S™! fixé. Soit xo € C™(R) telle que

3
Xo(s)zlsi8<1,Xo(s):()sile, 0<xo<1.

On pose pour 7 =1,2,3

X5 (%) = X0 (—%ﬁo) , X5 () = X0 (9%0)

ou d; > 0 est a choisir.

Introduisons maintenant les troncatures en fréquence.
Soit 1y , 11 deux éléments de C°(R™) tels que, 0 < ¢p; <1 et

Yo(€) =1 st | — &l < 02 et €] > 20,
supp vo C {€: i — &o| < 205 et [€] > 05}

Yi(€) =1sia—0y <[E] <b+ 0y
supp 1 C {€:a— 25 < [¢] < b+ 255}

1ag—= 9 — 19 L 5 isi
olta= 15, b= {5 et da < 155 est a choisir.

Enfin on pose

¥2(&) = tho(§)Y1 ()

Posons pour t € R,
Q)G—itP.

Ualt) = X (2)n(5

Il s’en suit que l'on a,
Us(t)Us(to)” = Ki(ty — t2) ,

ol
K(t) = Xt (hal2)e P un(Sxt

Soit 13 € CF°(R™) telle que 0 < 13 < 1 et

() = 1si | + &l <30y et a— 30, < [¢] < b+ 35,
supp ¢3C{fi||§—|+£0] <4y et a — 45y < [€] < b+ 469}

Le premier résultat de ce paragraphe est le suivant.
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Théoreme V.1
Soit T > 0. Pour tout t € [T, T)] et tout X\ > 1 on peut écrire
co Dy ik —ip e Dy s +
K:I:(t) = X1 Q/JQ(X)XQ Ta—>acX3 (%Ws(ag)Ty—»a € X2 1/J2(X)X1 + R,\ (t)
ot
IR (t)u]| on my < Cvlull r-2n(gny
pour tout N € N, uniformément en (A, t) € [1,+oo[x[=T,T].

La preuve de ce théoreme se fait de proche en proche en partant de
I'égalité T*T = Id et en introduisant les troncatures une a une. Les restes
sont exprimés en utilisant les formules explicites de T et T et en utilisant le
lemme classique de Schur.

Ayant microlocalisé, on peut maintenant déformer 7'. Cela est exprimé
dans 1’énoncé suivant.

Théoréme V.2
Soit

W= = {a eT'R": — <|ag] <2, |az.ae < co<ax)|oz§]} U{a e T"R":

1
2
1 =
5 Slagl <2, fas.ag > colas)lag| et (aw, ag) € supp (x5 (aw)¥s(a))
Pour tout t € [=T,T] et tout « € W* on a

T [e_itpxétv} (a, )\) — Cn)\%n /ei,\go(—)\t,y,a)a(—)\t,y, Q, )\)Xjf(y).

. (y — (=M, @)

) el oy + R eece)

o

C
e P I vl 2ws) < Sq7llollzaeny  YMEN, WAZ 1, Wi < T,

et

W) = 0 EE) supp s C {lyl <6, xaly) = 1 si lyl < 672

55,

En combinant les théorémes V.1 et V.2 on arrive a la conclusion suivante.

XX-19



Corollaire V.3.

On peut écrire pour t € [T, T,
Ko(t)=1+1II+III

o

3n D .
I e (NG | [[ ATt sl

Y- l’(—)\t, a)

Xs( (At)

(a5 i) (y)dyda

F(=Xt,z,y,a) = o(=At,y,a) — (2 — ay).ae + %|x — |? + %\a5|2
la(=At,y, o, \)| < C(A) 72
11| 2n < Cllul|gr-2n , VN €N
[T || o gry < Cllullcr@eny -

On arrive alors a la derniere étape de ce travail.

VI L’estimation de dispersion

Rappelons qu’il s’agit de démontrer qu’il existe C' > 0 telle que

C
K2 (@)ul|r < WHUHU

pour tout 0 < [¢| < T et tout u € L'(R").

Comme L'(R") — H*N(R") et H*(R") — L>*(R") si 2N > Z le
Corollaire V.3 montre que I'estimation désirée est vraie pour les termes II et
III entrant dans la composition de K1 (t). Il reste a estimer le terme I.

Si on pose

= % —At,x,y,« y—x —)\t,Oé
KE(L 2,y,0) = co) 8 /em Nrv (=Mt y, 0, A (4)xG () vs(ae) xs (%) dov

il suffit de montrer que,

C
]
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Pour démontrer une telle estimation on est tenté d’appliquer une méthode
de phase stationnaire. On commence par chercher les points critiques de la
phase Fie. at,x,y, \ fixés les a tels que

OF oF
6am(_/\t’x’y’ a) = 8—%(—)\t,x,y,a) =0

Il se trouve que 'on peut les déterminer completement. Les « critiques sont
tels que
a, =2, o(=M, (z,0¢)) =y

D’autre part, dans I'intégrale donnant k%, on a |y — x(—\t, )| < §(\t). Si At
est tres grand on peut donc étre tres loin du point critique de sorte qu’une
méthode de phase stationnaire a peu de chance de s’appliquer. Par contre si
|At| <1 on pourra appliquer une telle méthode.

On traite alors différemment les cas |At| > 1 et |At| < 1. Lorsque At > 1
(pour k1) sur le support des troncatures en a on a av,.ce < co{a,)|ae| de sorte
que 'on est « sortant »pour # < 0. Ici § = —At. Dans ce cas la Proposition
II.1 montre que

3xj

Oak(_)\t’ a) = =2Xt0;, + O(e(\t))
3

D’autre part d’apres le théoreme II1.1 (iv) on a

, A 5 _ A ly—a(=2t,0)?
’elAF(iAt7x7y7a)| S eif‘xiazl e 16 (At)2

On fait alors le changement de variables

Qp =0y, T(—AM, @) = Qg

et grace a 'estimation ci-dessus on a
oa
det —| > (At)"
[det 2| > (M)

Ces ingrédients mis bout & bout fournissent I'estimation désirée de k*. Le cas
At < —1 (pour k1) est un peu plus délicat mais 1a encore c’est la convexité de
Imgp qui fournit le résultat. Lorsque |[At| < 1 on se tourne vers une méthode
de phase stationnaire. La on est confronté a deux difficultés. La premiere
vient du fait que la phase n’est pas réelle. Heureusement ce cas a été étudié
dans la littérature : par Hormander [H| tome 1 par exemple. Ses résultats
sont tres précis puisqu’il donne un équivalent de l'integrale (et méme un
développement) lorsque A — +o0. Cependant une hypothese essentielle dans
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ces résultats est une borne inférieure uniforme du Hessien de la phase F.
Malheureusement cette hypothese n’est pas vérifiée dans notre cas puisque le
Hessien dégénére lorsque At — 0. Ceci dit, nous n’avons pas besoin ici d'un
équivalent de l'intégrale mais juste d’'une majoration et la il a été montré
par d’autres auteurs qu’une simple méthode d’intégration par partie peut
aboutir. En effet, apres avoir étudié tres précisément la phase F' pour At
petit on fait des intégrations par parties a ’aide du champ de vecteurs

_O9F 9 1 9F 0

L= . . .
Ja, Doy D Jae Do’

ou D = |0| ou bien D = |x — y| suivant les cas.
Ayant démontré 'estimation de dispersion on obtient I'inégalité de Stri-
chartz pour UL(t) i.e.

1T+ (ol aqr,zrnyy < Clluo] r2n)-
Comme i (z) + x; (x) > 1, Vz € R" on en déduit
||1/)2(§)e_itPUoHLq(wan < Clluollz2en) -
Par une partition de I'unité (pour « sommer »sur tous les & € S™!) puis

par une technique classique de Littlewood-Paley on aboutit a l'inégalité de
Strichartz pour e " ce qui était le but recherché.
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