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ESTIMEES MULTILINEAIRES DE PROJECTEURS
SPECTRAUX ET EQUATIONS DE SCHRODINGER NON
LINEAIRES

par

N. Burq, P. Gérard & N. Tzvetkov

Résumé. — On étudie ’équation de Schrédinger non linéaire sur les variétés de
dimension 3. On démontre Pexistence globale dans H' pour les non linéarités sous-
quintiques. Un élément essentiel de la preuve est une estimation multilinéaire du
produit de plusieurs fonctions propres du laplacien sur une variété compacte.

1. Introduction

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension 3. Nous nous propo-
sons de poursuivre I’étude, commencée dans [2, 3, 4, 5], de 'influence de la géométrie
de M sur la dynamique des équations de Schrodinger non linéaires sur M :

(1) iug + Au = F(u), uli=0 = uo,

ou l'interaction non linéaire F' vérifie F'(0) =0 et F' = %—‘g avec V € C®(C; R) tel
que

(2) V(e2)=V(z), #eR, z€C,
et pour un certain « > 1 (le degré de la non linéarité),
021022 V(2)] < Ciy ey (14 [ H e

La structure Hamiltonienne de I’équation implique que les solutions (régulieres)
de (1) vérifient les lois de conservation :

(3) [ult, 2 = lluollr2;  E(u(t)) = E(uo),



avec

) Bu) = /M\vgu|2+ /M Viw).

et en particulier si le potentiel V n’est pas “trop négatif”, le caractere localement bien
posé dans H'! implique l'existence globale de solutions du probleme de Cauchy (1).

Les inégalités de Strichartz (avec perte de dérivées) démontrées dans [2]| im-
pliquent que (1) est globalement bien posé dans H*, s > 1, pour des non linéarités
cubiques (o < 3). De plus nous obtenons aussi 'unicité des solutions faibles dans
H*.

D’un autre coté, Bourgain [1] démontre P'existence globale de solutions H! sur
le tore T3 pour des non linéarités sous quintiques. Dans cet exposé on se propose
de présenter les idées permettant de démontrer I’analogue du théoreme de Bourgain
sur la sphere S3 et la variété produit S? x St :

Théoréme 1. — Soit M = S ou M = S? x S* munies de leur métrique habituelle.
On suppose que o < 5 (non linéarité sous quintique) et V(z) > —C(1 + |z])?,
B < 10/3, (cas défocalisant). Alors il existe un espace X C C(R; HY(M)) tel que
pour tout ug € HY(M) il eviste une unique solution u € X du probléme de Cauchy
(1). De plus

1. Pour toutt € R, Uapplication ug — u(t) est Lispchitz sur les bornés de H'(M).
2. Siug € H°(M), o > 1, alors pour tout t € R, u(t) € H7(M).
3. Siug € H* (M), o > 3/2, alors lunicité a liew dans C(R; H(M)).

Rappellons que le théoréme 1 est aussi vrai sur R® ([6, 9]). Il suffit en ef-
fet d’appliquer le schéma de Picard a l'expression intégrale de (1) dans l’espace
LEWLS(R3) N L HY(R?), ot T depend seulement de ||ug]| g1

Sur une variété compacte, cette approche ne fonctionnne pas car les inégalités
de Strichartz souffrent d’inévitables pertes de dérivées [1, 2, 5|. Pour surmonter
les difficultés dues a ces pertes, les améliorations bilinéaires de telles inégalités ont
prouvé leur efficacité [1, 10, 15]. Nous adoptons cette approche pour la preuve du
théoreme 1 dans le cas ot M = S3. Dans le cas M = S? x S! la preuve est plus
délicate : les inégalités de Strichartz bilinéaires que nous savons démontrer sont plus
faibles et n’impliquent le théoréme 1 que pour des non linéarités sous quartiques
(a < 4). Cependant nous obtenons des estimations trilinéaires qui impliquent le
caractere localement bien posé dans H® s > 1 du probléme de Cauchy (1) pour des
non linéarités quintiques. Un argument d’interpolation (au niveau de l’analyse de
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Littlewood-Paley) permet alors de conclure. Nous présenterons dans une premiere
partie les estimations multilinéaires de projecteurs spectraux et ensuite ’analyse non
linéaire dans le cadre des espaces de Bourgain qui permet d’en déduire le théoreme 1.

Terminons cette introduction en mentionnant que les obstructions pour 'obten-
tion de résultats analogues en dimensions plus grandes ne sont pas seulmement de
nature technique : en effet nous avons démontré que pour tout « €]1, 2], le probleme
de Cauchy (1), sur S® n’a pas de solutions fortes dans H' au sens du théoréme 1
(voir[3]).

2. Estimations multilinéaires

Soit (M, g) une variété riemanienne compacte (sans bord) de dimension d. On
note A le laplacien sur les fonctions de M.

Théoréme 2. — Soient x € S(R), A € R. On note x\ = x(vV—A—=X\) le projecteur
spectral autour de X. Il existe C' tel que pour tout \,u > 1, f,g € L2(M),

(5) IXAS xugllL2(ary < CA(d, min(A, )| f | 2 any 191l 2 (ar) -
avec
yi ifd =2
A(d,v) = V5 log'?(v)  ifd=3
d—2 )
vz ifd>4.

De plus pour d = 2 et tous 1 < X\ < u < v, f,g,h € L>(M) on a l’estimation
trilinéaire suivante :

1
(6) IXxf Xug xvhllL2any < COW Tl 2anllgll 22 an 1Pl 2 (ar)-

Remarque 2.1. — On a évidemment la méme estimation en remplacant les pro-
jecteurs spectrauz par des fonctions propres et en particulier ce résultat implique de
nouvelles estimations multilinéaires sur les harmoniques sphériques

Remarque 2.2. — Le théoréme 2 est optimal (dans le cas ot M = S9¢). Il suffit
pour le vérifier de considérer si d < 3 les harmoniques sphériques de plus haut poids
en(x) = (21 + ix0)" (ici on considére S¢ C R¥) qui se concentrent sur un grand
cercle géodésique et pour d > 3 de considérer les harmoniques sphériques zonales qui
se concentrent en deux points diamétralement opposés
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Remarque 2.3. — La version linéaire de ce théoréeme (A = pu = v), sans la perte
logarithmique pour d = 3, est due a Sogge [11, 12, 13]. Dans le cas de la dimension
2, nous avions obtenu la partie bilinéaire du théoréme 2. Notre preuve dans [5] était
inspirée par un travail de Hérmander [8] sur les opérateurs satisfaisant a la condition
de Carleson Sjolin. Ici notre preuve est différente (méme pour d = 2) et repose sur
une bilinéarisation des arguments de [11, 12, 13|, dans l’esprit de Stein [14].

On va donner dans cette section quelques idées de la démonstration de (5).

SiA<1oup <1 lerésultat est facile. On suppose donc 1 < A < p. On montre
d’abord assez simplement que 'estimée (5) pour une n’importe quelle fonction par-
ticuliere (non triviale) x( implique (5) pour x arbitraire.

On revient maintenant a la démonstration pour un choix particulier de fonction x.
On écrit (suivant Sogge [13]) une paramétrixe pour le projecteur spectral et on
obtient pour une fonction y particuliere :

d—1
x»f=X72 Tnf+ Ryf, |Rxfllzee < C|flp2

et dans un systéme de coordonnées proche de xg € M,
Tf(@) = [ P aley N )y
ott a(z,y, \) est un polynoéme en A~! & coefficients réguliers supportés dans 1’ensemble
{@y) € R o] <6 < 5 <yl < Ce)

avec —p(z,y) = dg(x,y) la distance géodésique entre x et y.
En coordonnées géodésiques y = expy(rw), r > 0, w € ST on a

z)\cpT(xw) def
ni@= [ (oo N fr()drdo [T @)

dy = k(r,w)drdw, ¢r(z,w) = (z,7,W),
ar(z,w,\) = k(r,w)a(z,r,w,\), frw)= f(r,w).
On obtient

(T3 f Tho) / / T fo (&) T g )drda,

et I'inégalité de Minkovski montre qu’il suffit, pour démontrer (5) de montrer, uni-
formément par rapport a 1 < A < p :

(7) T3 f Tigllrz < CA(d, \)(Ap)~

,),
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Une premiere propriété de la phase (conséquence du lemme de Gauss) est donnée
par le lemme suivant :

Lemme 2.4. — Il existe € > 0 tel que pour tout r € [e/C,Cel, et tout
w = (wl,... ,wd) € Sd_l C Rd,

on a
Vepr(0,w) =w.

Ce lemme implique la propriété cruciale de la phase que nous utilisons :

Lemme 2.5. — Soit v = (t,2) € Rx R4 quvec t = x1 and z = (x,...,24). Alors
pour tout
w=(wi,...,wq) e 541
vérifiant wy # 0, il existe un voisinage U C Sl de w, e >0 et § > 0 tels que pour
e/C<r<Ceetlz]<d:
1. La phase @, (t,z,w), ou w € R~ est un systéme de coordonnées dans U, est
uniformément non dégénérée en (z,w) :

2
da(@fﬁ&1@>|>c>0

(8) aZj Owi

2. Pour w € R¥1 un systéme de coordonnées dans U, on pose
St,z = {w = vt,z(pr(tv va)}

qui est, d’aprés (8), une hypersurface réguliére de R?. Alors Si. a toutes ses
courbures principales non nulles : si on note n(t,z,w) le vecteur unitaire nor-
mal & la surface Sy, au point Vi . (t, z, w) alors

2

9) det ( Viz0r(t, 2,w),n(t, 2,w)) | > ¢ > 0.

E)wj 871)1

Une conséquence de la non dégénérescence de la phase ¢, (¢, z, w) (¢ étant considéré
comme un parametre) est le résultat suivant (qui peut étre vu comme un raffinement
de la continuité L? du projecteur spectral) :

Lemme 2.6. — Sous les hypothéses de la proposition 2.5, l'opérateur
9 € Ly — (Tg)(t,2) € L™(Ry; L*(RE))

est continu et sa norme est bornée par Cv—(4=1/2
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Le résultat suivant est en revanche une conséquence de la propriété de cour-
bure (9).
Lemme 2.7. — Sous les hypotheéses de la proposition 2.5 l'opérateur
g€ Ly — (T))g(t.z) € L*(R;; LX(RE))

est continu et sa norme bornée par CA(d,v)y=(4=1/2

Pour démontrer (7), on écrit
(Tx f T1g9)(z)
= /Sd - 1ei)““(x’“’)”“‘pQ(x’“’/)aT(;1:,w,)\)aq(x,w',u)f(w)g(w')dwdw'.
“1ygd-

En utilisant une partition de I'unité, on peut supposer que le support de
ar(@,w, Nag(z, o', 1),

(w,w’) est proche d’un point (w™,w®). On remarque alors qu’il existe un vecteur
unitaire e tel que e - w™® #£ 0 et e- w® # 0. Quitte & faire une rotation, on peut
supposer que e = (1,0,--- ,0). On utilise alors le lemme 2.5 et on obtient

_d-1
1TXS Tigllrzre < ITXfllz2reITigll Lo 2 < CA(d, N)(Ap) ™ = ([ fllz2 ll9ll 2 -

3. Analyse non linéaire

3.1. Espaces de Bourgain. — Soient (M, g) une variété Riemanienne compacte
de dimension d et (ej)ren une base orthonormale de L?(M) formée de fonctions
propres du laplacien associées aux valeurs propres —A;. On note Py le projecteur
orthogonal sur ej. L’espace de Sobolev H*(M) est muni de la norme

lallFreary = D ) I PeullZ 2 ay-
K

ot (x) = V1 + x2. L’espace de Bourgain X*°(R x M) est muni de la norme

s @any = DOk 1T + M) P72k, xary = 1€ wlt, M3 @, 1o ary
k

oll ]Sk\u(v') est la transformée de Fourier partielle en temps de Pju.
On considere la formulation intégrale de notre probleme

(10) u(t) = ePug — i /0 t AP (u(r))dr .
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Le résultat suivant (voir [7]) est & la base de notre analyse non linéaire :
Proposition 3.1. — On suppose qu’il existe (b,b') € R? vérifiant
(11) 0<b’<%<b, b+ <1
et tels que pour tout s > 1 il existe C tel que pour tout u € X5,
(12) 1F() v @ean < C(1+ 137 e any ) el o any

et pour tous u,v € X*°,

(13) [F () = F©)ll o sy <

C(1+ 1l genry + 1015 qgcan ) e = llxes gscan)

Alors pour tout borné B de H*(M) il existe T > 0 tel que pour tout ug € B il existe
une unique solution u € X%’b (I’espace des restrictions a [0, T] des fonctions de X '°)
de (10). De plus pour tout t € [=T,T| Uapplication wy — u(t) est Lipschitz de B
dans HY(M) et la régularité H® est propagée par le flot.

Dans la suite de ce texte, nous allons donner quelques idées de la démonstration
de (12) dans le cas M = S3.

3.2. Estimées de Strichartz bilinéaires. — Le point de départ est la version
bilinéaire suivante des inégalités de Strichartz L* sur S3 démontrées dans [2].

Proposition 3.2. — Pour tout intervale I C R, il existe C tel que pour tout
N1>N2 > 17 f1>f2 € LQ(M);

) 2
H H eitA(ANjfj)HLQ(IXM) < C'(min(Vy, NQ))%JFE H I1AN; fill2(ary -
=1 =

An(u) = Z Pyu.
k:N<(A\p)% <2N
On peut supposer I = [0,T] et comme pour f € L2(M) le fonction e*? f est 27

périodique en temps, on peut aussi supposer 7" = 27. On écrit
2

2
H itA (An, ;) Z Z e~k FAR) P (1) Pry (f2) -

=1 =1 1
J= J N;<(Ak;) 2 <2N;
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En utilisant Plancherel en temps, on obtient

HHeltAANfJ HL2(027r]><M ZH > Pkl(fl)PkQ(f2)‘

TEL T= )‘kl +)‘k2

L2(M)’

ol on somme sur les (k1, k2) tels que N; < ()\kj>5 < 2Nj, j = 1,2. D’apres I'inégalité
triangulaire (appliquée & la norme L2(M)), I'inégalité de Cauchy Schwartz (appliquée
a la somme en (k1, k2)), et 'inégalité bilinéaire du théoréeme 2, on obtient

2 2
I3 2 .
H H e tA(AN]'fj)HL2([O727T]XM) < C(mln(NlaNQ))Q Slép QN N2 ) H HAN]f]||%2(M) 5
j=1 T j=1
ou
any (7)) = # {(kl,/@) EN? 2= k2 4k, Ny < (\,)? < 2N, j = 1,2} .
On conclut en utilisant :

Lemme 3.3. — Pour tout € > 0 il existe C > 0 tels que pour tous 7, N € N,
#{(ky,ke) €N? : N <ky <2N, ki4+ki=r1}<CN"
On obtient ainsi la proposition 3.2. On en déduit :

Proposition 3.4. — Pour tout € > 0 il existe § < % et C' > 0 tels que pour tous
N1,No,L1,Lo > 1, et tous uy,us € L2(R x M),

2

. 1.,
H H AN L; u] HLQ(RXM) C(L1L2) (mln(Nh N2))2+ H HANij (uj)||L2(RXM) .
Jj=1 j=1

L’invariance de jauge (2) et le fait que F'(0) = 0 impliquent que
F(u) — (OF)(0)u — (OF)(0) @
s’annule a 'ordre au moins 3 en 0. Il suffit donc de démontrer 'estimation
(14) 1P v erny < C(NlBesnqnny + 1015 can ) el xooean

dans le cas ou F' s’annule a I'ordre au moins 3 en 0.
Pour N > 1 un entier dyadique (N = 2", n € Z), on définit 'opérateur Sy par

= ) Ay,

N1<N



On définit aussi S1(u) := 0. On écrit alors la série téléscopique
2

F(u) =Y [F(Sn (w) = F(Sn, ()]

Ny

oll on somme sur toutes les valeurs dyadiques de Ni. On a alors la décomposition
F(u) = Fi(u) + Fg(u) avec

ZANI Gl ANl( ) SN1/2(U))'

ZANI ) Ga( ANI( )s SN1/2(U))'

En réitérant ce processus, on se ramene a I'étude de termes du type

(15) Fri(u) = > An (u)An, (u)An, (w) BN (A, (1), Sy 2(u)
N3<N2<N;
avec
(16) |HN> N3 (21, 29)] < C(1+ || + [zo]) 730 j = 1,2,
On écrit
(17) Ay = Z ANrL,
L

= Y [ A ) T 2, 0 H % (A 1), o),

Lg,Ly,Lo,L3 j=1
Ng,N3<No<Ny

ou on somme sur toutes les valeurs dyadiques de N;, L;, j = 0,1,2,3. Un argument
de dualité montre que (14) est équivalent a

I< C”w”st,b’(RxM (HuHXl bRxM) T HUHX1 B(Rx M) )HUHszb(RxM) .

On décompose I en
I:=1+ 1,

h= > > > ok
Lo,L1,L2,Lg N3<N2<Ni No:No<AN;y
et A > 1 est une grande constante. La contribution de Is se majore assez simple-
ment. En effet, on peut le voir comme le produit scalaire de Ay, r,(w) qui oscille en
fréquences de l'ordre de Ny avec une fonction qui est concentrée en fréquences plus

petites.
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Etudions I;. D’apres la proposition 3.4, et I'inégalité de Holder on obtient que
pour tout € > 0 il existe 3 < l tel que,

Yo NiNeNs < (N N3) 39 (Lo Ly Lo L) | HN> N (A, (u), S 2 (1)) | oo ()

3
HANOLO ”LQ(RXM H ‘ANL ”LQ(RXM)
7=1

D’apres (16) on a
-3,0
[N (A, (), Sy 2 ()l < C(1+ [ An, (@)l + 1Sy ) [£2) ™7
D’aprés (17), une injection de Sobolev dans le contexte X % et I'inégalité de Cauchy-
Schwartz, on obtient pour b > 1/2,
1
[AN; (W)l oo mxar) + [[Sng 2 ()| < ONF fJul[x1e
ce qui implique
1
(18)  [[HN>N3 (A, (), Sy j2(w)) [l L sy < 1+ C(N ]| o) X300
Pour sommer en Ny, N1, on utilise le lemme de Schur discret suivant :

Lemme 3.5. — Pour tous A > 0, s > 0 il existe C > 0 tels que si (cn,) et (dn,)
sont deux suites indexées par les entiers dyadiques, alors

N§ 3 5 \2z
3 N e < C(ZCN ) (Zle)
NOSAN] Ny

Pour estimer 17, on somme d’abord par rapport a Lo, L1, Ny, N1. En utilisant le

lemme 3.5 et (18), on obtient pour b > 1/2 et 1/2 > b’ > j3,

3,0
11 < Cellull o ean ol - sbf(Rxm(l + Il H‘;}i"iﬁwi)

max(a 3,0)

ST (NeNs)tE(LaLy)PNy T H AN, L; (W)l L2 @) -
L2,L3z N3<N>

Puisque @ < 5 et N3 < Ny, il existe € > 0 tel que

max(a—3,0)

(NyNs)2 ™t N, °* < NyN3(NoN3)™ ¢

et donc en sommant des séries géométriques en No, N3, Lo, L3, on obtient

11 < Clwl o ey (1l rocnry + 101525 ey )il ey -
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