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EXISTENCE GLOBALE POUR L’EQUATION DES ONDES SEMI
LINEAIRE H!-CRITIQUE DANS DES DOMAINES DE
DIMENSION 3.

par

Nicolas Burq

Résumé. — On démontre que I’équation des ondes défocalisante quintique avec des con-
ditions aux limites de Dirichlet est globalement bien posée sur tout domaine régulier et
borné Q C R3. La démonstration repose sur des estimations L° pour le projecteur spectral
obtenues récemment par Smith et Sogge [12], combinées avec une étude précise du probleme
aux limites. Ce travail a été obtenu en collaboration avec G. Lebeau. et F. Planchon

1. Introduction

Soit 2 € R? un domaine borné, régulier & bord, 9Q. On considere le Laplacien agissant
sur les fonctions, avec conditions aux limites de Dirichlet. On s’interesse dans cet article
a décrire les relations entre d’une part certaines estimées LP pour les projecteurs spec-
traux obtenues récemment par H. Smith et C. Sogge [12], et d’autre part les estimations
de Strichartz pour les solutions de I’équation des ondes dans 2. D’une maniere assez
surprenante, ces relations aparaissent de manieére tres simple, naturelle (et optimales, au
moins dans une certaine plage d’indices), et sont reliées a un travail de Mockenhaupt,
Seeger et Sogge sur les opérateurs intégraux de Fourier ([7], Corollary 3.3). Notre moti-
vation vient de ’équation des ondes (avec données initiales réelles) dans €2,

(0} — Au+u’® =0, in Ry x Q
(1.1)
U |i=0= uo, O |i=o = w1, u |r,x00= 0,

pour laquelle I’énergie

ul?(t, ul?(t, x ulb(t, z
Oy (S K T PR

2 6

est conservée. Notre résultat principal est le suivant:

Théoréme 1. — Pour tout (ug,u1) € H () x L*(Q) il existe une unique solution de (1.1)
(globale en temps), u, dans l’espace

X = CORy; HY (@) N CL(Ry; L2(9)) N L, (R; L0(Q)).
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Remarque 1. — A notre connaissance, le fait que des estimations de dispersion affaib-
lies peuvent néanmoins impliquer des estimations de Strichartz optimales (et invariantes
d’échelle) a été remarqué d’abord par G. Lebeau [6]. Il faut aussi remarquer que les
résultats de Lebeau, bien que ne s’appliquant qu’au cas de I'intérieur de domaines stricte-
ment convexes, sont néanmoins beaucoup plus précis que ceux que nous présentons ici
et s’appliqueraient & I'équation des ondes H'-critique en dimension d’espace supérieures
également.

Remarque 2. — La principale difficulté pour démontrer le théoreme 1 est que, le probleme
étudié étant critique, nous ne pouvons nous permettre aucune perte dans les estimées que
nous démontrons. Les estimées de Strichartz démontrées par D.Tataru [15] pour des
métriques Lipschitz (voir aussi les travaux de R. Anton [1] pour Schriodinger) perme-
ttraient certainement d’améliorer le résultat classique (non linéarité cubique), mais ne
permettraient certainement pas de traiter le cas des non linéarités quintiques

Remarque 3. — Finalement, on peut remarquer que nos résultats peuvent étre localisés
en espace et s’appliquent donc aussi a I'extérieur d’un obstacle, ce qui étend les résultats
de Smith et Sogge [11] obtenus antérieurement pour des obstacles convexes.

Pour s > 0, on notera par la suite H3,(Q2) le domaine de opérateur (—Ap)*/? (H$, =
H§(2) pour 0 < s < 3/2).

2. Existence locale

Le résultat d’existence locale (en temps) pour (1.1) est en fait une conséquence facile
de résultats récents de Smith et Sogge [12] sur le projecteur spectral défini par I\ =

L/ =Apepari):

Théoréme A (Smith-Sogge [12, Theorem 7.1]). — Soit Q € R* un domaine & bord
borné, régqulier. Alors

(2.1) Tyl 25y < AF ull (-

On déduit de ce résultat des estimations de Strichartz optimales.
Théoréme 2. — Supposons que pour un 2 < q < 400, le projecteur spectral 11 vérifie
(2.2) ITxull Loy < Allull pq)-

Alors la solution de I’équation des ondes v(t,x) = eV ~=2Duq vérifie

(2.3) V] La((0,27) x20) < CHUOHH?%%-
Démonstration. — La preuve consiste a combiner les estimations de Sobolev en temps

avec l'estimation de projecteur spectral en espace

On note (ex(x)) la base orthonormale de L?(f2) formée des fonctions propres de —Ap
associées aux valeurs propres (A?). On définit un opérateur autoadjoint abstrait A =
[VV—Ap] ou [z] est la partie entiere de z,

Alex) = [Aex
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On prouve d’abord l'estimation de Strichartz ou on a remplacé v par v = e4uy. On
décompose v(t,x) = > oy Vk(t, ) avec

vg(t,z) = Z eitku,\e)\(x), uy = Zu)\e,\(x).
Aeo(v/—Ap)N[k,k+1) A

D’apres la formule de Plancherel (pour z fixé),

Ha(vﬂf”ﬁ{s(ogw) = Z(l + k)28||5k('ax)‘|%2(0,2n) ;
keN

et donc, d’apres l'injection de Sobolev en variable temporelle pour la premiere inégalité,

(2.2) pour la derniere inégalité avec s = % — %, et le fait que g > 2 pour passer de la ligne

3 a la ligne 4,

1911200, 29(0,2m)) < CION a0 (0,2m)) = 1PC @) g 0,20y L ar2ary

2
< Z(l +k) Hvk(',90)“%2(0,2@”Lq/2(9)
k
1—2 ~
< 02(1 + |k[)" e Hvkuiq(ﬂ;Lf(o,Qw))
k
_2
<CY (U+ RN B3 (0200000

k
S+1—2
<CY > (1+ )T e Jun | ~ [Juol)? 54l
k Aeo(v—Ap)N[kk+1) Hp = ()

Q-

ce qui démontre l’estimation de Strichartz pour e®4. On revient & v = eV —2Dy, qui
vérifie

(z@t + A)U = (A -V —AD)U, v ’t:O: uo,

En écrivant la formule de Duhamel, et en utilisant que ¢4 vérifie Strichartz, qu’il envoie
H$(Q) dans lui méme et enfin que (A — /—Ap) est borné sur H} (), on en déduit

Strichartz pour e®v—2D O
Corollaire 2.1. — Soit u solution de

(0 —A)u=0, ulpgg=0, ulimo=1uo, U |i=o=1u1.
Alors
(2.4) ull 5 0,1): 100 < C ([luollgr ) + llutllr2q)) -

et donc pour toute donnée initiale (ug,uy) € Hg(Q) x L*(Q), I’équation des ondes semi
linéaire (1.1) est localement bien posée dans

Xr = C%0,T); HY () N L>((0,T); LY (Q)) x C°([0, T); L*(R))

(globalement pour les données initiales suffisament petites).



3. Existence globale

En fait nos estimations de Strichartz, combinées avec un argument de non concentration,
sont assez fortes pour obtenir ’existence globale en temps

Le but est donc de démontrer que si ¢y < 400 et g € Q alors on peut prolonger la
solution au voisinage de (tg, o). Par compacite de 2, on en déduit qu’on peut prolonger
la solution pour ¢ > 3. Par translation en temps-espace, on se rameéne a tg = 0,z = 0.

La premiere étape consiste a raffiner nos estimations de Strichartz. D’apres (2.3), un
argument de type TT™*, le lemme de Christ-Kiselev [3] et la régularité elliptique LP pour
le probleme de Dirichlet (qui permet de passer des puissances du Laplacien a travers
I’équation puis de convertir cela en dérivées fractionnaires par interpolation) impliquent:

Proposition 3.1. — Soient u, f solutions de

02 —Au=f, ulsa=0, ulmo=1uo, O |=o=u1

alors
(3.1) ||UH o ))+\|U||CO((0,1);HDI(Q))+||5tu\|00((o,1);L2(ﬂ))
< € (luollmyqo + lellzz@) + 1715 0 108 d )
On remarque maintenant que si f = u°, on a
Ju 5||L4(01) B = < el zs 0.0y 210 1l oo 0,128 (@)
32 IVl 5 g0 8y = SNVl 5

L3 ((0,1);L% Q)
<5l 25 0.1y:210 () 1l Lo 0,135 () -
Si on interpole entre ces deux inégalités, en remarquant que

<C 3/10 7/10
9l 5.3y < Cllal2e o IV=@ITE

on obtient

(33) Il 5 oty = Clullisqouiinm el s o I 0.0 -

La suite de l'argument consiste alors, d’apres les idées de Struwe [13], Grillakis [4] et
Shatah-Struwe [9, 10], a localiser ces estimations dans des cones de lumiere et d’utiliser
que, grace a une estimation de type Morawetz, la norme L3°; LS est petite dans de tels
cones.
3.1. L’estimée LS. — On définit

K& ={(z,t);|z| < —t,S<t<T}NQ,  MI={z|z|=—-t,S<t<T}NQ
et le flux & travers M7

Flux (u, M%) = /MT (e(u),v)ydo(z,t)

S
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qui vérifie (voir Rauch [8] ou [11, (3.3")])

2 2 6
(3.4) / (M 4l )(x T)da + Flux (u, MT)
z€Q,|z|<-=T

2 6
Oul? + |Veul?  |ul8
S B (S, 2T T TR
z€Q,|z|<—S 2 6

On a alors

Proposition 3.2. — Supposons que xo € Q. Alors pour toute solution u de (1.1), on a
(3.5) lim uS(t, z)dx = 0.

t—ty JzeQn{|z—xo|<to—t}
Démonstration. — On suit [13, 4, 9, 10]. La nouveauté par rapport a cette approche tres

classique est que quand on démontre cette inégalité de Morawetz qui permet le controle
de la norme LY, des termes de bord apparaissent, qu’il est nécessaire de controler. Dans le
cas de l'extérieur d’un convexe, ces termes de bord ont le bon signe (cf Smith Sogge [11].
En général, ce n’est pas le cas. Néanmoins, le résultat suivant permet de controler ces
termes.

Lemme 3.3. — On suppose que u est solution de (1.1). Alors

(3.6) < CE(u)*?

L2( 0,to X@Q)

|5

o g—:f est la trace sur le bord de la dérivée normale de u.

La preuve suit une démonstration classique du résultat analogue pour I’équation linéaire:

De’monstmtz’on — Soit Z € C*°(2;TQ) un champ de vecteur dont la restriction a 0f2 est
égale a 6 . Calculons, pour 0 < T < tg

0 Q
T
= / / ((8,52 — A)Zu(t,x) — Z (9} — A)u(t,z)) ult, z)dzdt .
0 Q

On integre par parties et on obtient

(3.7) //82 Zlu(t, z) - u(t, z)dedt = //m‘ ‘dadt
// (Zu)i®(t,2) + Z(u )(tx)dxdt—i—[/atZu ude—[/ﬂ(Zu)-@tudx]oT.



D’un autre coté, si Z = Zj aj(:v)%, I'intégration par parties donne (en tenant compte
de la condition de Dirichlet au bord)

(3.8) ‘/ﬂ—(Zu)uE’(t,x) + 20 ult, ) dedt] = 6\/ / )(t,2)da
6‘/ /Z—u%l:c‘ < CE(u)

tandis que

(3.9) ][ /Q at(zu)udxr _ [ /Q (Zu)@tudx]OT‘ < CE(u),

0

t (02 — A),Z] = —[A, Z] est un opérateur différentiel de degré 2 en variables x et est
donc continu de H}(Q2) dans H~1(Q2). On en déduit

(3.10) ‘/t 0/ (92 — A), Z]u(t, z)a(t, « dxdt’ < CE(u).

Comme nos constantes sont uniformes par rapport a 0 < T' < tg, les équations (3.8), (3.9) (3.10)
et (3.7) donnent (3.6). O

3.2. Existence globale. — L’étape principale dans la preuve de I'existence globale est
la suivante:

Proposition 3.4. — Pour tout € > 0, il existe t < 0 tel que
(3.11) ||uH(L5;L10)(KtD) <eE.

Soit 1 une extension convenable de u en dehors de K} (coincidant avec u dans K}) et
telle que

5.12) H(Q)E)HLg((m,);L%(Q < @l ((1,00y: 210 oy 12 oo 58 )
< Cllul! (L55L10) (kY pllullzoe;coyip)-

D’un autre coté, V,(u)® = 5(1)*V, 1 et

5.13) \|Vz(ﬁ)5||Lg((t7t,);L§(Q) < 5[4l 75 (009,210 ) Vol Lo (1,022 (@)

< Cllull? (w50t 1l )

Par interpolation complexe, comme pour (3.3),

“\5 10 10
H(u) HL%((t,t’);W%’%(Q < CHu” (L5;L10) Kf/)Hu|’[1/?>O;H1(Q)HUH(ILO/OO;LG)(K?)'
Soit w la solution (qui par vitesse finie de propagation coincide avec u sur K}) de

(02 - DNw=—(a@)°, wle=0,  (w—1u)]s=s(w —u)|s—=0,
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D’apres (3.1), et l'injection de Sobolev W%5(Q) — L(2), on obtient
(3:34) lull s, proyreyy < lwllzsqenyzo@y) < Clwll s g o b5y

e 3
< CB() + Clull 0y 1 e 10 ey

Finalement, d’apres la proposition 3.2, (3.14) et la continuité de I’application ¢’ € [t,0) —
Hu||(L5~L10)(Kt’) (qui vaut 0 pour ' = t), il existe ¢ (proche de 0) tel que
; t

[ull 5,010y 0y < 2CE ().

ce qui implique la proposition 3.4 (en prenant ¢ < 0 plus petit).
La fin de la preuve de l'existence globale est assez simple: On déduit de I’estimation
précédente que
lim (u [(jpj<-3n0: Ot [{jej<-3n) = 0
dans H! x L?. On en déduit pour 7 > 0 et |§| assez petits (§ < 0),
[ (w(0, )1z <—5nnes 00, )1 qjz<—s4myn) | H1xr2 < €

et donc la solution de I’équation des ondes (1.1) associée aux données initiales & ¢ = 4,

(u(0,2) 113 < 540> Oru(d, )1 {jz)<—s1myn0)
(étendues de maniére convenable) existe globalement. Comme elle coincide avec u sur le
grand cone de la figure, on en déduit que u peut étre prolongée au voisinage de zo =
0,tp = 0. Par compacité de €2, on conclut que u peut étre prolongée sur un intervalle de
temps plus grand.

rg 0 T

FIGURE 1. Les cones de dépendance
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