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Problémes de controle pour des équations dispersives
unidimensionnelles

Olivier Glass

1 Introduction

Dans cet exposé, nous décrivons quelques résultats obtenus en collaboration avec Sergio Guer-
rero.

Nous nous intéresserons a trois modéles dispersifs unidimensionnels, que nous allons étudier
du point de vue de la controlabilité frontiére. La premiére équation que nous allons considérer est
Péquation de Korteweg-de Vries (KdV), qui est modéle connu d’ondes de surface dans un canal
d’eau peu profonde :

Ut + Uy + ULy + Vlgre =0 (avec v > 0). (1)

La seconde, I’équation de KdV-Burgers, est considérée dans le méme contexte pour tenir compte
d’un effet dissipatif :

Ut + Uy + ULy + Vlggpy — EUz, =0 (avec v,e > 0). (2)

Enfin, nous nous intéresserons également a ’équation de KdV du cinquiéme ordre (KdV5) aussi
appelée équation de Kawahara (en voir en particulier la description dans [26]) :

U + Qs + HUgzs + /Buuzra: + 5uzuzx + P/(U)U:E = 07 (3)
ou a > 0, p, B et § sont des constantes et P est une fonction polynomiale de degré au plus trois :
P(u) = pu + qu® + rud. (4)

Cette équation peut étre utilisée dans le contexte de KdV lorsque régime est tel que le terme de
troisiéme ordre est petit. Elle intervient aussi en modélisation d’ondes magnéto-acoustiques (voir
Kawahara [24]).

1.1 Les questions de controélabilité

Le probléme général que nous allons considérer est le probléme de controlabilité de ces équa-
tions, par lintermédiaire des termes de frontiére. Pour étre plus précis, nous considérons ces
équations dans un intervalle borné, munies de conditions au bord adéquates. Nous utiliserons I’en-
semble des conditions aux limites ou une partie d’entre elles (laissant les autres a zéro) comme
controdle, c’est-a-dire comme un moyen d’influencer le systéme, afin que I’état du systéme suive
une dynamique prescrite. Parmi les problémes les plus fréquents en la matiére, rappelons ceux qui
nous intéresseront particuliérement.

Définition 1 On dira que le systéme est exactement controlable, si quels que soient les états ug
et uy, quel que soit le temps T > 0, on peut trouver un contréle amenant le systéme de [’état ug a
l’état uy en temps T'.

A défaut, on dira que le systéme est controlable vers les trajectoires, si quel que soit le temps
T > 0, étant donnée une trajectoire de référence w du systéme donnée pendant [0,T], quel que soit
létat ug, on peut trouver un controle amenant le systéme de Uétat ug o u(T) en temps T. Un cas
particulier est le probléme de zéro-contrélabilité, ou l'on demande que, quel que soit I’état ug, quel
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que soit le temps T > 0, on puisse trouver un contréle amenant le systéme de l’état ug a 0 en
temps T'.

Enfin, on dira que le résultat est local s’il est limité a ug et uy dans certains voisinages de
points de référence, global sinon.

A toutes ces question, vient s’ajouter une autre naturelle : que peut-on dire du cotit du controle :
c’est-a-dire de sa taille (en une certaine norme), en comparaison de la « distance a parcourir »’.

Dans la suite, nous traiterons deux questions de ce type, sur les modéles exposés plus haut, ou
sur leur version linéarisée.

1.2 Quelques références concernant le probléme aux limites

Commencgons par rappeler quelques résultats qui ont été obtenus pour la question de I'existence
d’une solution au probléme avec donnée initiale et condition frontiére.

Pour ce qui est de ’équation de Korteweg-de Vries dans un intervalle, la forme la plus fréquente
des conditions au bord rencontrées dans la littérature est la suivante :

g + Uy + ULy + Vg, = 0 dans Q := (0,T) x (0,L),
Ujp—o = V1(t), U= = V2(l), Ugp—r = v3(t) dans (0,T),

uj4—o = uo dans (0, L).

Un certain nombre d’auteurs ont montré que sous cette forme, le systéme est bien posé pour des
données ug, v1, v2 et vz suffisamment réguliéres, voir en particulier Cattabriga [4], Bona-Sun-Zhang
[2], Colliander-Kenig [9], Holmer [23]. Par exemple, J. Holmer montre I’existence de solutions dans
dans C°([0,T); H*(0, L)) pour vy,ve € HEHD/3(0,T) et vz € H¥/3(0,T), s > —3/4. Mais d’autres
conditions au bord peuvent étre considérées comme ujy—g, Ug|z=1, €t Uzg|z—r, : VOIr en particulier
Colin-Ghidaglia [8] et Bubnov [3].

Comme nous le verrons, ’équation de KdV-Burgers n’est pas trés différente de 1’équation
de Korteweg-de Vries dans un intervalle, et I'on peut essentiellement considérer les références
précédentes pour ce qui est du probléme de Cauchy en domaine borné.

Enfin, en ce qui concerne I’équation de Kawahara, beaucoup d’études ont porté sur le probléme
posé sur toute la droite réelle, voir par exemple : Kichenassamy-Olver [26], Ponce [33], Kenig-Ponce-
Vega [25], Dawson [13], Kwon [27]. Mais pour le probléme aux limites, la seule référence qui nous
est connue est Doronin-Larkin [14], ou les conditions au bord sont les suivantes :

U + QUsy + fligze + BUllpze + Uz = 0 dans Q = (OaT) X (O,L),
Ulpg=0 = V1, U|g=L[ = V2, Ug|z=0 = U3, Uglz=L = V4, Ugg|z=0 = Us,

uj—o = ug dans (0, L).

On trouvera également des résultats sur ce probléme de Cauchy dans [21] (qui comprennent le
modéle plus général (3)).

1.3 Quelques références concernant la controlabilité d’équations de type
Korteweg-de Vries

Indiquons & présents des résultats précédents en matiére de controlabilité. Celle de I’équation
de Korteweg-de Vries a fait ’objet d’'un nombre relativement important d’études ces derniéres
années. Bien str, la propriété de controlabilité dépend de maniére cruciale des conditions aux
limites que I'on choisit comme controéle, les autres étant en général fixées a zéro.

Avec trois controles ou un controéle distribué, différents résultats de controlabilité exacte locale
ou globale ont été obtenus, voir en particulier Russell-Zhang [37, 38], Zhang [40], Banks [1]. Citons
un enfin résultat récent de Laurent, Rosier et Zhang [28] qui établissent un résultat précis de
controlabilité « semi-globale ».
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Le cas v1 = vy = 0 a également fait 'objet de plusieurs études ces derniéres années. Le
point clé ici est que I’équation linéarisée n’est pas systématiquement controlable : cela dépend
la longueur de l'intervalle et de v. Mais il est maintenant connu que 1’équation non linéaire est
toujours localement controlable. Sur ce sujet, les travaux sont dis & Rosier [34], Coron-Crépeau
[10], Cerpa [5], Cerpa-Crépeau [6].

Le cas v2 = v3 = 0 a été considéré par Rosier [35], puis par Guerrero et auteur dans [19];
dans ce cas de la controlabilité locale vers les trajectoires peut étre établie pour KdV. La raison
pour considérer ici cette notion de contrélabilité tient & ce que le systéme posséde dans ce cas un
fort effet régularisant (& rapprocher de Deffet de Kato). Lorsque seul vz est nul, en revanche, on
peut établir de la controlabilité locale exacte (cf. [19]).

Enfin, citons un résultat récent de M. Chapouly [7], qui montre un résultat de controlabilité
globale exacte, si I'on autorise un controle distribué u(t) dans le membre de droite.

Pour ce qui est de ’équation du cinquiéme ordre, le résultat dont cet exposé rend compte (voir
[21]) est le seul que nous connaissions.

2 KdV/KdV-Burgers linéaires : limite diffusive-dispersive
d’une équation de transport

Dans cette partie, nous n’allons pas exactement considérer le probléme de controélabilité pour
les équations (1), (2) ou (3), mais une question dite de controlabilité uniforme en limite singuliére.

2.1 Position du probléme
Le probléme est le suivant. Considérons une équation de transport unidimensionnelle
y+ — My, = 0 dans [0,7T] x [0, 1], (5)

avec M € R\ {0}. Le probléme de controlabilité usuel, i.e. de la possibilité passer de yg & y; (par
exemple dans L?) en temps T en choisissant la condition & gauche ou de droite selon le signe de
M, est ici trivial. L’équation est controlable pour T' > 1/|M]| et non contrdlable pour T' < 1/|M]|.
Mais la question que nous nous posons est d’un ordre légérement différent. Nous considérons cette
équation dans une limite singuliére, plus précisément, une limite ot apparait a la fois un terme de
dispersion et un terme de diffusion :

Yt — MYy — €Ypz + VYzwe = 0 dans (0,7) x (0, L),
Yja=0 = 11 (t)’ Y=L = ’Ug(t), Yz|z=L = UB(t) dans (0,11)7 (6)
Y=o = Yo dans (0, L).

lorsque ¢ et v tendent vers 0.

Et la question est la suivante : que peut-on dire de la controlabilité de ce systéme dans cette
limite de diffusion-dispersion évanescente, et en particulier du cotit du contréle ?

Une motivation pour cette question provient de la problématique du contréle des lois de conser-
vation et systémes de lois de conservation unidimensionnels, dans le cadre de solutions (faibles)
d’entropie. Ce type de systéme s’écrit, dans le cas scalaire qui est le plus simple :

u+ f(u)y =0, u:[0,T] x[0,1] =R, f:R—R.

Il est bien connu que les solutions de ces équations développent en général des singularités en
temps fini, et qu’il est intéressant des deux points de vue mathématique et physique de considérer
des solutions discontinues. Comme les solutions discontinues ne sont plus uniques, on ajoute des
critéres de sélection pour désigner parmi toutes les solutions faibles, la solution valable qui sera
appelée solution « d’entropie ». Les solutions d’entropie « classiques » peuvent étre définies comme
les solutions faibles obtenues par viscosité évanescente :

u® — u lorsque € — 01 ot u§ + f(u¥), —eus, = 0.
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Ce sont en quelque sorte les solutions dont la viscosité a disparu, sauf en ce qui concerne la sélection
des discontinuités admissibles. Il est alors particuliérement naturel pour ce genre d’équation, de
vouloir obtenir un contréle qui soit « uniforme » pour 1’équation visqueuse lorsque ¢ — 07, et
de montrer ainsi qu’une petite viscosité, négligée dans le systéme limite, ne perturbe pas trop le
controle.

Mais de la méme fagon, dans certaines situations physiques (comme par exemple en élastody-
namique non linéaire en présence d’effets concurrents de viscosité et de capillarité) il est intéressant
de considérer des limites diffusives-dispersives :

U + f(U)y — EUgy + Vigge = 0 lorsque e,v — 07,

qui peuvent converger vers une solution faible différente de la solution obtenue par viscosité éva-
nescente, selon la situation (dans le cas ou le flux f n’est pas convexe). Cela donne lieu a la théorie
des « ondes de choc non classiques » ; nous renvoyons en particulier au livre de LeFloch [30] sur ce
sujet. D’ol notre question du point de vue du probléme de controlabilité : est-il possible d’obtenir
un contrdle uniforme pour 1’équation diffusive-dispersive lorsque e, — 07 ?

Cette question est ouverte en général. Ici nous ne considérerons que le cas linéaire. Plus
précisément nous nous intéressons au probléme de controlabilité uniforme de ’équation (6) : étant
donné T' > 1/|M]|, est-il possible d’obtenir la controlabilité du systéme vers zéro a un cott borné
lorsque €, v — 07 ? Est-ce possible en n’utilisant que v avec (v, v3) = (0,0) 7 Et est-ce au moins
possible lorsque T' 2 1/|M|?

11 est par ailleurs naturel que lorsque T < 1/|M]|, le cotit du controdle explose, puisque le systéme
limite n’est pas controélable. D’out la question : peut-on obtenir une borne inférieure du cotit du
contrdle dans ce cas?

2.2 Etudes précédentes sur la viscosité évanescente

Avant d’exposer nos résultats, citon quelques références antérieures sur le probléme connexe
de la controlabilité en limite de viscosité évanescente. Cette question a fait 'objet de quelques
études récentes. Coron et Guerrero [11] ont étudié une équation de transport unidimensionnelle
dans dans une limite de viscosité évanescente :

Y +Mym — EYgax = 07

pour M € R\ {0}, contrdlé par la donnée de Dirichlet a gauche, celle de droite étant maintenue a
zéro. Tls ont prouvé que le controle avait un cotit de ordre de O(e~'/¢) pour T > C/|M| avec C
assez grand, et un cofit de 'ordre de O(e!/?) quand T < 1/|M]|. Tls montrent également ce résultat
trés surprenant que, dans le cas particulier o M < 0 (parce que 1'on contrdle par la gauche), ce
cofit est encore de I'ordre de O(e!/¢) quand T < 2/|M|, donc y compris pour des temps supérieurs
au temps de controlabilité du systéme limite !

Par la suite, Guerrero et Lebeau [22] ont considéré un champ de transport variable et une
dimension quelconque :

ye + M(t,z).Vy —eAy = 0.

La également, le cott est de I'ordre de O(e~1/¢) quand T est suffisamment grand et que toutes les
caractéristiques associées au champ de vecteurs M rencontrent la zone de controle ou sortent du
domaine, et de Pordre de O(e'/) dans le cas opposé.

Enfin, nous avons considéré avec S. Guerrero [18] un cas non linéaire (ce qui est plus ou
moins notre objectif en matiére de controle de lois de conservation) : pour I’équation de Burgers
unidimensionnelle dans une limite de viscosité évanescente :

U + Uy — EUgy = 0,

nous montrons que lon peut atteindre tout état constant U # 0 en temps O(1/|U]) & un cott
borné, pour toute condition initiale dans L°°, au moyen des deux données de Dirichlet au bord.
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2.3 Reésultats

Nous avons obtenu les deux résultats suivants.

Théoréme 1 (Controlabilité uniforme, [20]) I existe une constante Ko > 0 telle que pour
tout M strictement positif, il existe ¢,C > 0 tels que pour tout (v,e) € (0,1] x [0,1], tout
T > Ko/M, tout yo € L?(0,1), il existe un controle vi € L?(0,T) tel que la solution du systéme
(6) avec va = vz = 0 satisfasse y—r = 0 in (0,1) et de plus le contréle est uniforme en (v,e) au
sens ou

forlle < expd —— Lt ol
ez = T2 P T nax (o2, e [ I¥ollze
Théoréme 2 (Non contrélabilité uniforme, [20]) Considérons M # 0 et T > 0 tels que

1
T < Vi (7)

Il existe des constantes ¢ > 0 et £ € N, telles que pour tout € € [0,1] et v € (0,1], 4l existe des

données initiales yo € L?(0,1) telles que tout contréle vi € L*(0,T) amenant yo a 0 est estimé
inférieurement par

¢ C
[villzz = cv” exp {rnax{l/w} lvoll -

Remarques.

e Le probléme avec deux conditions homogenes a droite est irréversible (avec un important effet
régularisant), d’ot un résultat de zéro-controlabilité. La controlabilité vers les trajectoires
serait ici une notion délicate, dans la mesure ol la trajectoire de référence devrait dépendre
de €.

e Les solutions considérées ici sont des solutions de transposition (au sens de J.-L. Lions); on
a également des résultats analogues avec des controles plus réguliers, atteints au sens des
traces.

e Le résultat négatif est en fait valable pour M = 0, et minore le cotit du controle de ’équation
d’Airy (M =e=0,v=1)en
N c
iz 2 exp (775 ) Iwollz20.)-
Citons Seidman [39], Fernandez-Cara & Zuazua [16] et Miller [32] pour d’autres résultats de
ce type pour I’équation de la chaleur ou celle de Schrodinger.

e On peut transformer I’équation diffusive-dispersive en une équation purement dispersive de
la maniére suivante : y satisfait

Yt 7Myz+l/y:cz'p — &Yz =0

si et seulement si

exp( )y avec ©
z = exp(—ax)y avec o = —.
p Y 3.

2 22
Zt—|-VZMm—<€—|—M>ZI—E<M—|-8>Z=0.

satisfait

3v 3v v

D’ou le fait que les équations de KdV et KdV-Burgers ne sont pas trés différentes (des du
points de vue du probléme de Cauchy dans un intervalle et de celui de la controlabilité),
lorsque les paramétres sont fixés. Mais dans le « régime diffusif » (v — 0 et €2 > v) cela
donne de mauvaises estimées. . .
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2.4 1Idées de preuve

Dans ce paragraphe, nous donnons quelques idées de preuve des Théorémes 1 et 2.
1. Controlabilité uniforme, cas purement dispersif (¢ =0), avec trois controles

Considérons pour commencer un cas plus simple, a savoir, celui ol seule la dispersion est
présente, et ot I’'on dispose des trois controéles au bord.

Nous avons ici affaire & une équation linéaire : nous pouvons donc utiliser I’argument clas-
sique de dualité (D. Russell [36], J.-L. Lions [31]), et nous sommes amenés a établir une inégalité
d’observabilité pour le systéme adjoint, qui prend la forme suivante :

Ly :=—p1 — Vpgee + M@, =0 dans (0,7p) x (0, L),
QO(LO) = @(LL) = @I(ta 0) =0 dans (OaTO)v
o(To, z) = wo(x) dans (0,L).

Si 'on obtient I’inégalité d’observabilité suivante :

L To
/ 100, 2)|2 dz < K (To, M, v) / (ool d,
0 0

alors on peut trouver des controles v, vo = v3 = 0 qui aménent le systéme a 0, avec
K(Ty, M, v)
2 05 ) 2
lv1llz20,m) = —— 5 lWollz2(0,1)-

Obtenir cette inégalité repose ici sur une estimée de Carleman « globale », comme dans le cas des
équations paraboliques, & la Fursikov-Imanuvilov (voir [17]).
Posons
Bx)

t1/2(Ty — t)1/2°
avec 3 un fontion polynomiale de degré 2 strictement positive, croissante et concave. Nous obtenons
alors :

at,z) =

Proposition 1 [l existe une constante C > 0 indépendante de Ty, v et M telle que pour tout ¢
solution du systéme adjoint, on a

To
/ / ae” 2 (|pue|® + s20% | |? + s'at|p?) dadt < C / o€ 2720 0 g | dt,
(O,TO)X(O,L) 0

pour tout s > sg = C(Ty + Tol/2 + To|M|Y? Ju1/?).

Un résultat proche a été établi par Rosier [35], avec un poids de la forme

ey (0@
t(Toy—t))’
qui donne un sq différent (et un cott du controle différent, qui ne permettrait pas de conclure
dans notre situation).

Pour prouver cette inégalité, on suit la méthodologie de [17]. On pose ¢ := e *%p, o ¢ est
une solution du systéme adjoint Ly = 0. On décompose L(e**1)) = 0 en

Lﬂ// + L2¢ = L:ﬂ/}a

avec L1 antisymétrique, Lo symétrique, et ol Ls représente les « termes résiduels ». On écrit alors
(avee Qo := (0,Tp) x (0, L))

rvilEsiqn + Wty +2 | 1w Lt dodt = s,
0
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On développe 'intégrale, opére beaucoup d’intégrations par parties, et absorbe les termes d’erreur
en prenant s suffisamment grand.

Ensuite, en revenant a la fonction ¢ initiale et en utilisant une inégalité d’énergie, on déduit
une borne sur la constante d’observabilité de la forme :

|M‘1/2 1
C——— |14+ — .
exp { 1/1/2 + ‘M|T01/2

Cette constante est trés grande; on doit donc compenser d’une maniére ou d’une autre cette
constante d’observabilité. D’oul la question : est-il possible d’appliquer cette partie du controle a
une condition initiale trés petite ?

Une fagon de répondre positivement & la question précédente est de prévoir une étape préli-
minaire, & appliquer avant le controle que nous avons décrit ci-dessus. Pour cela, on étend y9 & R
par 0 (d’une maniére réguliére), et on laisse le systéme évoluer librement sur la droite réelle assez
longtemps :

Yt — My”c + VYgar = 0.

La solution est explicite en utilisant la fonction d’Airy :

1 Lo — Mt
y(t,x) = yo *a [(3%)1/3 Al((3ut)1/3)}'

En utilisant les propriétés de décroissance de la fonction d’Airy en +oo et le fait que M > 0, on

obtient aisément

l[9oll oo 2 (~MTy —1)%2
Ty || foorg gy < —120dloe ot Mt St SR
Hy( 15 )HL 0,1) ~ (VT1)1/3 exp 3 (3VT1)1/2 ’

ce qui permet de compenser la taille de la constante d’observabilité obtenue ci dessus, & condition
que

Ko
M )
avec K assez grand. Nous voyons sur ce cas simple 'asymétrie entre le cas ot M > 0 et le cas ol
M < 0, qui vient de celle de la fonction d’Airy.

T>

2. Controlabilité uniforme, cas général (€ > 0), a aide d’un seul contréle

Considérons a présent le cas général ou la viscosité n’est pas nulle, et ot comme annoncé dans
le résultat, nous n’utilisons qu’un seul controle. Nous devons alors considérer le probléme adjoint
suivant :

—t — Vpaazr — Pz + M@, = 0 dans (0,7) x (0, L),
90|:1::0 = <p|z:L = 90:1:\:5:0 = 0 dans (OvT)a (8)
¢l=r = @r dans (0, L).
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Dans un premier temps, on doit adapter 'inégalité de Carleman pour tenir compte du terme
dissipatif. Or dans le cas purement dispersif, on utilise un poids de la forme (ceci afin d’avoir une
dépendance optimale de la constante par rapport au temps) :

_ B(x)
at,z) = W,

tandis que dans le cas parabolique de [17], celui-ci prend la forme suivante :

B(x)
t = .
ot ) = g7 s
Pour notre cas général, nous poserons donc
B(x)
t =
) = G, —

pour p € [1/2,1] et S comme précédemment. Nous avons alors le résultat suivant.

Proposition 2 [l existe une constante C > 0 indépendante de Ty, v > 0, > 0 et M € R telle
que, pour tout pr € L?(0,1), on a

s// e 25 (V2|<pm\2 + (1252a% + )| | + (Vstat + 6232a2)|g0|2) dz dt
0
To
< CV/ (Vsa|:v:0 + 6)6_2506‘1:0'801‘17@:0‘2 dt7
0
pour tout s > CT(TY + (1 + TY|M|") /(v —+e?~1)), ot ¢ est la solution correspondante du

systéme adjoint.

Cela donne une constante d’observabilité d’ordre

C
KNeXp{z/l/Q}’

dans le « régime dispersif » ot v > €2, et

dans le « régime diffusif » ou v < 2.

Ensuite, comme dans le cas présenté précédemment, on doit obtenir une « estimée de dissipa-
tion » (ici, au niveau de 1’équation adjointe) pour compenser la taille de ces constantes. Il s’agit
de montrer que hors du support de I’équation de transport (5), énergie de la solution décroit
exponentiellement lorsque ¢ et v tendent vers 0F.

Un résultat connexe a été obtenu par Danchin [12] pour le probléme de limite de viscosité
évanescente pour des poches de tourbillon. Une maniére d’obtenir de telles estimées est la suivante.

On multiplie le systéme adjoint par exp(r(M (T; —t) —x))¢, on intégre en z (r est un paramétre
positif). Il est ici essentiel que la fonction (¢, z) — M (T} —t) — x satisfasse I’équation de transport.
Aprés quelques intégrations par parties, on obtient

_% (exp{—(yr3 + 5r2)(T1 — t)}/0 exp{r(M(T; —t) — x)}|p(t, $)|2 dx) <o0.

On intégre entre t; et to, et on obtient

1 1
/ lo(tr, o) 2dz < & / lp(ta, z)Pd,
0 0
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avec
k= exp{v(ts — t1)r* +e(ta — t1)r® + (1 — M(t2 — t1))r}.

On optimise en r pour déduire finalement

1 1
/ (b1, 2)2dz < & / (p(ta, ) [,
0 0

avec k satisfaisant
esic?>v:

(M(t2 —t1) — 1)2}

k< ex —c
B p{ e(ta —t1)

esie?2<v

(M(t; —t1) — 1)/
V12(ty — t)1/2 }

Maintenant, si to —t; > Ko/M pour K, assez grand, cela permet « d’absorber » la constante
de Carleman. En quelque sorte, nous découpons 'intervalle de temps en deux parties. Une partie
de taille d’ordre 1/M ot nous appliquons 'inégalité de Carleman, et une phase assez longue par
rapport & 1/M et ou l'on applique ces estimées de dissipation.

Kk < exp{—c

t=0 t=1T t=T

L ———

Estimée de dissipation Carleman

3. Non controlabilité uniforme lorsque T < 1/|M|

Donnons a présent des idées de preuve pour le résultat qui donne une croissance exponentielle
de la taille du contréle pour des temps trop courts.

11 suffit ici d’établir une borne inférieure pour la constante d’observabilité : trouver une solution
de I’équation adjointe (8) telle que

1
/ |<p(0,9c)|2 dx >c >0,
0

et 1
— < e
H(Pmc\z—O”Lz(O,T) > Cexp ( cmax(z/l/Q,s))'

On considére o supporté prés du bord gauche {0}, qui serait transporté comme dans la Figure
1 (si M >0).

F1a. 1 — Donnée transportée
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Dans le cas de I’équation de transport (5), on aurait

1
[ let0.ofde=c>o,
0
et
Prx|z=0 = 0.

En utilisant P'estimée de dissipation et leffet régularisant de 1’équation (en domaine borné), on
montre que pour € et v assez petits, cela est toujours vrai & un terme d’erreur exponentiellement
petit prés, ce qui permet de conclure. Dans le cas ou M < 0, on peut adapter sans difficulté la
preuve avec o supporté prés du bord droit {1}.

2.5 Autres résultats

Ajoutons quelques autres résultats du méme ordre. Dans le cas purement diffusif, Coron et
Guerrero [11] ont obtenu un resultat de controlabilité uniforme indépendamment du signe de M.
Notre résultat de contrélabilité uniforme précédent ne porte que sur le cas M > 0. Mais dans le
régime diffusif, on peut obtenir le résultat suivant.

Théoréme 3 ([20]) Soit 0 < v < 1. Il existe Ky (dépendant de v), tel que pour tout M < 0,
tout T > Ko/|M|, il existe des constantes ¢ et C (dépendant de T et ) telles que pour tout
(v,e) € (0,1] x [0,1] satisfaisant

e? > yv| M|, (9)

on peut trouver un controle amenant yog a 0 et satisfaisant l’estimée suivante :
C c| M| }
V|2 £ ——=exp{ —— 2. 10
[ollz2 < i p{ — (vl (10)

Dans un autre ordre d’idées, on peut montrer que le terme dispersif est suffisamment fort pour
gérer un terme diffusif avec le mauvais signe.

Théoréme 4 ([20]) Soit M > 0. Soit v € (0,1] et € négatif mais satisfaisant
3
—e < min(kv, Z\/ vM),

pour un certain k > 0. Alors :
o e probléme de Cauchy est bien posé,

e [a controlabilité uniforme a lieu comme précédemment.

2.6 Problémes ouverts
Terminons cette section par quelques problémes ouverts.

e Peut-on obtenir la bonne constante d’observabilité directement au sein de l'inégalité de
Carleman ?

e Que se passe-t-il pour des M négatifs dans le régime dispersif 7 (L’asymétrie de la fonction
d’Airy est plutét de nature a faire penser que I'uniforme contrélabilité pourrait ne pas avoir
lieu. . .)

e Peut-on obtenir la convergence de ’équation (nonlinéaire) de KdV-Burgers vers Burgers
dans le cadre d’un probléme de controlabilité ?

e Plus généralement, que dire des limites diffusives-dispersives pour des lois de conservation
non linéaires et en particulier non convexes?

e Peut-on espérer dire quelque chose dans le cas de systémes?
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3 Controle de I’équation de KdV du cinquiéme ordre

Dans cette derniére partie, nous considérons le probléme de controlabilité pour I’équation de
KdV du cinquiéme ordre (3).
Le systéme est donc le suivant :

Up + QU + MUpgs + BUlgrr + OUzlzy + [P+ 2qu + 3ru]u, = 0 dans (0,T) x (0, L),
Ulz=0 = V1, Ug|e=0 = V3, Ugg|z=0 = UVsU|z=[ = V2, Ug|z=L = V4 dans (07 )a
uj4—o = uo dans (0, L).

En ce qui concerne le probléme de Cauchy, on peut montrer que I’équation dans un domaine est

localement bien posée pour des controles assez réguliers (voir [14] et [21]).
Les questions que nous soulevons sont ici les suivantes.

e Peut-on obtenir un résultat de controlabilité locale de I’équation ?

e Pecut-on obtenir un résultat avec un nombre limité de controles ?

3.1 Reésultat

Notre résultat principal est le suivant.

Théoréme 5 (Controlabilité aux trajectoires par la droite, [21]) Soit T > 0. Soit u €
L>(0,T; W3°(0,1)) une trajectoire de I’équation avec des conditions homogénes au bord gauche :

Ujz=0 = Ug|g=0 = Ugg|z=0 = 0.
Alors il existe € > 0 tel que pour tout ug € L?(0,1) satisfaisant
HUO - E(Oa ')HL2(0,1) <g, (11>
il existe deuz controles va,vy dans L*(0,T) tels que la solution u de l’équation avec condition
initiale
Ujt=0 = U0,

et les conditions au bord associées a (v;)i—1..5 = (0,v2,0,v4,0), appartienne a C°([0,T]; L*(0,1))N
L?(0,T; H%(0,1)) et satisfasse

Corollaire 1 Pour des données suffisamment réguliéres, ’équation est localement exactement
controlable en zéro en utilisant les cing controles.

La derniére affirmation provient, en plus du résultat du Théoréme 5, de la réversibilité de I’équation
lorsqu’elle est posée sur la droite réelle tout entiére.

Remarques.
e Ici aussi, les solutions sont des solutions de transposition, et 'on peut trouver des controles
plus réguliers si les données sont elles-mémes plus réguliéres.

e On peut montrer que ’équation avec données homogénes a gauche posséde un fort effet
régularisant, ce qui explique ici le fait que 'on ne démontre que de la controlabilité vers les
trajectoires.
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3.2 Ingrédients de preuve

Indiquons briévement quelques idées de la preuve du Théoréme 5. Il y a ici essentiellement
deux ingrédients.

1. Inégalité de Carleman pour le probléme linéarisé adjoint.

Comme dans la section précédente, le résultat repose sur la preuve d’une inégalité d’observabilité
pour le systéme linéarisé, qui elle méme repose sur une inégalité de Carleman pour le probléme
linéarisé adjoint :

P+ apss = o ()R Ok (an(t, 2)) + f dans (0,7) x (0,1),
Plz=0 = Pla=L = Pz|z=0 = Pzlz=L = Pax|z=L = 0 dans (OaT)v
‘P\t:T = @r sur (07 )7
ou
ar € L0, T; W**(0,1)) pour k =0...3.
Posons

Bx)
at,x) = AT — i/

avec  un fontion polynomiale de degré 2 strictement positive, croissante et concave.
L’inégalité obtenue est la suivante.

Proposition 3 1l existe une constante C' > 0 indépendante de T, telle que pour tout ¢ solution
du systéme adjoint, on a

J] e allont + 2a¥lpanl? + statlon + alliouf? + a¥lol) deda
Q
T
<C( [ apmre et (o + ot lparmiem P+ 7 [ [ 0Pt d).
0 Q

pour s > C(TV/* 4+ T'/?),
L’autre ingrédient de la preuve est le suivant.

2. Effet régularisant pour le probléme linéarisé direct.

Nous prouvons que dans un intervalle, lorsque les conditions & gauche sont homogénes, cette
équation du cinquiéme ordre se conduit essentiellement de maniére parabolique. Cela est résumé
dans le résultat suivant.

Proposition 4 Soit u qui satisfait

U + aus, = g dans (0,T) x (0, L),
Ulz=0 = Ug|z=0 = Ugz|z=0 = 0 dans (OuT)v
U|g=L = V2, Ug|g=L = V4 dans (0,7T),
Ujg=0 = Ug dans (0, L).

Alors pour k > 2, on a

=, HL2(0,T;L2(O,L))

1
(L = @) 2u Lo 0,752200,0)) + 1 (L = 2) Ugall 20,7522 (0,2)) + (L — @)
SIL - x)kJrlg”LQ(O,T;H—?(O,L)) + (L - x)k72u||L2(0,T;L2(O,L)) + (L — x)k+§u0”L2(O,L)~

Dans le cas de I’équation usuelle de Korteweg-de Vries, des résultats approchants ont été établis
par Rosier [35] et par Faminskii dans le cas de la demi-droite [15].
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3.3 Question ouvertes

Donnons pour conclure quelques problémes ouverts sur la question.
e Peut-on limiter le nombre de controles ?
e Lorsque v5 = ug, est un des controles, peut on obtenir de la contrélabilité locale exacte ?

e Lorsque v5 = uy,; est le seul controle, il peut exister des longueurs critiques ou le linéa-
risé n’est pas controlable. Les travaux de Rosier, Coron-Crépeau, Cerpa et Cerpa-Crépeau
s’étendent-ils ici ?

e Les problémes de stabilisation sont ouverts.
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