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TREILLIS LOCAUX ET PARATOPOLOGIES

par Jean BENABOU

Section I.

Notions élémentaires sur les paratopologics

1, Introduction.

Dans un ensemble E , on définit une topologie par la donnde d'un sous-cnsembls
du treillis @(E) des parties de E , stable pour les réunions quelconques et
les interscctions finics. Ce sous-ensemble 2 est lul-méme un treillis complet
pour l'ordre induit par 1'inclmsion, dans lequel l'union coincide avec .la réunion’
des parties, mais l'intersection est donnde par @

A o 1
A 0, U{O oexx, OC.O"< pour tout os.e {11

qui n'est autre que 1l'intérieur de 1l'intersection prisc dans (P(B) . (Nous réser=
verons dans la suite les signes. U et [V aux opérations ensemblistes. Si
plusieurs ensembles ordonnes interviennent simultanénent et s'il y a possibilité
de confusicn on notera \/ % (respe }\ 1) 1'union (respe. l'intersection) au
sens de l'ordre de T , des xa)

Les propriétés essenticlles de l'cspace topologique (E , Q) dépendent unique-
ment de la structure slgébrique du treillis £2 , lequel détermine d'ailleurs E

4 un homéomorphisme prés dés que E est un espace T, .

C'est pourquoi on peut se proposer 4'étudier les treillis qui sans &tre isomor~
phes aux treillis des ouverts des espaces topologiques en possédent les caractéres
essenticls.

Notons que dens 52 , 1'intersection finie coincide avec 1l'intersection dans
(P(E) ce qui entratne pour tout 0 € © et toute fanille {0«3 d'é1léments de 2
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0 A( \,{ 0, = V(0 A0

On trouvere des raisons plus profondes d'étudier de tels treillis dans la théorie
des structures locales de Mr EHRESMANN,

2+ Propriétés algébriques dlénentaires des treillis lccaux.

Les définitions et résultats de ce paragraphe se trouvent pour l'essentiecl dans
BIRKHOFF [1], chapitre 9.

/ ‘
(241) DEFIFITION, = Un treillis locnl est un treillis complet L , tel que pour
tout élément x ¢ L et toute fanille 23y s @'éluents ds L, on ait

.xA“Jx);\“XAX) .
« X ® &

Nous noterons O ot e 1'é1éuent minimum et 1'élénent moximun de L .

(Dans BIREKHOFF un tel treillis est appslé distributif corplet et pseudo-complé—
nenté).

(2.2) DEFINITION, - Un élément s & dans un treillis est sinplifiable si pour tout
couple x , y d'éléments de L

ian=aAy et avx:avy}:% X=Y o

(2.3) PROPOSITION. = Un treillis est distributif si et seulement si tout élément
gt simplifisble.

’ ’
(2+4) DEFINITION, = Un élément a' est complénentairs de a si s
ana'=0 et ava'=e .

La proposition (2.3) entrafne 1'unicité du complémentaire (quand il existe) dans
tout treillis distributif.

Notons que si a' existe et si le treillis est distributif,
X Na =0 est équivalent & x <a' .

Ce qui justifie la définition suivante
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(2.5) DEFINITION. - Un ¢1ément a* est un complément de a si

X Aa =0 est dquivalent & x sa* .

(a* est appelé pssudo-complérent par BIRKHOFF s conplénent nmultiplic,tif par
d'autres auteurs).

a* est la borne supérieure des ¢lénents disjoints de a, donc est unique quard
11 existe. Si a admet un complémentaire a' , alors a* existe et a'=a" .

(2.6) PROPOSITION. = Dans un treillis local tout ¢16ent adnet un complénent.

Soit,énsffet = Vx , alors aAa*=aA(\/ x)= \/ (a Anx) =0
(x ~na=0) ' XA g=0 Aa=0

6t a* est bien le conplénent de a .

(2.7) PROPOSITION, = L'application {#} & x —>x* vérifie

ia a<b @a*; b*

i,
iiio a =.8
iv. atv b* <f(a A b)*

Ve (Xxx)*= {(\Xi °

On voit d'aprés {v) que l'inage ¥ @& L par {*] ost un treillis complet
et d'aprés (iv) et (i) qus la restriction de {*} a3 ¥ estun anti-isomorphisme j
de fagon précise on a le théoréme suivant dfl 3 GLIVENKO, dont la démonstration
figure dans [17] .

(2.8) THEOREME. - L'epplication g1 L — 1* 3 g =x™ wérifie

L
1o (V e \/  (ag)
L L*
i1, (@ A B)= YY) A LF (b)
en outre LY est une algébre de Bools compléte, l'intersection dans I* cotncids-
avec l'intersection dans L. et l'union dans - L* est donnde par ¢
*
L L
Vx o= (A 2
xo\ (/o\< x“)

=X
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Notons que Y n'est pas bi-univoque, un élérent a # ¢ peut avoir pour image
6 « On dit 2lors qu'il est dense» En outre les éiénents denses déterminent 93
* - p*™* a1 et seulenent s'il existe un élément dense d ,
"telque daa=dAb.,

de fagon précise a

3 « Paratopologie. Ouverts. FPeimés, Voisinages b

[ ) L . .
(3 «1) DEFINITION, w Une paratopologic dans un treillis local L est définie par
un sous-ensemble QA deé L vérifiant :

(01) touts union d'éléments de &% apparticnt & &

(02) toute intersection finie d'éléments de Q appartient & Q , les éléments de
€Ll sont appelés ouvertss

En appliquant (01) - (respe (02)) & la partie vide on en déduit

0 €52 (resp. o e Q)

En prenant Q=1L et S= %0 s 62. on définit dans L la paratopologle discréte
et la paratopologie solide.

(3.2) Dans une paratopologie (L , {.) on appelle fermé tout élément f €L qui
est le complément d'un ouvert.

L'ensemble P des fermés est donc l'image de Q. par 1l'application x —» x* .
La proposition (2.7) entratne ¢+ O et e sont fermds ,toute intersection de
fermés cst un fermé, nais en général une union mérie finie dé fermés n'est pas
- un fermé, en outre le conplément d'un fermé est de la forme * ou oo est un
ouvert, donc n'est pas en général un ouvert.

/ 4+
(3.3) DEFINITION, - Un voisinage d'un élément x de L est un élément v qui
contient un ouvert contenant x .

Soit 'Y(x) 1l'ensemble des voisinages de x . "Y(x) wvérifie @

(Vl) 8i v e¥(x); v=x.

(V2) si vy et v ek ; v N, €Y (x) «

(VB) si veW(x) et wpv; we¥(x).

(V4) si ve® (x), lexiste ye'¥ (x) ot v € '¥(y) o
(V5) si x = \0{ X 3 ¥ (x) = Q v(xy) o

(V6') 0 est un voisinage de O »
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toutes ces propriétés sont des conséquences irmédiates des axiomes (01) et (02)
et de la définition (3.3). (Dans un espace topologique lss axiomes des voisinages
sont donnés pour les points rde l'espace) on obtient alors (v, ) (V ), (V )

(v 4) et on Aéfinit ensuite pour un sous-ecnsemble A quelconque de E 1s

filtre 'Y(A) des voisinages, d'ol la nécessité d'introduire les deux axiomes
supplénentaires (VS) et (V6) qui ne sont pas conséquence des autres).

(3.4) PROPOSITION, = Soit 'Y une application d'un treillis local L dans 1'en~
semble ((L) de ses parties, tells que les '§(x) vérifient (Vl) vos (VG) ;.
1l existe une paratopologie unique dans L telle que les '$Xx) soient les
vois:mages de x relativement & cette paratopologie. -

En effet si une telle paratopologie existe, l'ensemble O des ouverts, est
‘1'ensemble des éléments to de L tels que ¢ cef(ew) o On vérifie facilement
que Q ainsi défini satisfait a (0,) et (02) 6t que les voisinages ds x
pour la paratopologie définie par §) sont justement les éléments de '"¥(x) «

(3.5) IEFINITION, = Un élément x st intéricur 3 un élénent a de L si a est
un voisinage de x

(VS) implique que toute union d'éléments intérisurs & a est intéricure 3 & ,
done les éléments intérieurs ont une borne supéricurs notée & qui est appelde

intériecur de¢ a .

On voit facilement que 3 est toujours ouvert, et que c'est le plus grand ou=

vert contenu dans a .

(V ) entraine ¢t .8l y est intérieur & a et b, il est inte.rieur a drdj
done a/\b<a/\b,d'autrepartsix<y, <y done §nb <8 ot
o

a b’ d'ou
(o] O' 2
a Ab =a/t:\7

(3.6) DEFINITION. - Un élément x st adhérent & un élénent a de L si pour
tout ouvert o, wonx £ 0 entratne cora # 0 . Notons que -0 est adhérent &
tout élément, et que si x #O est adhérent & a , tout voisinage ds x rencontrs
a . '
Toute unicn d'éléments x, adhérents & a est adhérente & a car ¢
wA(Vx);éo > A%, tel - que WA X, #0 nais alors awna # 0 . Il existe done
une borne supérieurs notée a des é1léments adhdrents & e s on 1l'appells
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adhérence de a o

(3.7) PROPOSITION, ~ Un élément a est fermé si et seulenent si il est égal &
gon adhérence.
Soit en effet a ferné, il existe un ouvert .o tel que a = o 3 alors
whAa =0 done cona =0 donc a = = a « D'autre part il est imnédiat
qus pour tout x €L, x <x donec a= of = a . Inverseuent si a =a , soit
S =a* et 3= =" « Soit w un ouvert quslconque, co A a== 0(=-}w4§3 = &
done ond =0 o L'autre :I.mpllc'ation étant irmédiateon a a =28 « Notons que
l'applicatlon a—>a vérific ¢ a=a 3 a a,pmispas a vb=a Wb .
on a seulement aybzavb .

/ -
(3+8) DEFINITION, - Un élément a est dense par rapport & b si b <a, il est
partout dense 81l a =6 .

Si a est dense par rapport & b et b dense par rapport & ¢, a -est dense
par rapport & ¢ « En effet a = b—-»a—a 2b=c .

. (Un é1ément peut &tre partout dense pour la paratopologie discréte, sans
que ce soit 1'élément maximum).

4. Comparaison des paratopologics. Bases A'ureparatopologice.

, ‘
(4.1) DEFINITION, - Si Q, et Q, sont deux paratopologies dans L ,on dit
que < est plus fine que Q, , 8l Cll o] 5_'-1-2 .

On définit einsi un ordre sur l'ensemble 4> des parctopologies ayant pour
élénent maximun la paratopologie discréte et pour élément minimum la paratopologie
solids, .

(4:2) PROPOSIVIONs = Pour deux paratopologies <, et %, dans L, lss propo=
sitions suivantes sont équivalentes. ' '

i. ‘Ql est plus fine que 9-2-

ii. pour tout x €L , tout voisinage de x pour SL2 6st un voisinags pour

!

o o
iii. pour tout x €L X Z X
| * (9,) 7 Hsy)

(1) = (i1) en effet 81 v ost un voisinage deé x pour D? s 11 existe
@y €y telque x= o, <=V omals Q) 590, done w, € Q; et v est
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voisinage pour 5L, e

(o]
(11) = (ii1) =x est voisinage de x( 92) pour £, donc aussi pour <1, done
]oc ) ’ Q 2 -2 -
(2,) est intérieur & x pour €, et x(gg)“‘ J‘(5:)_1) .
o

o
(111) =5 (1) soit cop€ R,y wz(g ) = w, = wz( );o\? , 1'inégalité
| 2 !

opposée est triviale donc woy &€ Ql .
c X X Sciproe
Notons en;‘in que si 5y D.Qz s pour tout Xe L, x(Ql)‘;. x(gz) la récipro
que étant en général inexactes’

51 {Q‘,{} nc4 ©8t une famille de paratopologiss dams L, Q = D2, est 1a
borne inférieure dans ¥ des paratopologies L e 9 est done un treillis complete

‘ Soit M un sous-ensemble quelconque de L . Il existe une borne inférieure

pour -toutes les paratopologies {1 contenant M , définie par

QM =N ’lﬂ : QeT, Q DM} « On 1'appelle paratopologie engendrée par M.
On peut aussi construire S1(M) de la fagon suivante : si M, est l'ensemble des
intersections finies d'éléments de M, §1(M) est 1l'ensemble des unions quelcon-
ques d'éléments de M (1la vérification est immédiate, mais suppose de fagon
essentielle la distributivité de la définition (2.1)).

(4.3) DEFINITION. = Soit (L 4 Q) un treillis paratopologique, un sous-ensenble
B de £ est une base de O sit tout ouvert est une union d'éléments de B

B satisfait alors & :
(B,) o= V b et

(BQ) si oy et oozeB il existe B' c B tel que W Neogy = N b' .

b €B!
Inversenent si un sous-ensemble de L vérifie (Bl) et (B2) on voit aisément

que c'est une base de la paratopologie qu'il engendre.

Sy Structure paratopologique induites

(5.1) DEFINITION. = Soit a un élément d'un treillis local L , le treillis local
induit par L sur a est l'ensembls L(a) = {x X sa} mni de l'ordre
induit.

On vérifie irmédiatemment que L(a) est un treillis locals
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/
(542) IEFINITION, - Soient (L , Q) un treillis poratopologique, a un élément
de L « On appelle peratopologie induite sur a , 1 paratopologie définie dens
L(a) par la fonille SYa) = {w na 3 Oué-Q} 3 les éldnents de <2(a) sont dits

"ouverts dans a'" .

La vérification des axiomes (01) et (02) pour Q(a) dépend essentisllenent
de la distributivité de 1~ définition (2.1). S1 b <a les paratopologies induites
sur b par (L, Q) et (L(a) , @(a)) sont identiques.

Une condition nécessaire et suffisante pour que tout ouvert dans a soit un’
ouvertdans e est que a soit ouvert dans e .

(543) PROPOSITION, = Les ¢1éments fermés dans o sont los traces sur a des

éléments fermés dans e

Soit f un éléuent fermé, £ Aa sa trace sur a . Soient x <4a un élénent
adhérent & fAa dans 'a et <o un ouvert quelconque tel que coA x‘;é 0
wAx = (wAs) A x£0 et x adhérent & £ Aa entratnent (o~ a) A (£ Aa) £0
donc wAf #0 et x est adhdrent & £ dans o j; donc x s £ Aa lequel est
bien fermé dans o . Inversencnt si  est forné dans a ,.soit 1 sa fermeture
dans 6.3 on a.y<yAa , nais tout ouvert dans a coupant \? A8 coups donc
la fermeture de \{ dans a contient fra .  étant ferné dans a , on a
bien &g =9 Ara.

(5¢4) PROPOSITION, = S1i d est partout denss dans un treillis paratopologique
(L, &), tout voisinags relativenent & d d'un élément x €d, a pour

fermeture un voisinage de x dans (L, Q) .
En effet vz andz x (ewel) implique vz w AdZwad = wyX .
(5.5) PROPOSITION « = Si a est partout dense dans un treillis topologique

(L, &) tout voisinage relativement & a d'un élément x <a , & pour fermeture
un voisinage de x dans (L, Q) .

Soit v oontenant un ouvert dans a de la forme coha (eve2) et wara =x .
On a. ;-a o M8 WAB = (UAG = COZ X o
6. Flltres.

Les filtres d'un treillis distributif avec 0 et o ont été Studids et utilisds
principalement par WALLMAN [7] et SAMUEL [6] .
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Rappelons repidement les définitions et les résultats cssentiecls.

(6.1) DEFINITIONs - Un sous-cnsemble F d'un treillis distributif avec O et e
est un filtre s'il vérifie ¢

(Fl) 8l x&F et y>x, alors yeF .

(F2)=si x et yeF, x Ay ¢F.

8i en outre O ?F on dirac que F est un filtre propre, cela est équivalent
& F£L dlaprés (Fl) .

/
(6.2) DEFINITION, - Un filtre F'!' est plus fin qu'un filtre F si F' >F .

L'ensemble ‘}’ de tous les filtres ost ainsi ordonné, il a un élément ninirmun

{e] et un ¢lément maximun le filtre impropre L o St {Fs{ 4 er oSt une fanille
de filtres elle a dans ¢ une borne inférisure F = M) F, qui est encors un
filtre. S1 1'un des F, e&st propre, F est proore. L%ensemble 45 est donec

un treillis complet,

i

Soif G un sous-ensemble quelconque dé L o Il existe une borne inférisure pour
tous les filtres contenant G définie par F(g) = N {F s Fe T , F :)G} .
On peut aussi définir F(G) ainsi s soit G' 1l'ensenble des intersections finies
d'é1éments de G ; F(G) est l'ensemble des x € L qui contiennent un &lénent
de G' (cela se vérifie immédiatenent parce que L est distributif). Cetts défi-
nition permet de voir que pour que F(G) soit un filtre prorre il faut et il
suffit que O ¢G' c'est-a-dire que toute intersection finie d'éléments ds G soit
différente de .'O .

Une famille G coyant cettc propriétdé sera dite famille compatible ; le filtre
propre F(a) est dit filtre engendré par G . Bn particulier si. G = F1 u{a} ou
F, est un filtre ¢t a un élénent quelconqus, G est compatible si et seulement

1
si : quel que soit x €F, , x Na #£0,

(6.3) DEFINITION, - Un sous-ensemble B dsé L est une base du filtre qu'il
engendre si F(B) est 1'ensenmble des éléments supérieurs & un élément de B ;
deux bases B et B' sont équivalentes si F(B) = F(B!') . '

B ‘est une base de filtre si 3 b, et b, € B =1l existe b3 eB,

by by AD, ; F(B) est propre si 0 ¢B .

Pour qu'un filtre de base B soit plus fin qu'un filtre de base B! il faut
et 11 suffit que tout élément de B' contienne un élément de B .
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’ A
(6.4) THEOREME. - L'ensemble ¢ des filtres dans L est un treillis local;nous
savons déja que P est un treillis complet, il suffit de voir qus pour tout
filtre F et toute fanille XF ,85 de filtres, on a 3

\7 ¢
F/\(\o/'\ F) < M(F AR,)
Car 1'inclusion opposée est vraie dans tout treillis.

Soit xeFt\(?/F).Ona X €F et X=X A e A X (x eF)

A “n N
car Q/ B est l'ensenblc des intersections finies d'éléncnts de L)F donc
¥ L
x= /\ (x, v x),orles x vxeF AF done er(F ATF) .
izl..n 4 *4 X1

/ .
(6+5) DEFINITIONs = On coppelle ultrafiltre un filtre propre U tel que tout
filtre propre qui le contiont lui est identique (filtre naxinal dans' @ = {L}) »

7N
(6.6) THEOREME., - Tout filtre propre est contenu dans un ultrafiltre.

En effet si {Fx} est une famille totalement ordonnée de filtres propres

U F, est un filtre propre donc l'ensenble des filtres propres est inductif.

=« :

(6 ,'7) PROPOSITION, = Un filtre propré P est un ultrafiltre si et seulement si
a ¢F =F U {a} est incompatible.

En offet soit F un ultrafiltre et a ¢F, FU {ai corpatible entraine
1'existence d'un filtre propre contenant F et a .done £F .

Inversement soit F un filtre tel que a ¢F ==->FU§;a"$ est incompatible. et
G un filtre sontenant F et proprs, tout élément de G est compatible avec
F donc F=G.

(6.8) PROPOSITION. = Soit U wun ultrafiltre;si a et b sont tels qus
avbeU alorsona st a€lU ou belU.

Sf a et b ’é_U 1'ensemble G des dléments x # 0 tels qus & vxeU est
un filtre propre contenant U et b , donc strictement plus fin que U ce
qui est contradictoires On en déduit que si 8y V 8y eee va, elU ot U est un
ultrafiltre, l'un des as appartient & U .

Dans la suite nous suproserons que L est un treillis local.



2=-11 -

(6.9) THFEORéME. - Un sous=ensenble compatible C de L est un ultrafiltre si

¢t seulement si pour tout a ¢ L ona : a €C ou a* €0 « En effet si C est

un ultrafiltre et si a # c, d'apres la proposition 8, il existe x €C et

x Aa=0 done xga® done a* € C « Inversenent si pou.r tout a €L on a

a €C ou a* € C , soit F un filtre propre contenart C , a un élément de F

sl a¢C, ¥ eC done a ﬁF s c'est impossible car antt = O¢F,dmc a€C et C=F

(6.10) COROLLLIRE, - S4 U est un ultrafiltre, a** ¢ U =a €U (car
*
a % U) .

. 7. Exenples de treillis locauxe

(7.1) E étant un ensenble quelconque GQ(E) est un treillis local;les notions
de topologie, filtre, etc., dons le treillis local C@CE) coincident avec les
définitions habituslles de topologie, filtre, etce sur l'ensemble E

(7.2) E étant un espace topologique, l'ensenble des ouverts de E est un treile-
lis local (1'exempls 1 est le cas particulisr ou E est nuni de la topologie
discrete ) .

(7.3) si B sst une algebre de Boole compléte, c'est un treillis 1oca1, car la
loi de dlstrlbutlvite vy est vérifide.

(744) Dans l'exemple 2 si O est un ouvert, 0** st 1'intérieur de la ferme=
ture de O « Donc le théoréme de Glivenko (Théoréme 2) entratne que 1l'ensemble des
ouverts qui sont les intérieurs de leurs fermetures est un treillis local, puise
que c'est une algébre de Boole compléte. Cette algdbre de Boole ne posséde aucun
autone si aucun point n'est isolé dans l'espace topclogique E . (c'est 1le cas

pour Rn)

(7.5) Si E ost un snsemble rmuni d'une resure B's 1l'algébre de Boole des enseme
bles définis 3 un ensemble de mesure nulle prés est un treillis local.

(7.6) Si E ‘est un espace de Riesz complétement réticuld et & un &ldénent
>0 de E , l'ensemble des éléments x ¢E, 0 <x =e est un treillis local.

Clest le cas en particuller pour le treillis ecomplet des applications cantimes
d'ur ospace compaet totalement, discontime dans [0, 1 ].
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Section II

Théorénes A'immersion d'ensembles ordonnés dahs les treillis locauxe

1., Soient L un treillis complet et P un sous-ensemble ds L rmuni de 1l'ordre
induit et tel que O &P,

A tout sous-ensembls A de P faisons correspondre le sous-ensemble A de
P A4éfini par
- L
4 = {x ¢ X 5\/ A x«eP}
(1.1) PROPOSITION, - L'application A —>k vérifie les axiomes d'une fermeture
au sens de Moors.
ie. K24
ii. A>B=3E>F ;
141, E=K

&6t 'en outre pour tout a €P

iv. {:?: X txeP,x<a}
la vérification est immédintee.

Un eus-ensemble A de P est dit fermé si A =X . Ia proposition (l.1) en=.
traine que l'intersection d'une famille quelconque de fermés est un fermé et que
m = EOF est contenu dans tout fermée. L'snsemble q> des fermés de¢ P , ordonné
par inclusion est donc un treillis complete-

- (1.2) IEME. - L'application J de¢ P dans ¢ définie par J(x) ={x} est
un isomorphisme de P sur un sous-ensemble de <i> s respectant toutes les interw
sections qui existent dans P . En effet

xsy&e>J(x) cIly)

si {x‘;ﬁ est une famille d'éléments de ¥ ayant x € P pour intersection
(prise dans P, i.:6. ¢ X = /{. xK) J(x) c U(xos) pour tout

X => T(x)c n ’;g(xx) d'autre part ye n B'(x‘) =y < X, pour tout o«
donc y=x et ye J(x) «
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(1.3) IEMME. - L'application ¢ de $ dans L définie par (F) = \L/ F
est une application bi-univoque, respectant les unions quelconques. L'image par
\-? de P est lec sous-ensemble L' de L forné de toutes les unions d'éléments
de P o L'application composée o ¥ est l'injection canonique d¢ P dans L .
En effet

L L
F, OF, & 4(F,) = V F, D V F, = ¢(F,)

done ¢ est injective. Si {F 2 jel est une fanille de fermés ; le plus petit
’ L, /= .
fermé contenant tous les F, est F = ? g e On a (F) = \/ Y Fi nais

pour tout AcP ’ \L/ A= \/A donc

L

g = Viyrp=V Vi, = Lf(F)

i

done kf respecte les unions quelconques. Tout élénent de ‘-f( 58) est union

d'éléments de P , par définition. D'autre part, soit x €L et x = \/ X
iel

les x; ‘appartenant & P o Soit F = ixi : i€ I} ona xX= \f(F) ; enfin la

derniére affirmation est trivials.

(1.4) REMARQUE, - P ainsi que toutes les applications qui s'en déduisent ne
dépend que de P et de L' . On pourra donc supposer dans toute la suite que
tout élément de L est union d'éléments de P o

@.5) THEOIEME. - A tout plongement d'un ensenble ordonné avec 0 , P, dans un
treillis conplet L , tel que tout &lément de L soit union d'elements de P
correspond une saturation A =¥ A vérifiant (i) (41) (iii) (iv). Inversement

si A =>4 vérifie (i) ees (iv) , l'ensemble $ des farmés est un treillis
complet, 1l'application J: P —> $ cst unc irmersion j tout élément de ¥

6st union d'imeges d'éléments de P et la saturation associée est A —» .

La premidre partie résulte de (1.2) et (1.3) « € treillis complet résulte de
(1) , (i1) et (4ii) , tout ls reste est irmddiat.

La théoréme (1.3) permet de caractériser tous les plongemsnts de P dans un
‘treillis complet engendré par l'image de P , & un isomorphisme prés, uniquement

'3 1'aide de sous-ensembles de P .
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2. Plongements d'un denmi-trcillis dans un treillis locale.

Nous supposerons dens la suite que P est un deni-treillis pour l'intersection
ce qui n'est pas une gronde restriction, et nous allons chexcher & plonger P
dens un treillis local. S 4 et B scnt des sous-ensembles de P , notons
A/\B:{x/\y;xeA,yeB'} .

(2.1) PROPOSITION, = Si P est plongé dans un treillis local L , on a pour tous
sous~-ensembles A et B de P,

(v) W’B’:K/l\) E=ENF.

Notons d'cbord que pour tout & CP, T est un "cbne" (c'est-a~dire
{x <k ot y< x}] =y e L) ; de 13 résulte irmédiatenent qus EAB=ENE .,

D'autre part on a :

L L L
xefz\ﬁ@*xé(\/a)/\(\/ b) = (a AD)
aeh beB ach
beB

. L
(d'aprés le distributivité) done x <V (4 { B) et x <k AB d'od

EAB K NB d'autre part A ABCE et A AB B done A ABCENE et

E~B cEnB=4 N B ce qui achéve la démonstration.

En outre, cette propriété est caractéristique en effet on a

(2.2) PROPOSITION, ~ Soit A —+ X une saturation vérifiant (1, see , v) 1% n=
semble % des fermds pour cette saturation est un treillis locale On sait déja
qus $ est un treillis complet, il suffit donc de vérifier que si Fe@ et

si {Fl} e 68t une fanille d'é1lénents de ® on a 3

FF\(%/F_,L)= %(FnFi)

Or

¢ - .
Fn\/Fi=F Q) =F 5 (g )

d'aprés (v) , mais F et (J F; étant des cBnes
i

PACY R =F0(YF)= Y @nF)
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donc

b —_— ¢
Fa(V F;)= U FnF, = V(r AFg) .
. i
Démontrons encore un lemme qui nous sera utile pour la construction effective de

Saturations vérifiant (i1 ; ..¢ , v) dans bien des applications.

(2.3) IEMVE. - Soit P un treillis pour 1'intersection ayant un O et soit r
une application de (P(P) dans (P(P) vérifiant

(1) r@a)s>a
(14) A>B=3r(a)oC(®) ;
(1v) F{{ad) ={x : x =a]

6t les formes affaiblies de (iii) et (v) que sont :
(111 bis) r(r({a})) = T ({a})
(v.bis) LABcCG=> "A)nB cr(c)

l'ensemble des fermés pour I (i.s. T(A) =A4) est un treillis complet,
1l'application A —¥EK = n§F tF ferné pour [ et FOA] vérifie (i) (ii)
(i11) (iv) et (v)e |

Lo vérification de (1) {11) (iii) et (iv) est trés facile, pour démontrer (v)

nous -allons donner une construction de Z .

Pour tout ordinel « définissons 4, par induction ¢+ A =4,

By =TM) et &y = A A st T est un ordiml limite.

La suite totalement ordonnée des 4 o posséde un élénent maximal A car elle

est inductive alors A’A 4 2 b4y en vertll_ de (i) done A:\+1 = A?\_ donc A,
est fermé et contient A , done A,D> A . D'autre part de A C A on déduit
Ay C K pour tout * (par récurrence) donc by = i .
Notons ensuite que (ii) et (iv) entratnert qus, pour tout A , Pfﬁ) est un
"e8ne?. Scicrt maintenant A , B, C trois sous-ensembles deé P tels que @

L AB cT . Montrons qus & AB ¢cT .
10 AAB=AAB ¢ C par hypothése.
AB = r(A(,()/\BC F(€) =C dr'aprés (v bis) .

2081 A, ABCT, 4,
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3° Soit ~ wun ordinal linmitej si pour tout a<®, A A BcCC.

hynB=(\A &) AB

donc, si xsﬁvAB,szﬂ, a €4, , beB;telSqus x=aAb ; mais
alors x €Ay AB ) donc x €C , et A,UABCE.

La propriété est donc vraie pour tout ordinal et KA B cC . L'intersectiva.
étant cormutative, on voit que 3

AABcT=ENBcT =R ABcC=F0

or B et B &tant des ofnes, ona A ArB CEAB=EnF, donc

LABck aB=T AB . L'autre inclusion se déduit de

A AnBCEAB=C=3EAF8cT
ce qui achéve la dénonstratione

Dans toute la suite du paragraphe, une saturation vérifiera toujours
(1) , ees y (v) o .8 Désignera l'ensemble des saturations.

(2.4) DEFINITION, - Si Ti et [, sont deux saturations, T, sera dite plus
fine qus I, , si tout saturé pour T, est saturé pour Vl « Cette relation

est un ordre sur l'enscumble des saturations, et on a 3
(2.5) PROPOSITION, - Soient ‘U'i}h 4 e une famille non vide de saturations et

] ’ . .
& N l'ensemble des fermés relatifs a l'i y la fanille {ri} § e 2 UDe borne
supériesure (" notée ' = €/ ri $ la famille C); des fermés de (™ est l'ensembls
des intersections quelconques de fermés de tous les ¢ 3 Soit en effet
Fa) = N{F ¢ Fe U Sy, FO A} que nous nogerons A o On vérifie immédia=-

i

teneut (1) y oo o (iv) o En outre, soient F e Ki) C}?i ,8t A et B deux sous-
- ensembles quelconques d6 P, FOAAB&SF>RAAB ,Eneffet I 1 «I avec
Fe ‘i’i done F 2 (A BYESF o r‘i(A ~AB) = ri.(A) nri(B) done

EAB=KnE=Fn% .

D'autre part toute saturation r'de fermés cp plus fine que toutes les Ty
est telle que 47'_) w qu donc aussi toutes les intersections de sous-ensembles

Ade Ucpi donéd:'DCPo
i

(2.6) PROPOSITION. - Il oxiste unc extension plus fine qus toutes les autres, 868

fermés sont tous les "cBnes®™ de P .

Soit M(A) = SL xt Jaeh et x=2a}le neBne" engendré par A; 1'appli-
cation A => T(A) vérifie (i) , ... (iv) (irmdédint) « S1 A et B CP
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x el AB& Jaeh ot b eB et x =a Ab¢e=x X NB . D'autre part
tout ferné dans une saturation quelconque st un cBne donc [ est bilen la borns
supérieure de toutes les saturationsd

(2.7) THEOREME. - I1 existe une saturation I tells que l'application 'J de P
dans 1'ensenbls éo des fernés de ro , Tespects toutes les {ntersections de
P et toutes les unions distributives de P (une union est dite distributive
dans P si pour tout x P, x Ayxx = \4 (x Ax“) o Soit A CP , définis~-
sons V(L) comme l'ensemble des éléments ds P qui sont infériecurs a une union
distributive d'éléments de A o (On notera V¥ x x l'union des x, si elle est
distributive) l'application A => [(A) vérifiec toutes les conlitions du lemme
(2e3) (les 4 premidres trivialement). Quant & (v bis) supposons A A B CC et
soit xet‘(A) AB . hlors x=a Ab avec a 4\/* ax » 8y ¢A et beB.,
On a donc xé(\/ a,) Ab = V (a, Ab) 1lss z;:/\b appartena.nté c,

\/ (a Ab) e F(C) et x er(C) « D'aprés le leme (2.3) s la saturation !"
deduite de T vérifie (1, eee , V) ot 1l'ensenmbls éo est un treillis local.

On a vu que dans tous les. cas s respecte les intersections quelconquess.
Supposons que x = v* X gona X 3:1 pour tout, donc %}/x) 2 ’(S(x ) st

U(x) > \q:?' {](x ) « D'autre tous les x, appartiennent 2 Y 3(x ) et
x=\V x, done xe \/ U(xi) qui est saturé, donc J(x) c \{ S(x ) et

U conserve toutes les un:l.ons Alstributives.

(2.8) TI-!ﬁOREbIE. ~ Toute saturation U est plus fine que ro .

Soit en effet V(i) 1e saturé d'un ensemble quelconque et a € T(A) o I1
existe une famille a, d'éléments de A tels que 3

v(fad = \Je/f‘({ag})

cela entratne que a = W a, 6t que cette union est distributive (cer ¢
est un treillis locel) done a ¢ ‘B({a}) et f‘o(fs)’-’) r(A) « On a alors

e(r ) er (r @) =71 (&)
done ro(A) est ferné pour I ot T est plus fine que Vo .

(2.9) COROLLAIRE, = L'ensemble des saturations forme un treillis complste En
effet toute famille non vide a une borme supéricure (2.5) et il existe une datu~
ration moins fine que toutes les autres (2.8).
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(2.10) DEFINITION, = Si P est un demi-treillis pour 1l'intersection et A un
treillis local,appelons homomorphisme de P dans A une application £ 3 P = A
telle qus pour x , y €P,

£(x A y) = £(x) 4 £(y)
st pour toute famille { x "y els d'élénents de P ayant une union distributive,

P
eV *x) = V*e(x,)

0

/N
(2.11) THEOREME. - Soit P_ 1l'extension minimals de P, J_ 1'injection de
P dans §o « & tout homonorphisne f de P dans un treillis local quelconque
L, ~correspond un honomorphisne ¥ unique de i’o dens L tel que

Fatat

£f o 50 = f o 81 on identific P & son inags par 3
o

t(o on peut encore dire que tout homonorphisme de ﬁ) J:f.f

P se prolonge de maniére unique en un hononorphis=

me de éo « Cette propridté ceractérise d—éo 3 P>l

un isomerphisme préss
' Soit F un élément quelconque de é s c'est un sous-ensenble de P posons
(o}

par définition %/(F) = \L/ £(x) .
xcF

\/ £(x) 3

'L
x€F1I\F2

188 F=PF NF,, £(F)=

N ~ L, L L
£(F,) A £(F,) = ( \V; £lx ) A( \/ £(x,)) = \/ (£(x) A £(x,))
Fl x26'F2

x € x eF)
xcF,
L L/ .
= f = f = £(F o
xl\&/Fl a AR xEF\/‘Fz o=
X, €F,

@o . n . L ~
ii. Si F=\j %( ’. FZ)FO( pour tout X #f(F)D\/,f(FO(.) . -
D'autre part, s1 x € F , il existe un sous-ensenbls A de &2) Fo( tel que

P
X < \/* a donc
a€h
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L L, L.
t) < \ o) ye\/\(,{me(y) = Vi)

done
TE) C \/ s,)

6t les deux mentres sont Sgauxe

: ~
111, 11 est immdédiat que £( 30(::)) = f(x)
‘ _— ~ | : 3, 5 ‘
iv. ltunicitdde £ rdésulte de ¢ F = ! Bo(x) pour tout F € ‘§°
xeF ‘

vi L'uniedté de Q » & un isororphiisne prés, est vraie seulenent si on
suppose que 1l'image de P engendre tout le treillis locale Dans ce cas, elles est
trivials.

(2412) .COROLLAIRE, = Si P est un treillis local, ‘.P_o est isomorphs & P .

Section . III

Somne directe d'une fanille ds treillis locaux

Plongement d'un treillis local dans une algébre de Boole.

1, Somme directe d'une fanille ds treillis locaux..

/. .
(1.1) DEFINITION, - Une application £ d'un treillis local L dans un treillls
local L' est un homomorphisme si ¢

i. f(oL) = OL' OL (resp. OL') minirmum de L (resp. L')

11, f(a A b)=gle) A £(b) a,bel.
. L Lt

\L/ \{7
- 1514
iii. f(e( aa() =Y f(ao()v {a“}«% fapille d'élénents de L
iv. f(eL) = 614 er, (resp. eL,) »ma:d.mumlde_ L (resp. ds Lt)

Par exemple 81 E et E' sont deux espaces topologiques et y: E—>E' une
application continue s l'application \f-l : ’(SD (') = (P(E) est un honomorphisne,
ot sa restriction sux treillis ' et N des ouverts dé E' et E est encors un

homomorphisme e
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Soit E, (1 €I) une fanille d'espaces topologiques et T;\- E; 1l'espacs
produite. Le treillis des ouverts du.produit n'est pas le produit cartésien des
treillis locaux des ouverts des E 5 (On voit néne trés facilenent que le produit
cart§sien est isomorphe au treillis des ouverts de 1l'sspace some des Ei)‘ Par
contre s1 F est un espace topologique quelconque et {fi‘} g eI‘- une famille
d'applications continues de F dans les B, (f; :+ F—>E,) les {f;} se
"factorisent " en une application continue

Tj‘.l' fi s F ->T_i!‘ Ei tells que le diagrarme ci-contre

T E

soit conrmtatif pour tout 1 . ‘E_if f

| |pri
On est donc conduit & la construction pour toute fanille r ;!:/

{Tig de treillis locaux d'un treillis local T , &t 115 i

d'une famille d'homomorphismes TTi s Ti ~>» T tels que

si {h,} est une famille d'homorurphismes hy + T, > (ol ¥ est un treillis

local queleonque) il existc un homonorphisme

hs T=>7V uniqus tel qus le diagrarme précddent T

cormute pour tout i . : kY . lh
T apparait ainsi dans la catégorie des trelllis T y T

locaux, avec pour norphisnes les hononorphismes de i i

la définition (1.1) comme la sorme directe des T, « Il est donc unique, & un
'isomorphisme prés, s'il existe. :

' Avant de déiontrer l'existence 46 T posons quelques définiticns ¢ TiT Ti
désignere le produit cartésien des T, 3 py =pry + T T, =>T, les projections
canonicues. On vérifie imnmédiatement que pour 1l'ordre : )

(ai) < (bi)<=)'ai <by

pour tout i, T;r Ti est un treillis local.

Un pavé est un élénent a e TT T, tel qus pi(a) = e, .sauf pour un nontbre
fini d'indices. '

Un O-pavé est un pavé dont une au nmoins des composantes est n O o Soit
{a“? wep Ome famille de pavés dont toutcs les projections sauf une sont égeles
(c'est-a-dbre pi(a“) = pi(ap) quels que solent ~, 3 eb pour tout 1 # io)

la "soudure' suivant la projestion p, est le pavé noté s (;) a® défini par ¢
. fo) o .

T/ -
'Pi(g ax) = pi)(ao() si 1 74 io et pio(;-..o_ &x) = \:}(/ pio(ad) .
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L'ensemble P des pavés, muni de 1l'ordre induit par celui de iry Ti est un
deni=-trelillis pour les intersections finies. Soit PO le quotient d¢e P par la .
relation qui identifie tous les O=pavés et ceux-la seuls. La relation d'ordre
dans P , passe au quotient dans Po 6t en fait encore un deni-treillis pour
1'intersection, avec O . Dahs P nous définissons une opération T qui & tout
sous~-ensenmble A de P fait correspondre un sous-ecnsemble (L) de P de la
fagon suivante : [(4) est 1l'ensemble des soudures d'ékénents inférieurs 2 un -
élément de A o+ (Remarquons que 1'opération de soudure passe au quotient dans P .
Cer dans P toute soudure deé O-pavés est encors un O-pavé). Montrons que I
vérifiec les conditions du lemme (2.3) de la section II. Pour (i) (ii) (iv) et
(111 bis) c'est imédiat. Vérifions (v bis) sofent 4 , B, C trols sous-ensembles
de P tels qus 4 ABCC et soit x ¢F(4) AB; sl x est la classe d'un

O-pave 11 est trivial queé X & T(C) ; sinon il existe be B, §a*} une fanille

d'éléments de A4 et un-indice 1 tr.l qQuo X = (z._.a‘i‘) Ab . Or
i

(Zi:a‘x) /\b=§a‘x,\b , car $
pj[(glad) Ab]l= pj(; a%) /\pJ(b) ipj(a“?A pJ.(b) = pj(a"‘ /\‘b) si j#1i
et - ‘

Pl G ) ab1=LY £, ) IALey )T = V 5y (%A D)

Donc [ définit une fermeture dans P, et l'enseuble T des fernés est un trell=-

- lis local. (Proposition (2.2), section II) on a une irnersion de Po dans ce
treillis local, et tout élément est union d'imagesd'dléments de P e C'est ce

treillis qui est la somme directe des Ti « Définissons=-les "\TF: T ->T .

Soit x e,Ti a(x) sera le pavé tel que Py (a(x)) = 65 » si j#1 et
Py (a(x)) =x , c'est un O-pavé si et seulenent si x=0; + Par définition
(x) est 1l'imags de a(x) par l'injection de P dans T .

(1.2) LEMME. Pour tout 1% , li'l 6st un homomorphisme.

1.81 %= 05_ s a(x) est un O-pavé, son saturé est domec Op

4. 81 x 6y 5. a(x) est le pavé maxinum, son inage est ep o

. T . .
1ii, s x = xj/ I a(x) » a(xy) pour tout o entraine Tiﬂx); Tj‘_\(x,‘)

pour tout o .
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T
D'autre part a(x) = 13: a(xy) , donc a(x) e F({a(x“)}) st T:]T(x) = \/ i (x,()
T .
ive 81 x=1x /\i x, ona: a(x) =a(x1) }2 a(xz) done
A (x) = AR (%) A TiT(xz) cor l'injection ds P dens T conserve les inter-
sections j en fait on o nfne

T:l
A =

:; T D
A= A TT) .

Notons que tout ¢lément de Ti s'identifiec & un élénent de P 3 que tout
. 61énent; de P, est alors intersection finie d'é1lénents de T (car un pavé
n'a qu'un nombre fini de composantes différentes de 1'élénent maxirmum) ; tout
élément de T est rlors unc famille sgturde de pavés.

Si xil 9 see o x.in sont des élénents Ade Til § see Tin s 1'inage dans T
-du pavé qu'ils définissent sera notde <xil y sve xin>. o On & alors dans

T s <xil ) sre s Xy D> = KXy > /\<xi>/\ 0o I\<xi>.

n 1 2 n
']
(1+4) DEFINITION. - Soient V¥ un treillis local quclconque et hy ¢ Ty - T
une famille d'homomorphismese. Définissons h ¢ T => 7T par

. T Tt
nw) = \/ (A By G
KXy eosXy > & t ip P P

1 n

On vérifie imnéiiatement que k ainsi défini est un homonmorphisme et que
Ltunicité d¢ h résulte du fait que h est déterminé sur les <x%; > per '
h <xi> = hi (xi) s Que .c'est un honomorphisne ; et que T est engendré par les

< xi‘>' par intersections finies et unions quelconques.

On a donc le théoréne

/N '
(1.5) THEOREME. ~ la catégorie des treillis locaux est une catégorie a sommes

directes infinies.

2. Plongement d'un treillis local dans une algébre de Bools.

~ On sait (théoréme Al & STONE) que tout treillis distributif peut &tre plongé
dans 1le treillis des parties A'un ensemble avec conservation des intersections
et réunions finies. LESIEUR [3] a montré que si le treillis vérifie la propriété
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de disjonction de Stone (a #b = Jo vérifiant 3 (aAc#0 ot b Ac=0)
ou (aAc=0,DbAc#0)) il peut 8tre plongé dans une algdbre de Bools
compléte avec conservation des interscctions quelconques et réunions finies j
1'algébre de Boole n'étant plus une algébre d'ensenbles. Nous allons montrer qus
tout treillis distributif avec O et I pout 8tre ainsi irmergé dans une algé;
bre de Boole compldte (non etomique en général) avec conservation des inters
sections finies et des réunions distributives quclconques. En particulier si

le treillis est locel l'inmersion conservera toutes les rdunionse

 Soit T un treillis distributif. T* sera 1'ensemble des couples (a , a')
od a, a' €T avec la rclation (a ya') <(b, b')E&Da <a' Vb et
aAb! <at, (81 T = @) sy (a,a') <(b, b') est 1la condition nécessaire
et suffisente pour que a nﬁ a' Cb (\ﬁ bt) .

B E

IEME 1, - Le relation < est un préordre sur T* .

1. (a,a')<(a, a') car a<a'va et a aa' <a'

1. (a,a') <(b, b') et (b, b') «(c, ¢!) entratnent s
aca'vb, anb' <a', b<b've, bArc <b',

d'ou on déduit s

(o() a<a'Vb<alvb! ve done s a = (ana')N(a ab')v (arct)<atv(a ab')Ve = afve

(P) a'>a Ab' >a Ab Ac! et aussi a'>a Aat Ac d'ol t a'>(apctaal)Vv (aAc'AD)
d'od a! >@act) Alatub) = are!

(X) domne a «a'wve et (B) domme a'>anc', donc (a,a') <(c, o)

Appelons T' le quotient de T° par la relation

(2, 8)n(b, b)é(a, aV<(b, b') et (a, a')>(b, b') W
T' est ordonné par 1a relation quotient, la classe de (& , a') dans T' sera
notée [& » a'] . .
B * T, - ’
IEME 2, - Si /'.[\ a; ot \/ aj existent alors (I,\[ai ’ ai] existe

’ % ..
ot ost 4gale 2 [/T\ a4 }/*ai] .
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' . * * * *
(x) pour tout 1 ona ¢ /’I\ ay <(VY ai) va, et ( /.} ai) Aoy < \T/ aj

* T* ' ) .
done [ /T\ 8y » \/ ai]él:ai ’ ai] quel que soit 1 .
(F) Soit [x ,-x']/—’[ai , ai] pour tout i , alors
X £x!' va =§x</\(x'va)=x‘v(/\*a)

i T i T 1

done [x 4 x'] <[ f\*ai s \f* a)]
\'I‘/ T* | T T

X Ae) < X' => (x /\ai)=x A(\/ a_,:‘)zx

o6 qui achéve la dénonstrationd

Remarquons que dcns T toutes les unions et intersections finies existent
et sont distributives, donc T*' cst un deni-treillis pour lt'ihtersection.

IEMME 3. - Dans T! :
1. pour tout xe€T ,ona: [x,x]=[0, 0]=0T,
ii. [1,0]>[a, b] pour tout [a , b]eT!
iii. [a , 0] et [I, 2] sont complémentaires quel que soit aeT.

i. et ii. se vérifient immédiatement.

iii. [a ,0]JA[I, a] existe et vaut [a AI ,0Oval=[a,a]=[0, 0]
(lemmes 2 et 3) ; d'autre part st [x , x*J>[I,e] et [x, x*]>[a, 0] ona:
a<x ,donc aVx=x, d'autre part I <avx,donc aVvx=x=1.

Enoutre I Ax'<ca = x'¢a, dautre part a Ax'¢ 0 =» x' =0 , donc
[x,x]=[1,0],et [a,0]v[I,a] existe et vaut [I , O] Notons en
outre que [a , 0Jv[I , a] est une union distributive dans T' . Il suffit pour
le vérifier de démontrer que, pour tout [x , x*J€T' ,

([x ’ x*Jala,0]) v([x, x*JA[I, a]) existe et est égale a [x , x'].

Soit [y, y)slx, x]ala, 0]=lxna,x] et [y, y]Is>lx,x]Allal=
=[x,x*Vval.Ona:

(1) a AX <X Vy
(2) aAX Ay < x'
(3) X <avVvx'Vy

(4) ‘ X Ay'<a V x!
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B)=x=x Alavx'vy) = (x ~na) vix Az vy))
(1) <x' ay) vix Alx' vy)) =x' vy .
D x' 9x'Ax Ay' et () on Aéduit

x'>(a Ax Ay!) V(' rxay) =(avx') A(xay')
et avec (4)
X' > X AY! o

Done [y, y'1>[x, x*] ot [x, x'] estbien l'union ds ([x , x*] a[a , 0J)
et ([(x, x'JA[I, a]) ¢« Enfin dans T' on a pour tout [2 , a']:
(a,a']l=[a, OJA.[.I,&"'] (lerme 2)

THE;OR'E‘.ME 1, = Ltgpplication £ ¢ T ~>» T' définie nar f£(a) =[a , 0] est
uh isomorphisme d¢ T sur un sous-ensenble de T' qui transforme O et I de
T en 0 et I de T' , transforme toute intersection distributive dans T en
intsrsection dans T' et toute union distributive dans T' .

i. [a,0]<[b, 0]¢=Pa <0 VDb 6t a A0 <0&>a «b f est un isomor-
phisne
ii. les propriétés Adtintersection de 0 et de I résultent des lermes 2 et 3

iii1. a , a' et b é&tant trois éléments quelconques de T ,
a <b=pfa, a'J<[b, a'] en particulier si les (l‘ai 4 g7 Ont une \I* on a

pour tout 1 €I et Y o' €T
.[ai ’ a']<[\]* ay 9 at]

si [x,x']>[ai,a'] pour tout 1 @

8, <X Va'=$\/*ai<a'\/x et'ai/\x'.ca'@(\/*ai)/\x' cal
ctest=-a~dire
[V*ai ya'l <[x, x']

done

}{tai,a'ht‘\gfai,aq
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et en particulier
}4[&1,0]_[\1/ ay » 01 .

Montrons que cette union est distributive dans T';soit [b, b'] €T' ;
[(bybr]A ([\M Cay s 0J) #[b, v*IAL \)r/* ay » 0] =(eme 2)

[baCN *a),0t)= V [bag 4,0 1= V(bybIale , 0]
T Tt

T

3. Oonstruction de 1'algébre de Booles

T' est un demi~treillis avec O ot I , on peut le plonger Azns un treillis
local A per une application biumivogue ® ¢ T' = A vérifiant :

Bop) =0y, blap) =1, 5 FUA R = Abl) ot POV x) =Y

tout élément A e A est de la forms A = \,J\ ci?(t',‘) avec les t! € T' . Notons
Y 1'application canonique de N —» N 3éfinie par Q) = AXt 3 1a compo=
sition des npplications f ,¢ , y définit une application p= Yo $o £ de
T dens 1t'algébre de Boole conpléte A™* = B vérifiant p(OT) =0g 3

p(Ip) =I5 ; p('i}i xi)=/3 plx,) , p(¥*x,<)=\B/ p(x,) car £,d, P

respectent 0 , 1 , les intersections finies et les unions distributives quelcon-
ques. '

Tout é1¢ment '~ de B est inage d'un élément A de A par \p , mais
A= \/< db(t'ox) et les t, sont de la forme [xy » X'K]= i‘(x‘x)/\ﬁr f(x'x) ,

X
en déi_‘initivs tout é1ément de B est une union d'élénents de la forme ¢ p(xa)
ou [) p(yP) s les Xy et yp étant des 61énents quelconques de T (1l'imags
B ,

Xy 9%, €T (1e symbole BT désignant le conplémentaire dans T') 3 donc

de T par p engendrs B par les opérations de passage au complémentaires et
d'unions quelconques)e. '
4 A) .
THEOREME 2., - p €8t une application biunivoque.

X ;‘»}’ = Po f(x) # o f(y) car f et < sont injectives. Mais on sait en
outre qus f(x) =[x, 0] et f(y) =[y, 0] ont dans T' des complénentaires
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[1,x] et [IT,y] et qus [x, 0Jy[I, x] est distributive done [x, 0 ]
et &[I, x] sont complénentaires, de méme pour [y , 0] et 4[I, y].
Posons } = Pof(x) et p= Pofly) s A£LP. A et | ayant dans A des
complémentaires, A= X~ ot b= \L** done

g0 =p) = W =ddp= 1 )

COROLLAIRE, = S1 T est un treillis local, toutes les unions sont distributives
dans T donc p respecte toutes les unions, et les intersections finies.
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