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Séminaire H, CARTAN 11-01
E.N.S., 1948/49. Topologie algébrique.

PRODUITS TENSORIELS,

(Exposés de J.P. SERRE et H, CARTAHN,
les 28.2 et 15.3.1949).

La premire partie (ler exposé)se rapporte & la théorie générale des pro-
duits tensoriels de A-modules (voir détails dans BOURBAKI, Alg., Ch, III, para-

graphe 1) ; la deuxiéme partie (2e exposé), a la théarie plus particuliire des
A-modules gradués & dérivation.

1.~ Définition du produit tensoriel.

A désigne un anneau commutatif donné une fois pour toutes, ayant un é1é-

ment unité, Lorsque A est l'anneau des entiers, la notion de A-module se con-
fond avec celle de groupe abélien.

Le produit tensoriel Fmx G de deux A-modules F et G est un A-nodule,
muni d'une application bilindaire (x,y) > x&®y de FxG dans
que

F®G , telle

1) 1'image de FxG par cette application engendre F&® G (comme A-module) ;
2) pour toute application A-bilindaire f de FxG dans un A-module quel-
conque K , il existe une application A-linéaire g

~dans K , telle que f(x,y) = g(x®y) identiquement.

(et une seule) de F = G

Ce produit tensoriel F & G existe et est unique & une isomorphie pres.
Tout é1ément de Fwm G s'derit (de plusieurs manidres) comme somme finie
> X, ®y; ; la bilinéarité s'exprime par

x+x") Ry=xy +x'®Ry , Ex)&Xy=A(xxy) pour €A,
et deux autres relations analogues.,

L'existence du produit tensoriel peut étre prouvée ainsi : soit L le mo-
dule des combinaisons linéaires formelles (finies 3 coefficients dans A4 )

des éléments (x,y) de l'enserble produit F x G ; soit R 1le sous-module
engendré var les Z14ments de la forme

(1) Goextyy) = (6,y) = (x'y)  , (@xy) - o(x,y)
(xy+7") - (x,7) - (5,y") 5, (ay) - «(xy)

Le module quotient L/R , muni dc 1'applicetiomn (x,y) => clessc de

dans L/R , répond & la question. De 1% on déduit

(X,Y)
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Proposition 1l.- Si une somme 2: %y @yi est nulle (xi €F, v € G) ,
il existe deux sous-modules F1 et G, , & un nombre fini de générateurs, con-

tenant respectivement les x, et les Vs s et tels que la somme Z X 2,
soit nulle dans F, ® G, . (Car si Y_ (xi,yi) €ER , o (xi,yi) est combi-
naison lindaire d'un nombre fini d'éléments du type (I)).

2.— Premiéres propriéués du produit tensoriel.

Isomorphisme canonique de A®F sur F : il est défini par

@@ ®x) = x ; 1l'isomorphisme réciproque WV est défini par W(x) = 1&x .

On a de méme un isomorphisme canonigue de F ® A sur F . Cas particulier :
isomorphisme de A A sur A,

Commutativité : isomorphisme canonique @ de F® G sur G®F , défini
par

xRy =y®x .

Associativité : isomorphisme canonique "¢ de (F®G)®K sur Fg (G® K)
défini par
plxey)zz) =x frz) .
3.~ Produit tensoriel d'homomornhismes (i.e: annlications A-linéaires).
Soient F e F', G ? G' deux homomorphismes ; l'homomorphisme f ® g
est, par définition, l'homomorphisme h de F® G dans F' ® G' défini par
hizx®y) = £(x) ®ely) .
On a @ f) +9,0)@eg =a . (£, @) + S, (f,=e)
De plus, transitivité : si F - F'5>F" , et G —g> G' —> G" , alors
1'homomorphisme (f'of) & (g'og) de F® G dans F* ® G" est identique au

composé (f' ® g')o(f ® g) . Conséquence : si f et g sont des projecteurs
de F et G respectivement, f & g est un projecteur de F& C .

Si f et g sont des homomorphismes gur, f & g est un homomorphisme sur,
(voir théoréme 1 ci-dessous). Par contre, si f et g sont biunivoques, f % g
n'est pas nécessairement biunivoque (& ce sujet, voir théorémes 2 et 4 ci-des—
sous).

Soient F' wun gous-module de F ; ¢p 1l'homomorphisme ccnonique de F!
dans F , W 1'homomorphisme canonique de F sur le module quotient F/F' ;

g 1l'automorphisme identique d'un module G . Alors les homomornhismes
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prg: F'®G—>F G

P® e

FeG—= (F/F)RG

prennent le nom de canonigucs.

On remsrquera 1l'analogic avec les homomorphismes canoniques définis dans
1'exposé 4 (paragravhe 1) :
Hom(F',G) ¢ Hom(F,G) < Hom(F/F',G) .
On avait slors prouvé quc la suite

Hom(F',G) “— Hom(F,G) “— Hom(F/F',G) <« O
est exact2.Il y a ici une proposition analogue :

Théoréme 1l.- La suite d'homomorphismes canoniques

MR6G—=FGc— (F/F')Y®G=>0
une suite exacte.

Cet énoncé affirme deux choses : 1) l'application F® G = (F/F') ® G

est sur : ceci résulte du fzit que F —> F/F'

et 1l'automorphisme identique de
G

sont des homomorphismes gur. 2) le noyau de F& G => (F/F') = G est iden-
tique & 1l'image canonique, dans

F®G, de F'® G . Ceci va résulter, plus
généreclement, de la

Proposition 2.~ Si F' est un sous-module de F , et G' un sous-module

de G , le noyau de 1'homomorvhisme canonique F G —= (F/F') & (G/G')

est
engendré par les images canoniques de F'&® G et F&G' .

Soit en effet ¢ cet homomorphisme canonique, et K 1le sous-module de

F® G engendré par les images canoniqucs de F'® G et F & G' . On défi-

nit un homomorphisme Y d;a3 A(FéFC’}} ® (6/G') dans (F & G)/K de la manidre
<7 €

e 3
suivante : si % € F/F' ,on choisit un élément x &€ F dont 1'image canoni

que soit % , un élément

v € G dont 1l'image canonique soit § , puic on
prend, dans (F® G)/K , 1l'image de xRy € F&G

; cet élément ne dépend
pas du choix de x

et de v , et définit 1'homomorphisme VW cherché., En

composant @ et B , on constate que Yoy est 1l'homomorohisme canonique

de T ®G sur son quotient (F % G)/K . Donc tout élément du noyau de <

est dens K . La réciproque est évidernte.

Application : Soit Z le groupe additif des entiers, 2Z_ le groupe 2/nZ

des entiers modulo n . Pour tout groupe abélien G , on & un isomornhisme ca-

nonique du produit tensoriel (au scns des groupes abéliens) Zn ® G sur le

groupe quotient G/nG . - On a un isomorphisme du produit tensoriel ZPe Z sur
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le quotient de Z par lec sous-groupe pZ+qZ , qui n'est autre que nZz , ol n

est le p.g.cude de p et q ; ainsi Z QEZq est canoniquement isomorphe &

p
Z .
n

4.- Accouplement.

Soient F un A-module, F' un sous-module de F ; G

1 et G2 deux

A-modules ; supposons donné un accouplement Gy x G, = T (0 étant un  A-modu-
le), ou ce qui revient au méme, un homomorphisme de G1 @)G2 dans [, Alors

on a le diagrarme de compatibilités

F'sG, —> FegG, —> (F/F')xG, —> 0
WL WL 0 1
Hom(F‘,Gz) — Hom(F,GZ) -~ I{om(F/’bi;,Gz) — 0
U
r e v > T

(les deux premiéres lignes horizonteles donnent licu & des suites exactes).

5.~ Produit tensoriel de sommes directes.

Théoréme 2.~ Pour qué 1'homororphisme canonique F' ® G = F & G (ou F!
désigne un sous-module de F ) soit biunivoguc, il guffit que F' soit facteur
direct de F .

En effet, soient f 1'application canonique de F' dans F , p un pro-
jecteur de F sur F' ; alors pof cst 1'automorphisme identique de F' . En
faisant le produit tensoriel de f , p avec l'automorphisme identique de C ,
on obtient des automorphismes F'&® G > F® G —>F' ® G , dont le composé est
1'automorphisme identique de F' & G . Donec F'® G —> F & G est biunivoque
(et de plus F® G —=F'® G cst un projecteur). Dans ce cas, on identific tou-

jours F' & G & un sous-module de F & G .

Remargue : la condition du théoréme 2 est toujours remplie dans le cas des

espaces vectoriels sur un corps comrutatif,

Supposons maintenoent que F  soit somme directe de sous-modules Fi (en
nombre fini ou infini). D'aprés le théoreme 2, les Fi-® G s'identifient 3 des
sous-modules de F & G . Je dis que F ® G cst soime directe des Fi;g G . En

effet

1) F&®&G est somnme des Fi ® G , car tout élément de F ® G est somre

finie d'éléments de la forme x Xy , o X est une somme finie > X (Xié’Fi)
2) les projecteurs 12 de F sur les Fi définissent des projectcurs pi
de F@G sur les F, &G , et puisque piP; = 0 pour i#£j, one pipg =C,
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ce qui signifie que lo sorme des Fi & G est directe.

Application : si F est un modulc libre de base (fi) , tout élément de

F® G s'éerit d'unc seule manidre eorme sorme finie o I, ®eg; (oli g; €

. €G); le module F &G cst isomorphe au modulc des combinaisons lindaires
" formelles (finies) d'éléments (f.l) 3 coefficients dens G .

En supposant que G soit aussi décomposé en sorme directe, on obtient :

Théoreme 3.- Si F est somme directe de sous-modules Fi et G somme

directe de sous-modules Gj » les Fi x Gj s'identifient 3 des sous-modulcs de
Fg G, qui en est la sorme directe.

Avplication ¢ si F est un module libre de base (fi) s G un module li-

bre de base (gj) y les f. ® g; forment une basg de F ® G , qui est donc
libre,

Produit tensoriel de modules graduds : si F et G sont gradués ( F étant
sorme directe de sous-modules Fp ¢t G somme directe de sous-modules Gq ),
F® G est somme directe des sous-modules Fp X Gq , donc est bigradué. On ob-
tient une graduation sur F & G = K en définissant lc sous-module Kn des é1é-

ments homogénes de degré n corme étant o Fp ® Gq ; p+a s'appelle le
p+a=n

degré total d'un &lément de Fp R Gq .

6.~ Cas varticulier des groupes abéliens.

Outre le théoreme 2 ci-dessus, on a d'autrcs conditions suffisantes pour

que F'®G > F ®G soit biunivoque ( F!' sous-module de F ).

Théordme 4.- Si 1'un des groupes G et F/F' est sans torsion, 1'homomor-
phisme F'® G—T ® G est biunivogue.

Démonstration : ler cas : supposons d'abord que F et G aient un nombre
a

fini de générateurs. Si F/F' cst sans torsion, F/F' est libre, donc F' est
facteur direct de F , et on applique le théoréme 2. Si G est sans torsion,

. G est libre ; si (gi) est une base de G , un élément de F' ® G s'éerit -
d'une seule manieére Z f.®g ol S F!' ; 1'image canonique de cet é1é-

ment dans F ® G ne peut &tre nulle que si les fi sont nuls. C.Q.F.D.

———————

2e cas : cas géfnéral, Soient fj'_ des élérents de F' en
nombre fini, et g, des é1éments de G (méme enscrble d'indiccs)., On veut
montrer que si Zfi@gizo dans F® G , alors Zfé@gizo dans
F'®G . Or si Z fi ®g; = 0 dans F®G , il existe (proposition 1) des sous-

modules Fl et G1 a4 un nombre fini de générateurs, contenant les fi et les
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g respectivenent, tels que fic& g; = C dans Fllﬁ Gy e D'aprés ce qu'on
vient de démontrer dens le prenier cas, 1'homororphisme (F'fsE&) ®G —
- Fl ® Gl est biunivoque ; donc Z f:!L ® g. = 0 dans

N (F'f\Fl)@Gl , et
a fortiori dans F'®GC . 5 o g

7.~ Produit tensoricl de modules gradués 3 dérivation.

Soit G un module gradué & dérivation (par excrple, un groupe gradué a
dérivation), et g un module quelconque (par excrple, un groupe abdlien quel-

conque). Les projecteurs P, de la graduction de G définissent des projec-

teurs dans G® g , qui devient un module gradué. On supposera que

G est som-
me directe des Gn = pn(G) ; alors G ® g est sorme directe des Gn(g g .

G®g étent ainsi gredué, on considérc l'endomorphisne d® 1 de G& g ,
o d désigne }'opérateur de dérivation de

G, et 1 1'automorphisme iden-
tique de

g . Cet endomorphisme, que nous désignerons encore par d , définit,

avec la graduation,une structure de module gradué a dérivaetion sur G ®g
on a

b

Ax ®a) = (e A (x€ G ,x Eg) .

Exemple s G est le groupe des chaines (& coefficients entiers) d'un
complexe simplicial, ou des chaines singuliéres d'un espace topologique. Dans .

les deux cas, G est un groupe libre, et G & g s'identifie au groupe des

combinaisons linéaires formelles de simplexes & coefficients dens le groupc

g
(chaincs "4 coefficients dans

g "). C'est un groupe & dérivation.
Dens le cas générel, on o un nodule dérivé

H(G ® g) , qui est gradué.
Par exenple :

le groupe d'nomologie (simplicizle ou singulidre) & coefficients

dens un groupe g . Probléme : étudier les relations entre H(G & g) , H(G)
et g . On reviendra tout & l'heure sur ce probléme, au noins dans le cas des

groupes abéliens, et dans celul des espaces vectoricls sur un corps.

Soient maintenant G et G' deux groupes (ou, plus génér:lcment modules)

gradués & dérivation (N.B. : désormais, pour fixer les idées, on parlera de

groupes, sauf mention du contr:iire). Soient d ot d' 1leurs opératcurs de

’ - k3 rd +
dérivation, gupnosés du mime degré r (r=-1)., G®C'

est bigradué, et
aussi gradué (ci-dessus, fin du paragrephe 5). Dans G ® G' , on a deux opé-

rateurs d&gl et 1&d', que, par ebus de langage, nous notcrons 4 et 4' .
Vis-2-vis de le graduation de G ® G' , ils sont de degré

r 3 et corme dd = C,
d'a' = 0 , on a deux

structures de groupe gragué i dérivation sur G £ G' .

}ais c'est & unc troisifme structurc que nous nous intéresserons. Nous
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appellerons d et d' dcs opérateurs de dérivation "partielle" sur G & G'

Avant de définir une "dérivation totale", obscrvons que

d+d' n'est pas de cor-
ré nul, puisque dd' = d'd . Mais définissons, sur G & G' , l'opératecur d' mar

I'x®7) =x@ @'y) (b x= (-1)Px si x de degré p );

ona dd'+d'd = 0, donc (d+d')(d+d') = O . L'opérateur d+d' =D
rateur de dérivetion, de degré
de G&RG!

ost un opé-
r . Sauf mention du contreire, quand on parlera
corme groupe gradué i dérivation, on lc supposers. muni de D

Quand tous les é1léments de G' sont de degré
tion donnée d'abord de G® g .

0 , on retrouve la défini-

Exemple : étcnt donnés deux complexcs simpliciaux, les "eellules" du com-

plexe-produit forment la base d'un groupe de "chaines", isomorphe au produit ten-

soriel des grcupes de chaines des deux complexcs 3 ¢t D est 1'opérateur "bord"
de ce groupe de chalnes.

Dans tous les cas, le nouveau groupc & dérivation G ® G' a un groupe dé-
rivé H(G® G') . On s'occupera plus loin des relations entre H(G) , H(G') et
HG® G') .

8.~ Quelques propriétés du produit tensoriel de deux groupes gradudés & dérivation.

Isomorphisme canonique de G & G' sur G'® G : ce n'est pas tout & fzit

celui défini ci-dessus (paragraphe 2), & cause de la structure gradude. L'isomor-
phisme canonique est ici défini par

x2y = (-1)P y ®x pour x de degré p ot y de degré q .
Si tous les éléments sont de degré O , on retrouve 1l'ancienne définition. On

vérifie que c'est un isomorphisnme pormis, vis-a-vis dec 1l'opérateur de dérivation

"fotale", On en déduit donc un isomorphisme H(G R C') — H(G' & G) .

Associetivité : ricn & changer & ce qui a été dit & 1a fin du paragravhe 2
on obtient un isororphisme permis de G = (B' ® G") sur (G« G') ®G' 3 d'ol
un isomorphisme (canonique) de lcurs grcupes dérivés.

Produit tensoriel dfhorororvhismes permis : scient deux homorornhismes per-

GZF et G' > F' 5 le produit temsoriel 4 de (p

et L est un homormorphisms perris dc G ® G' dans Fe F' (1° il conserve lec

degré total ; 2° DH = & D, le vérification étant
me

cisée), D'ol un homomormhis-

HG®G') = HF & F') .
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Ovéreteur d'homotopie : Proposition 3.- Si h est un opéruteur d'homoto-

pic dans G, clors h® 1 (o 1 désigne l'automorphisme identique de G!' )
est un opératcur d'horotopie dans G ® G'

Plus précisément, supposons h associé & un endomorphisme k , de degré -r

x-h(x)

I

dk(x) + kd(x) pour tout x € G 3
alors h® 1 est associé & k® 1 (qui est bicn de degré -r ), car

D(k(x) ®y) +[k® J .D(x ®y) = dk(x) ® y+k(x) ® (d'y) + kd(x) @y + k(x) ®
® (d'y)
et puisque k(x) +k(x) =0 , lc second membre se réduit a

dk(x) ® y+kd(x) ® y = x 2 y-h(x) ®y .
C.Q.F.D,

O.- Application canonigue H(G) & H(G') — H(G ® G') .

Ceci vaut aussi bien pour des A-modules que pour des groupes abéliens.
Partons de l'application bilindaire canonique de G % G' dens G xR G' . La for-
rnule Qui donne D(Xx®y) = (dx) R y+x® (d'y) montre que si x et y sont
des cycles (i.ct dx=0 et d'y=0), x®y ecstuncyclede G&®G' ; de
plus, si x est un "bord" (x =dz) , et y un cycle, x&®y est un "bord"
(6eal & D(z®y)) ; de méme, si x est un cvele et y un bord, x ®y est
un bord. Par passage au quotient, 1l'application (x,vy) = x ® y définit donc
une application bilindaire (dite canonique) de H(G) ® H(G') dans H(G & C') ,

4 laquelle est canoniquement associée une application linéaire :

H(G) & H(G'") — H(G = G') -

Si G est une algéhre & dérivation, la multinlication de G définit une
applicction bilinéuire de G x G dans G , donc unc applicction linducire de
G&G dans G ; et la forrule donnant le d d'un produit (exposé 4, pa-

ragraphe 8, formule (2)) rontrc que G & G — G est un homororphisme permis.
D'apr2s ce qu'on vient de voir, on en déduit une avnlication H(G) & H(G) —
— H(G) , c'est-a-dire une multiplication dans H(G) . Ce n'est pas autre
chosc que la rultiplication dans 1l'zlgebre dirivée H(G) , telle qu'elle =
été définie (exposé 4, paregrcphe 2).

10.- Etude de H(G & G')

Nous supposons désormais que nous sormies dens l'un des cas suivents :

—ces (2) ¢+ G et G' sont des groupes Eebéliens) gradués a dérivation, et G
est sens torsion ;
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-cas (b) : G et G' sont des gspaces vectoricls (sur un méme corps), gra=

dués 3 dérivation.

Théoréme 5.~ Dans ces hypothéses, 1'homomorphisme canonique

H(G) = H(G') — H(C = G'")
défini au puragraphe 9, cst biunivogue (ce qui permet d'identifier H(G) ® H(G')
4 un sous-groupe (resp. sous-espace vectoriel) de H(G = G') . De plus, le quo-
tient H(G ® G')/H(G) ® H(G') est canoniquement isomorphe au noyau de 1l'apoli-
cation canonique
B(G) g H(G') — 2(G) & H(G")
ot 7Z(G) désigne (corme d'habitude) le groupe (resp. esmace vectoriel) des

"eycles™, ct B(G) le sous-groupe des "bords",

4

On peut montrer que ce noyau ne dépend que de H(G) et H(G') , et méme
ne dépend que des gous-groupes de torsion de H(G) et H(C') .

Corollaire : dans le cas d'espaces vectoriels, le noyau est éviderment nulj;

d'ol un isomorphisme canonique de H(G) & H(G') sur H(G % G') .- Dans le cas

\

(a), nous tirerons plus des conséquences particulidres du théoreéme.
Démonstration du théoréme 5.-

Lemme : si l'opérateur 4 de G est nul, et si 1l'on est dans 1l'un des cas
(a) ou (b), alors 2(G & G') s'identifie 2 G ® Z(G') , H(G® G') s'identifie &
G®H(G") .

Tout d'abord 1'homomorphisme canonique G ® Z(G') = G R G!

est biunivoque
puisque G

est sans torsion (théoréme 4) ou qu'il s'agit d'especes vectoriels
(théoréme 2). Ainsi G & Z(G') est identifié & un sous-groupe de G & G'
trons que c'est exactement le sous-groupe

. lion—
2(G® G') . Or ce dernier cst le
noyau de 1'homomorphisme d' de G & G' dans

G & G' , qui est composé dec
1'homomorphisme G & G' — G & B(G')

(défini par 4' ) et de 1'homomornhisme
canonique G & B(G') — G ® G' . Mais ce dernier est bilunivogue & cause de 1'hy-
pothése fuite sur G ; donc Z(G & G')

est le noyau de l'homomorphisme de
GG

sur G & B(G') , noyau qui, d'aprés le théordme 1 (ou la proposition 2)
est 1l'image, dens G &® G' , du produit tensoriel de

G par le noyau dec
1'homomorphisme G' —> B(G')

s c'est-a-dire précisément G ® 2(G') .
Ainsi Z2(G& G') = G Z(G') . Il cst évident que B(G ® G') = G & B(G'); 1e
quotient H(G ® G') = Z(C & G'")/B(G ® G') s'identifie alors & G = (Z(G)/B(G"))

d'aprés le théoréme 1, c'est-3-dire & G ® H(G') . Ce qui établit le lemme.

Passons & la déronstration dans le cas générel ou d n'est plus supposé
nul. L'applicatior canonique Z(G) & G' — G & G' ast biunivoque, car le quo-
tient G/Z(G) ==~ B(G) est sans torsion dans le cas (a) (on applique le¢ théorsrme
4). 2(C) & G' sera désormais identifié & un sous-groupe (resp. sous-espace

vectoriel) de G & G' ; et c'est un sous-groupe stable pour 1l'opérateur de
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dérivation totale D ,Aqui du reste se réduit & d' sur z(G) £ G' . I'homomor—

phisme d identifie le quotient (G/Z(G)® G' & B(G) ® G' . On a une suite

exacte d'homomorphismes pour les groupes dérivés (cf. exposé 2, paragraphe 7)

H(z(6) ® ¢') —5> B(G 2 G')

A v

H(B(G) & G')

ol @ est de degré 0, W de degré r (& cause de 1'identification qui a été
faite de (G/2(G)) ® G' & B(G) ®G') , et O de degré O (méme raison).

Je dis : & est 1'homomorphisme qui provient, par passageraux quotients,

de 1'homomorphisme canonique B(G) ® G' — Z(G) ® G’ ( B(@)
ré .comme sous-groupe de Z(G) ).

étant considé-

Pour le montrer, remontons & la définition de & (exposé 2, paragraphe 7):
on veut définir §(@) , o ébant un é1lément de H(B(G) ® G') . Pour cela, on

prend un ol € Z(B(G) ® G') tel que o soit la classe de o ici, en vertu

du lemme, of est dans B(G) & Z(G') . Puis on choisit un B€ G® G
ne naissance & o par l'application d de G & G' dans B(G) ® G' ;

3 ici, on
pourra prendre $ dans G ® Z(G') . Alors, on doit prendre D
"eyele" de

qui don-

, qui sera un
z(G) ® G' , cycle dont la classe d'homologie est 1'élément de
H(Z(G) ® G') qu'on veut définir, & savoir &(&) . Ici, DP est égal a df ,

donc & & , qu'on considire non plus comme élément de B(G) & G' , mais comre

é1ément de Z(G) ® G' . Et ceci établit ce qui avait été affirmé.

Appliquons & nouveau le lemme : H(Z(G) ® G') et H(B(G) ® G')
fient respectivement & Z(G) & H(G')
exacte devient

s'identi~
et B(%) & H(G') , de sorte que la suite

2(0) ® H(G') —— #(c & ')

N |
6" B(c) ® 1(S")

Cette fois, & est devenu 1'homomorphisme canonique ( B(G) étant sous-groupe

de Z(G) ). Puisque la suite est exacte, 1l'image de ¢ identifie un sous-groupe
de H(G®G') au quotient de Z(G) ® H(G') par 1l'image de B(G) ® H(G') , quo-
tient qui s'identifie lui-méme (théordme 1) & H(G) & H(C') « De plus, 1l'appli-
cation biunivoque de H(G) ® H(G') dans H(G & G') qu'on obtient ainsi est la
méme que celle définie au paragraphe S. Quant au quotient de H(G ® G') par
1'image de (@ (identifide, on vient de le voir, & H(G) @ H(G') ), la suite
exacte 1'identifie au noyau de B(G) ® H(G') = Z(G) ® H(G') . Et ceci achdve
la démonstration.
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11.~ Conséquences du théoréme 5.

On peut d'abord préciser ce qui concerne les degrés, en tenant compte des
degrés des homomorphismes de la suite exacte. On voit que :

> H (G) ® H (G') s'identifie & un sous-groupe de H_(G ® G')
pwg=n P 3 "

@ans le cas des espaces vectoriels, ) H_(G) g;Hq(G') s'identifie a
p+Q=n
Hn(G & G') tout entier) ;

le quotient est isomorphe (canoniquement) & la somme directe des noyaux des

homomorphismes

B,(¢) e H (a') =2 (¢) @ H, (G")

pour tous les couples (p,q) tels que p+a=n+r , (r = 1) ,

Si ( G étant un groupe sans torsion) H(G) ou H(G') est sans torsion,
alors 1'homomorphisme canonique H(G) ® H(G') = H(G® G')
sur. (En effet, le noyau de B(G) ® H(G') — 2(G) ® H(G")
théoréme 4).

est un isomorphisme
est nul, d'apres le

Si ( G étent sans torsion) 1l'un des groupes H(G) et H(G') est "tri-
vial" (c'est-a-dire, s'il s'agit par exemple de H(G) : si Hp(G) = 0 pour

tout p #0 , et HO(G) isomorphe au groupe additif des entiers), alors on a
un isomorphisme canonique de Hn(Gtg G') sur Hn(G') (resp. sur Hn(G) ).

Si ( G étant sans torsion) 1l'un au moins des groupes H(G) et H(G')
est nul, alors H(G ® G') est nul.

est

Complément au théoréme 5.- Supposons que G et G'

soient deux groupes
libres ; alors H(G) ® H(G') est facteur direct de H(G £ G') (et par suite
le groupe H(G ® G') est bien déterminé, & une isomorphie prés, par la connais-—
sance des groupcs H(G)

et H(G') ). ~ Démonstr:tion : soient p et p'
projecteurs de G et G' sur 2(G) et 2Z(G')
un projecteur de G R G

des

respectivement ; p ® p' est

sur Z(G) ® Z(G') ; par passage aux quotients, on en
déduit un projecteur de H(G & G') sur H(G) ® H(G') .

12.- Produit tensoriel d'alggbres graduées.

Soit G une algdbre graduée & dérivation (sur un anneau commutatif A
donné une fois pour toutes). La multiplication de G #éfinit, on 1'a vu, un

homomorphisme permis G & G —=> G ; il applique Gp ® G, dans G . Sur le

produit tensoriel G @& G' de deux telles alg2bres (produit tensoriel qui est

un A-module gradué i dérivation), on définit une structure multiplicative :



11-12
. ]
le produit de x®x' et y®y' sera (-1)° Yxy) ® (x'y') , p' désignent
le degré de x' supposé homogine, et q le degré de y
Cette multiplication peut aussi &tre obtenue comme suit

cation linéaire de (G ®G') ® (G ® G') dans
mier module &

supposé homogéne.
¢ on définit une aovpli-~
G®G' , en identifiant le pre-
GR (' ®G) ®G' , puis 1'appliquant dans G ® (G & G') ® G'

grice & 1'isomorphisme canonique de G' ® G sur G & G' (paragraphe 8) ; ce-

la feit, G® (G®G') ® G' &tant identifié 3 (G®G) ® (G' ® G') , on a 1'ho-

momorphisme de ce module dans G ® G' , provenant des homomorphismes G & G > G

et G'®G' = G' définis par les structures multiplicatives de G et de G

Ceci permet de montrer facilement : 1l'isomorphisme G®&® G' =2 G' ® G

(défini au paragraphe 8) est aussi un isomorphisme pour les structurcs pulti-
plicatives.

Si G et G' sont des algébres associatives, il en est de méme de
G®G' . ' '

Si G=>=TF et G' > F' sont des homomorphismes d‘'algebres, leur produit

tensoriel est un homomorphisme d'algébres.

Si G et G' sont des algébres graduées & dérivation, G &® G' est aussi
une algébre graduée a dérivation : ce qui veut dire que la loi de multiplication
définit un homomorphisme permis de (GR®G') ® (G®G') dans G® G' ; c'est

ce qui résulie auscitdt de la définition de cet homomorphisme donnée plus haut.,

Dans ce cas, on a donc une structure multiplicative sur H(G ® G') , qui
devient une algdbre gradude. De plus : 1'homomorphisme (défini au paragraphe 9)
de H(G) ® H(G') dans H(G ® G') est ici un homomorphisme d'algébres ; cela

résulte du fait que 1l'application Z(G) ® Z(G') = Z(G & G')
morphisme d'algebres.

est ici un homo-



