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Séminaire E.N.S , 1953-5k4

FONCTIONS AUTOMORPHES
(Exposes de J-P. Serre, 24L-5-54 et 1L4-6-54)

§I. PFaisceaux de fonctions automorphes.

1. Ie faisceau @Q(J).

Dans tout ce qui suit, X désigne une variété analytique complexe
de dimension complexe s, et G un groupe d'automorphismes de X véri-
fiant les hypothéses (I) et (II) de 1'exposé 12. On note Y 1'espace
quotient X/G, et 7 la projection canonique: X — Y. D'aprés 1'hypo-
thése (I), Y est séparé; d'ailleurs, on a vu dans 1'exposé 12 que Y est
un espace analytique normal.

Pour tout x € X on désigne par G(x) le sous-groupe de G formé
des g € G tels que g-x = x; d'apres 1l'hypothése (II), G(x) est un
groupe fini. Plus précisément, 1'hypothése (II) permet de ramener toute
question locale sur X et G & une question portant sur un groupe G(x) .

Soit g —*Jg un facteur d'automorphie, au sens de 1'Exposé 1. Nous

allons attacher a ce facteur un faisceau @(J) porté par 1'espace Y:
Pour tout ouvert U CY, soit @(J)U.l'ensemble des fonctions holo-
morphes sur n'l(U) qui sont J-automorphes, c'est-a-dire qui vérifient

1'identité:
(*) f(g-z) = Jg(z)'f(z) pour tout =z € w-l(U)

Si V est un ouvert contenu dans U, on a un homomorphisme évident
(la restriction): G(J)U.—*&(J)V; si WCVCU, ona la condition de tran-
sitivité habituelle. Donc, la collection des @(J)y; définit un faisceau,
qui est le faisceau @(J). Un élément de G(J)y, y € Y, peut &tre identi-
f£ié & une fonction holomorphe sur un voisinage saturé de w‘l(y) qui véri-
fie la condition (*). Il est cldir que G(J)U coincide avec HO(U, @(J)).

Lorsque Jg =1 quel que soit g € G, le faisceau @(J) n'est pas

autre chose que le faisceau ¢ des germes de fonctions holomorphes sur Y
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(rappelons que, par définition, une fonction holomorphe sur U CY est
une fonction holomorphe sur w"l(U) qui est invariante par G).

Le produit d'une fonction J-automorphe par une fonction invariante
par G étant encore une fonction J-automorphe, on voit que chaque (i(J)y
est muni d'une structure de @y—module, ce qui définit sur @(J) une

structure de faisceau analytique sur Y.

2. Faisceaux analytiques cohérents sur les espaces analytiques.

Nous venons de définir un faisceau analytique sur 1'espace analyti-
que Y. Or, la théorie des faisceaux cohérents peut s'étendre a 1'espace
Y:

Plus généralement, donnons-nous un espace topologique Y, muni d'un
sous-faisceau © du faisceau des fonctions continues et faisons 1'hypo-
thése que tout y € Y posséde un voisinage ouvert isomorphe & un sous-
ensemble analytique E d'un ouvert U d'un espace Ck; nous dirons alors

que Y est un espace analytique. Cette définition est plus large que

celle de 1'Exposé 6, §5, qui revient & exiger que, pour tout y € Y, @y
soit intégralement clos; un espace analytique vérifiant cette derniére
condition est dit normal; par exemple, l'espace Y = X/G du No. 1 est
normal.

Soit alors & un faisceau de O-modules sur Y; on dira que &
est cohérent s'il est localement isomorphe au conoyau d'un homomorphisme
analytique o: P - @P. 381 Y est plongé, comme sous-ensemble analyti-
que (avec la structure induite), dans une variété analytique complexe U,

soit ¥ le faisceau sur U qui coincide avec & sur Y, et est nul en dehors

de Y; le faisceau & est un faisceau analytique sur U, et 1'on a:

ILemme 1. Pour que ¥ soit cohérent sur Y, il faut et il suffit

que JF soit cohérent sur U.

On remarque d'abord que le faisceau ©' est cohérent, puisque c'est
le quotient du faisceau ©(U) par le faisceau d'idéaux défini par Y

(faisceau qui est cohérent d'aprés un théoréme de Cartan—cf. Sém. 51-52,
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Exposé 16). Le lemme se déduit immédiatement de la.
le Lemme 1 donne un critére commode pour qu'un faisceau ¥ sur Y
soit cohérent. On en déduit notamment que le noyau, le conoyau et 1'image
d'un homomorphisme analytique: ¥ — G sont des faisceaux cohérents si &

et G le sont. Bref toutes les propriétés usuelles des faisceaux cohé-

rents sont valables.

3. Cohérence du faisceau @(J).

Revenons au faisceau @(J) du No. 1. Nous nous proposons de démon-

trer le résultat suivant:

Théoréme 1. ILe faisceau analytique @(J) est cohérent.

La question est évidemment locale; il faut démontrer que @(J) est
cohérent au voisinage de tout point donné Yo € Y. Soit X, € X avec
W(XO) =¥,, et soit V(XO) un voisinage ouvert de x

o» stable par G(x,),
et vérifiant 1'hypothése (II) de 1'Exposé 12, §1 (autrement dit, les rela-
tions g € G, X € V(xo), g°X € V(xo) entrainent g € G(XO)).

Ces relations entralnent que V(xo)/G(xO) est isomorphe & W(V(XO))
C Y; d'autre part, il est clair que la restriction de @(J) a v(V(xo))
est isomorphe au faisceau anslogue & @(J) défini & partir de V(xo) et
de G(xo), a la place de X et de G. On est donc ramené a étudier ce
dernier faisceau. Utilisant ensuite le Lemme 1 de 1'Exposé 12, on voit
que 1l'on est finalement ramené & démontrer le Théoréme 1 dans le cas par-

ticulier suivant:

X est un espace numérique complexe CS, et G est un groupe

linéaire fini.

Notons que, si G opére sans points fixes sur X, ce qui précéde

montre que @(J) est localement isomorphe & (©, donc a fortiori cohérent.

L. Cohérence dqu faisceau @(J): générateurs.

Nous supposons donc que X = CS, et que G est un groupe linéaire

fini d'ordre n.
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Soit S 1'algébre des polyndmes Clz ,..., Zs]’ et 87 la sous-
algébre de S formée des polyndmes invariants par G. Soit Jg(z) le fac-
teur d'automorphie donné (qui n'est défini que dans un voisinage ouvert V
de 1'origine dans Cn; nous pouvons évidemment supposer V stable par G).
le faisceau @(J) est défini sur =w(V) = U C X/G, et nous devons montrer
qu'il est cohérent sur U.

Si P est un élément de S, nous désignerons par L(P) la fonc-
tion:

LAY (2) = 2 ) I () R(g-2)
n g
g€q

Ia fonction L(P) est définie et holomorphe dans V. Si Q € SG,
on a évidemment L(P'Q) = L(P)-Q .

On sait que S est un module de type fini sur SC (cf. Exposé 12,

Prop. 1 bis); soit Py,..., P un systéme de générateurs de ce module.

Proposition 1. Ies fonctions L(Pi) engendrent le Gy—module

G(J)y pour tout y € U.

(Cela a un sens, car il est clair que les L(P) sont des fonctions
J-automorphes sur V = w_l(U).)
La Proposition 1 va résulter de la suivante, ou le facteur d'auto-

morphie J n'intervient plus:

Proposition 2. Soit y € Y = X/G, et soit f wune fonction holomor-

phe au voisinage de v_l(y). On peut écrire f sous la forme:

f’::E: ha'Pa’ avec Pa € S, 93 ha € @y
a

Montrons gque la Proposition 2 entraine la Proposition 1. Soit y €
U, et soit £ € G(J)y; appliquant la Proposition 2 & f, on peut écrire

£ =2,h, P, comme ci-dessus. Mais chaque P, peut lui-méme s'exprimer
G

comme combinsison linéaire des P s P, 4 coefficients dans S8°. D'ou:

1’

— i=k
r :,24 . h.'Pi, avec hi € @y
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Appliquons alors & f 1'opération L (qui s'étend évidemment a

toute fonction holomorphe définie sur un ouvert de V stable par G). On

a alors L(f) = f (puisque f est J-automorphe), et L(hi-Pi) = hi°L(Pi),

puisque h, est invariante par G. D'ou:
i=k
f = E: hi-L(Pi), cafd.
i=1

5. Cohérence du faisceau @(J): démonstration de la Proposition 2.

S3i x € X, soit OX 1'anneau des germes de fonctions holomorphes en
x; si y € Y = X/G, soit By 1'anneau des germes de fonctions holomorphes
au volisinage de w'l(y); 1' anneau By est un Oy-module, puisque Oy est le
sous -anneau de By formé des éléments invariants par G. On a:
B = O

y _1 x 7’
xem  (y)

cette décomposition en somme directe étant compatible avec la structure de

0. -module de B .
N N

Si x € w'l(y), Oy est isomorphe au sous-anneau de OX formé des
é1léments invariants par G(x). Il s'ensuit (cf. Exposé 12, Th. 2) que O,
est un Oy—module.de type fini, donc que By est également un Oy—module

Soit Cy le sous-Oy—module de By engendré par les polyndmes. La
Proposition 2 équivaut & dire que Cy = By'

Puisque @y est un anneau local noethérien, d'idéal maximal T
(Iy étant 1'ensemble des éléments de Oy nuls en y), on peut munir By de
la Iy—topologie; rappelons (cf. Exposé 7, §1) que les sous-modules
(Iy)m-By, m=0,1,..., forment une base des voisinages de 0. dans cette
topologie. Evidemment, la Iy—topologie de By/Cy est la topologie quotient
de la Iy—topologie de By; puisque By/Cy est un module de type fini, 1le
théoréme de Krull (Exposé 7, Prop. 2) montre gque By/cy est séparé, donc

que Cy est fermé dans By' Tout revient donc &4 prouver que Cy est dense

dans B_.
y
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Or la topologie de By est la topologie produit de celle des OX,
X € w'l(y). Et la Iy—topologie de OX colncide avec la topologie naturel-
le de 1'algébre locale O, d'aprés la Proposition 7 de 1'Exposé 7. Donc,
pour prouver que Cy est dense dans By’ il suffit de prouver ceci:

Si 1'on se donne un entier N, et, pour tout x € w_l(y), un poly-
nome <> 11 existe un polyndme @ tel que, pour chaque x € w'l(y),
Q —, soit d'ordre > N en x.

Comme ce dernier énoncé est un cas particulier de celui démontré
dans 1'Appendice de 1'Exposé 12, la démonstration de la Proposition 2 est

achevée.

6. Cohérence du faisceau @(J): relations.

Les notations étant toujours celles des Nos. 4 et 5, soit U' un
ouvert C U, et V' = w_l(U') C V. Soient f,,..., £ un nombre fini de
fonctions J-automorphes sur V'; par une relation entre les fi nous enten-

drons un systéme h,,..., h d'éléments de Gy, v € U', tel que 1'on ait:

hy*f + -++ +h .f = o.

Iles relations au point y forment évidemment un module sur Oy.

Proposition 3. Les relations entre fl,...,

f sont engendrées

localement par un nombre fini d'entre elles.

La gquestion étant locale, nous pouvons supposer U' connexe, puis-
que X/G est localement connexe.

Si les fonctions T - fn sont toutes identiquement nulles, la

100
Proposition 3 est évidente. Supposons donc que fl, par exemple, ne soit
pas identiquement nulle. Considérons la fonction H définie par la for-

male suivante:

H(z) = H fl(h'z)
h € G,h#e

la fonction H est holomorphe dans V', non identiquement nulle,

et le produit fl'H est invariant par G. Il s'ensuit que H est J'l-
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automorphe, donc que les produits f2'H,..., fn'H sont aussi invariants
par G. Posons alors: g, = fl-H,..., g, = fn-H. Toute relation entre
les fi:

hl-fl + e 4 hn-fn = 0,

conduit & une relation entre les gt

- hn'gn - o,
et réciproquement, puisque H n'est pas identiquement nulle et que U’
est connexe. Or, on sait que le faisceau des relations entre un nombre
fini de fonctions données est cohérent (Th. d'Oka, Sém. 51-52, Exposé 15,
qui s'étend immédiatement au cas de 1l'espace analytique Y). D'ou la Pro-
position 3.

Les Propositions 1 et 3 entralnent évidemment que le faisceau a(J)

est cohdrent, ce qui achéve la démonstration du Théoréme 1.

7. Complément: équivalence locale des facteurs d'automorphie.

Si 1'on veut étudier de plus prés la structure locale des faisceaux
@(J), on est amené & mettre le facteur d'automorphie J sous une forme
aussi simple que possible.

La question étant locale, nous pouvons supposer, comme plus haut,
que le groupe G est fini, et laisse fixe le point x au voisinage duquel
on étudie le faisceau @Q(J).

Deux facteurs d'automorphie J_, et J' seront dits équivalents en

g g
x s'il existe une fonction h(z), holomorphe et # 0 au voisinage de x,

telle que:
Jg'(z) = Jg(z)-h(g-z)-h(z)"l pour z voisin de x.
Dans ce cas, si f est J-automorphe, f*h est J'-automorphe, et
la correspondance f — f'h définit un isomorphisme du faisceau @(J) sur
le faisceau @(J'), au voisinage de x.

[Dans le langage de la cohomologie des groupes, 1'éguivalence peut

. ‘ . . . * L.
s'interpréter ainsi: soit O, 1le groupe multiplicatif des éléments inver-
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sibles de @X, groupe sur lequel opére G; un facteur d'automorphie J n'est
pas autre chose qu'un l-cocycle de G & valeurs dans le G-module @X*, et
deux facteurs J et J' sont équivalents s'ils sont cohomologues. Autre-
ment dit, le groupe des classes de facteurs d'automorphie locaux n'est pas
autre chose que HY(G, 6;).]

D'autre part, rappelons qu'on appelle caractére d'un groupe G un
homomorphisme e: G —C* (si 1'ordre de G est n, e(g) est nécessaire-
ment une racine n-éme de 1'unité quel que soit g € G). Tout caractére est

un facteur d'automorphie particulier.

Théoréme 2. Tout facteur d'automorphie J est localement équiva-

léent & un caractére, et & un seul.

Si Jg(z) est un facteur d'automorphie au voisinage de x, 1l'ap-
plication g —*Jg(x) est un caractére de G; deux facteurs d'automorphie
équivalents définissent le méme caractdre, et tout caractére peut &tre ob-
tenu ainsi. Il nous suffit donc de prouver que, si Jg définit le caractere
trivial (identique & 1), Jg est équivalent & 1 au voisinage de x. Or,
par hypothése, Jg(z) est une fonction holomorphe de 2z qui prend la va-
leur 1 au point =z = x; soit jg(z) = log-Jg(z), le log étant choisi de
telle sorte que jg(x) =0; on a jgg.(z) = jg(gfz) + jg'(z), comme on le

voit aussitdt. Posons:

k(z) = §: jh(z) . On a:
heG

K(g2) = ) dpea) = ) (pg(a) = 5,(2)) = k() — 0, ()
heG heG

Si 1'on pose alors:
h(z) = e-k(z)/n s
on aura Jg(z) = h(g'z)~h(z)_l, ce qui montre que Jg est équivalent & 1,

cqfd.
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[En langage cohomologique: Soit I 1'idéal maximal de O,; 1'ap-
plication exponentielle montre que OX* est isomorphe, en tant que G-module,
au produit direct de c* sur lequel G opére trivialement, et de IX;
comme I est divisible, et que G est fini, on a Hl(G, IX) = 0, d'ou

1
H'(G, 0.%) = H (G, ¢*) = Hom(G, €¥), cafd.]

Remarques.

1) Pour une variable, le faisceau @(J) est toujours localement iso-
morphe & ©; mais il est facile de donner des exemples & plusieurs varia-
bles ou @(J) n'est pas localement équivalent & O . C'est naturel, puis-
qu'un diviseur d'une variété normale n'est pas toujours une intersection
compléte locale.

2) On définit de la méme fagon que ci-dessus 1'équivalence globale
de deux facteurs d'automorpﬁie. Ie groupe des classes de facteurs d'auto-
morphie est encore isomorphe & Hl(G, ©), ou O désigne le groupe multi-
plicatif des fonctions holomorphes inversibles sur X. Mais ce groupe de
cohomologie est beaucoup plus difficile a étudier que dans le cas local;
pour donner un exemple, si X est un domaine borné contractile, et si G
opere sans points fixes sur X, Y = X/G étant compact, on peut montrer que
Hl(G, 0*) est isomorphe au groupe des classes de diviseurs sur la variété
algébrique Y; on peut également donner des résultats précis lorsque X est
le disque unité du plan complexe et que % est compact (cf. Petersson,
ainsi que Godement, Sém. Bourbaki, Mars 1954), ou bien encore dans le cas

. / .
des fonctions abeliennes.

§IT. Cas d'un domaine borné

8. DNotations.
Nous nous plagons maintenant dans les hypothéses des Exposés 1 et 15:
X est un domaine borné de CS, et G un groupe discret d'automorphismes

de X tel que Y = X/G soit compact. On sait que les conditions (I) et

(II) sont alors vérifiées.
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On prend pour facteur d'automorphie Jg le jacobien de x —+ g-x.
Ies puissances (positives ou négatives) de J sont encore des facteurs
d'automorphie, et 1'on note @, le faisceau @(J%). Une section du fais-

ceau @n est donc une forme automorphe de poids n, au sens usuel.

On désignera par q le plus petit entier > 1 tel que (Jg(x))q =1
pour tous les couples (g, x) tels que g'x = x. On a vu dans 1'Exposé 15
que, si m est un multiple assez grand de 1l'entier g, toute base FO,...,
Fr de 1'espace vectoriel des séries de Poincaré de poids m définit un
plongement biunivoque de Y comme sous-variété normale de 1'espace projec-

tif Pr((:); on désignera par ¢_ ce plongement. Si x € X, et si w(x) =

m
yevY, @m(y) est donc le point de Pr( C) de coordonnées homog®nes (Fo(x),
cees Fr(x)). Dans les Nos. suivants, m désignera toujours un entier ayant

les propriétés précédentes.

9. Les faisceaux &n.

Considérons Y comme plongé dans P (C) au moyen de 1'application
¢m; si & est un faisceau cohérent sur Y, soit ¥ le faisceau sur Pr(C )
qui coincide avec F sur Y et est nul en dehors de Y; d'aprés le Lemme
1, 3 est cohérent. ILe faisceau 3 (n), n € Z, est alors défini par le
procédé de 1'Exposé 18, No. 6; il est nul en dehors de Y, et sa restric-
tion & Y est un faisceau que nous noterons J(m, n) car il dépend non

. . . . . 4
seulement de n, mais aussi de 1'entier m choisi. On peut €galement

définir directement F(m; n) par le procédé suivant:
Soit V. 1'ensemble des points x € X tels que Fi(x) # 0; les A
sont des ouverts saturés de X qui recouvrent X (cf. Exposé 15); soit

Ui = w(Vi); les [%j 0 <i <r, forment un recouvrement ouvert de Y = X/G.

Solt maintenant 13 la restriction du faisceau ¥ a 1'ouvert Ui’ et soit

m?j: iz 3 1'isomorphisme donné par la multiplication par F?/F? au

dessus de Uiﬂ Uj' Le faisceau obtenu §.partir des faisceaux <3 par re-

. . n
collement au moyen des isomorphismes mij n'est autre que F(m; n), comme

on lg voit tout gg_suite.
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Sous cette forme on voit que F(m; n) est un faisceau cohérent sur
Y, et il est bien évident que ce faisceau dépend de m.

On peut appliquer ce qui précéde au faisceau &p’ p € Z. On a:

Theoreme 3. Le faisceau Gp(m; n) est isomorphe a ap+nm'

L'isomorphisme est défini ainsi: soit f wune section de ap+nm
sur un ouvert U C Y, c'est-a-dire une fonction automorphe de poids p+nm
sur w'l(U); posons fi = f/F?, qui est une fonction automorphe de poids p
sur w_l(U n Ui)’ c'est-a-dire une section de &p sur U N U;; comme f,
= (Fi/Fj)n'fi sur U N U, N Uj’ le systéme des (fi) est une section de
Gp(m; n) sur U. On vérifie immédiatement que 1'on a bien défini ainsi

un isomorphisme 6: &p+an—>@p(m; n).

Corollaire. Hl(Y, &n) =0 pour i >0 et n assez grand.

Cela résulte immédiatement du Théoréme B de 1'Exposé 18, No. 7, ap-

pliqué aux faisceaux @, 1<p<m

Remarque. Il est tres possible que 1'on ait, en fait, Hi(Y, @n) = 0 pour
i >0 dés que n > 2; c'est en tout cas ce qui se passe dans le cas d'une
variable (cf. Exposé L) et, d'aprds Kodaira, dans le cas ou G opdre sans
points fixes sur X. Malheureusement, la méthode suivie ici ne semble pas

pouvoir donner un résultat aussi précis.

10. Premiére application du Théoreme 3.

r+l
p-m
ceau somme directe de r+1 faisceaux isomorphes au faisceau ﬁp m’ P étant

Les notations étant toujours celles du No. 8, soit @ le fais-

un entier quelconque.

Une section de G;ié sur un ouvert U C Y est donc un systéme de
r+1 fonctions automorphes de poids p-m sur w'l(U), solent fg,..., fr“
Posons:

i=r
p(fo, ) fr,) = f Fl 5
i=0

on obtient ainsi une section de @ au-dessus de U (c'est-a-dire une fonc-

b
tion automorphe de poids p sur w‘l(U) ).
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On a ainsi défini un homomorphisme p du faisceau &;i; dans le fais-
ceau Gp, homomorphisme qui est analytique. I1 est de plus surjectif, du
fait que les U; recouvrent Y.
L'homomorphisme e définit des homomorphismes, que nous noterons
encore p, de qr

P
signe par 6 1'isomorphisme &p+nm-ﬂ-@p(m; n) du Théoréme 3, on vérifie

i;(m; n) sur @p(m; n) (n € Z quelcongue); si 1'on dé-

sans difficulté que p °6 = Bop

Or, on a le lemme suivant:

Lemme 2. BSoient F et G deux faisceaux analytiques cohérents

sur PP(C), EE solt o un homomorphisme analytique gg Fsur G . Pour

tout n assez grand, 1'homomorphisme

pr H(P(C), 3(n) = &P (C), g () ,

défini par o, est surjectif.

(31 ¢ désigne le noyau de p, le lemme résulte de ce que

Hl(PP(C), §(n)) =0 pour n assez grand, d'aprés le Théoréme B.)

by

En appliquant le Lemme 2 & 3 = @.;jl et G = @, et tenant

compte de ce que p°6 = Oop, on voit que

r+l1

o (aenym T E( @, )

0
p: H (Y, @ -

est surjectif, pour n assez grand. En d'autres termes:

Theoréme 4. Tl existe un entier n, tel gque toute forme automorphe

. . T/ . . i:l” . A
f de poids > n, puisse s ecrire f = Zi:o fi Fi’ les fi etant des formes

automorphes .

Autrement dit, toute forme automorphe de poids assez grand appar-
tient & 1'idéal engendré par les séries de Poincaré de poids m. D'ou

(cf. Exposé 1, Prop. 1):

Corollaire 1. Toute forme automorphe de poids assez grand est une

/ - 3 4
serie de Poincaré.

Ie Théoréme 4 entralne évidemment:
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Corollaire 2. L'algsbre graduée M des formes automorphes est un

module de type fini sur 1'algebre des polyndmes en les F..

(On peut prendre pour générateurs de ce module une base de 1'espace

vectoriel des formes de poids < no.)

Corollaire 3. L'algdbre M est engendrée par un nombre fini d4'élé-

ments.

\
D'ou:

Corollaire 4. Tout idéal de M a un nombre fini de générateurs.

(Dans le cas de 2 variables, ces résultats sont dis & Hervé, Anna-

les E.N.3., 69, 1952, p. 277-302.)

11. Complément.

Les résultats du No. précédent peuvent étre étendus & des faisceaux
cohérents quelcongues.

De fagon plus précise, soit & un faisceau analytique cohérent sur
1'espace projectif complexe P_(C); le raisonnement du Théoréme 4 montre
que, si n est assez grand, toute section f de 3(n) peut s'écrire
f = Zizg £z, 9& les f; sont des sections de F(n-1). Il s'ensuit que
Z;:ndHO(Pr((l), F(n)) est un module gradué de type fini sur 1'alg®bre de
polyndmes S = C[zo,..., Zr]. On a ainsi attaché & tout faisceau cohérent
¥ un S-module gradué de type fini qui le caractérise (comme il résulte
tout de suite des Théoreémes A et B); ceci généralise la correspondance en-
tre faisceaux cohérents d'idéaux et idéaux homogénes de polyndmes rencontrée

dans 1'Exposé 19.

12. Dimension de 1'espace des formes automorphes de poids n.

Si & est un faisceau analytique cohérent sur Y, nous poserons

h(y, 3 = dim-BH¥(Y, 3, et:

X, 3 =) (ninte, w,
i=0

somme qui est en réalité finie. Si O0—@—= 33— C — 0 est une suite
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exacte de faisceaux cohérents, la suite exacte de cohomologie montre que
x(®) = x(@) + x(€). On en déduit que, plus généralement, si 1'on a

une suite exacte de faisceaux cohérents:

O—»@O—»el—b...—reh—ro,

on a:

h
X(T, €) — X(¥, €) + -+ + (1P x(¥, €,) =0

Mémes notations et mémes résultats si 1'on a un faisceau cohérent

3 non plus sur Y, mais sur Pr((:).

Proposition 4. Si & est un faisceau analytique cohérent sur

PP(()), x(Pr((:), F(n)) est un polyndme en n, de degré < r.

On raisonne par récurrence sur r = dim-P.(C), le résultat étant
évident pour r = 0; utilisant la suite exacte de 1'Exposé 19, p. 2, on
volt que

ax(P.(c), 3(n))

I

x(P,(€), 3n)) — x(P,(C), 3Hn-1))
= x(P,_,(¢€), Gn)) —x(P,_,(c), ¥n)),
d'ou le résultat, grace a 1'hypothése de récurrence.

Corollaire. Pour n assez grand, hO(PP((:), F(n)) est un poly-

nome en n de degré < r.

En effet, il résulte du Théoréme B que hO(PP((I), F(n)) est égal
a x(Pr((I), F(n)) pour n assez grand.

On tire tout de suite de la Proposition 4:

Proposition 5. Si & est un faisceau analytique cohérent sur Y,

x(Y, F(m; n)) est un polynéme en n (m étant fixé).

Corollaire. Pour n assez grand, hO(Y, F(m; n)) est un polyndme

(I1 serait facile de montrer que ce polyndme est de degré < s =

dim-Y.)
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Nous allons maintenant appliquer la Proposition 5 et son corol-
laire aux faisceaux @

Nous noterons dp la dimension de 1'espace vectoriel des formes
automorphes de poids p; on a évidemment dp = ho(Yy @p). Remarquons que
dO = 1 (toute forme automorphe de poids 0 est constante, comme il résulte
tout de suite du principe du maximum et de la compacité de Y), et que
dp =0 pour p <0 (car s'il y avait une forme automorphe de dimension
< 0 non identiquement nulle, en multipliant une de ses puissances par une
forme automorphe de poids opposé, on trouverait une forme automorphe de
poids ©0 non constante).

Nous poserons Xx(p) = x(Y, Gp). D'aprés le Corollaire au Théoreme
3, ona Xx(p) = dp pour p assez grand. D'aprés la Proposition 5 jointe
au Théoréme 3, X(p+nm) est un polyndéme en n, pour p et m fixés ( m
vérifiant toujours les hypothéses du No. 8). Nous allons préciser ce ré-

sultat:

Théoréme 5. Il existe des polynbmes P,,...,

Py vérifiant les

propriétés suivantes:

a) x(n) = Pi(n) si n =i mod q,

b) Les polynames Pi sont de degré s = dim.Y, et ont méme terme

de plus haut degré an®/st,

c) Le coefficient a est égal é_deg wm(Y)/mS, 9& deg @m(Y) gé—

signe lg_degré de la variété projective ¢m(Y) C Pr((l).
(Pour la signification de 1l'entier q, cf. No. 8.)
L'assertion a) peut encore s'écrire:
s-1

x(n) = a-n%/st + a,-n +oeee +ag,

ou, d'apreés a) et b), les 8ys---, 84 D€ dépendent que de la classe de n
mod q.
On notera que la formule précédente est valable pour tout n (posi-

tif ou négatif); mais pour n assez grand, x(n) est égal & d_; d'ou:
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Corollaire. dn = a-ns/s! + al-ns'l + s+ 4+ a, pour n assez
grand .

Remarques.

1) Pour calculer deg @m(Y) on peut procéder ainsi: on prend s
combinaisons linéaires génériques de F,»..., F,, soient G;,..., G, et on
compte (mod-G) le nombre de points communs aux sous-ensembles Gl = 0,...,
GS = 0 du domaine X.

120 ag dépendent

effectivement de la classe de n mod gq: il suffit de faire des produits

2) Il est facile de donner des exemples ou a

directs d'exemples a 1 variable.

3) Pour s = 2, le Théoréme 5 est Al a Hervé (loc. cit.).

13. Démonstration du Théoréme 5.

Soit m un multiple de q suffisamment grand (cf. No. 8); on a
vu plus haut que X(p+nm) est alors un polyndme en n (dépendant de p);
appliquant ceci pour p = 1,..., m, on voit qu'il existe m polynomes

Plsenes Pm tels que x(n) = Pi(n) si n =i mod m. L'assertion a) du

Théoréme 5 équivaut a dire que P; =Py si 1=jmdq,

Soit m' un autre multiple de g, suffisamment grand, et tel que
pgcd(m, m') = g; nous pouvons recommencer avec m' ce que nous venons de

faire avec m, et il existe donc des polynlmes Pl,. ..,

= Pi(n) si n=1imod m'. Supposons que 1 et 1i' soient congrus mod q;

P& tels que X(n)

puisque pged(m, m') = g, il existe une infinité d'entiers qui sont & la
fois congrus & imodm et a i' mod m'; si n est un tel entier, on a
Pi(n) = x(n) = Pi.(n), ce qui montre que les polyndmes P, et Piv sont
identiques. Si maintenant j = i mod q, on a de méme Pj = Piv, d'ou P, =
Pj’ ce qui acheve de démontrer 1'assertion a).

Montrons maintenant que deux polynomes Pi et Pj ont méme terme de
plus haut degré. Choisissons une forme automorphe f, non identiquement
nulle, et de poids h congru a j — i mod g (une telle forme existe, cf.

Exposé 1). Si g est une forme automorphe de poids n congru & i mod q,
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f+'g sera une forme automorphe de poids n + h Qqui est congru a4 Jmod Q.

D ou dn+h z_dn, ce qui montre gque
Pj(n+h) > P,;(n) pour n assez grand et congru a2 1imod q.

Ceci entralne évidemment (en faisant tendre n vers + «) que le terme de
plus haut degré de P, est inférieur & celui de Pj’ d'ou, en permutant i
et j, 1'égalité de ces termes.

Pour étudier le terme de plus haut degré des polynomes P., on peut
donc se borner au cas ou i =g9. Si m est un miltiple de g vérifiant

les hypothéses du No. 8, on a dnm = Pq(nm) pour n assez grand. Or, on a

le résultat suivant:

Lemme 3. Si n est assez grand, toute forme automorphe de poids

nm est un polyndme en les F..

Démonstration: D'aprés le Théoreme 3, @ _  est isomorphe & @ (m; n).
D nm D 0]

or @O n'est pas autre chose que le faisceau O des germes de fonctions
holomorphes sur Y. Vu que P est un plongement de Y dans PP((:), le
faisceau 0O est un quotient du faisceau O(PP((I)), soit O;. Appliquant
alors le Lemme 2 & Ol-* O, on voit que toute section de @O(m; n) est image
d'une section de Ol(n), sl n est assez grand; cecl signifie exactement que
toute forme automorphe de poids nm est un polyndme homogéne de degré n

en les Fi‘

(Ce raisonnement montre, plus généralement, que la série linéaire
découpée sur une variété normale par les formes de degré n assez grand est
compléte—résultat bien connu.)

Ie Lemme 3 montre que, pour n assez grand, Pq(nm) est égal a la
dimension de 1'espace vectoriel des polynomes homogénes de degré n en les
F.. 8i g désigne 1'idéal homogene de CIX,,..., X} formé des polyndmes
P tels que P(F,,..., F)) =0, et si X, (n) désigne le polyndme caracté-

m
ristique de Hilbert de cet idéal, on a donc:

P (mm) = x (n) pour n assez grand.
q 8
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Or 1'idéal L n'est pas autre chose que 1'idéal de la variété
Qm(Y) C Pr((j); d'aprés un résultat classique (et élémentaire), son terme
de plus haut degré est égal a deg @m(Y)-nS/s!, ce qui achéve de démontrer

les assertions b) et c¢) du Théoréme 5.

14. Compléments divers.

1) On trouvera dans 1'article d'Hervé des résultats analogues aux
précédents, relatifs A des idéaux de fonctions automorphes. Il serait fa-
cile de les retrouver par la méthode suivie ici.

2) Il est possible de déduire le Théoréme 5 de résultats généraux
sur les faisceaux cohérents, qui précisent la Proposition k. On définit
la dimension s, et le degré d d'un faisceau analytique cohérent ¥ sur
PP((:), et 1'on montre (en reprenant la démonstration de la Prop. 4) que
X(Pr((:)’ F(n)) est un polyndme en n dont le terme de plus haut degré
est égal & d-n°/s!.

3) Les faisceaux @p sont en rapport étroit avec certains divi-
seurs de la variété Y. Bornons-nous au cas ou G opére sans points fixes
sur X, de telle sorte que Y soit une variété sans singularités. Si D
est un diviseur sur Y, notons $£(D) 1le faisceau défini ainsi: un élément
de £(D)y, y € Y, est un germe de fonction méromorphe au voisinage de 7y,
soit f, tel que (f) > — D au voisinage de y; le faisceau £(D) est lo-
calement isomorphe & ©, donc en particulier cohérent. Soit d'autre part

1

. - 3 M . . - 3 4
K un diviseur "canonique,'" c'est-a-dire le diviseur d'une forme differen-

tielle méromorphe de degré s sur Y. Le raisonnement de 1'Exposé 4 donne

alors:

Proposition 6. Le faisceau @p est isomorphe au faisceau E£(pK).

D'ou notamment x(k) = x(Y, £(kK)); appliquant alors a la variété
algébrique Y 1les résultats connus sur les x(Y, £(D)), on obtient sur
x(k) des renseignements sensiblement plus précis que ceux donnés par le

L1

Théoréme 5. Par exemple, le 'théoréme de dualité' donne:
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Corollaire. Xx(1-k) = (-1)3x(x) .

En outre, les résultats récents de Hirzebruch permettent d'exprimer
les coefficients du polyndme x(n) & partir des 'classes canoniques' de
la variété Y.

Lorsque 1'on ne suppose plus que G opére sans points fixes, il
faut introduire une notion de '"ramification'" pour les diviseurs de Y, et

1'on peut alors obtenir une proposition analogue a la Proposition 6. Nous

n' insisterons pas la-dessus.

§ITTI. Formes E-automorphes.

15. Sous-ensembles analytiques stables par G.

Revenons aux hypothéses du No. 1: soit X wune variété analytique
complexe de dimension s, et soit G un groupe d'automorphismes de X vé-

rifiant les hypotheéses (I) et (II). Considérons un sous-ensemble analy-

tique E de X, stable par G.

Proposition 7. L'ensemble E/G est un sous-ensemble analytique de

Y = X/G.

La question étant locale, nous pouvons supposer que le groupe G
est fini, et que E est défini par 1'annulation d'un nombre fini de fonc-
tions holomorphes f,,..., f, . Pour tout g € G, soit fig la fonction dé-
finie par:
fig(x) = fi(g'x) 1 <i<k.
Soit r 1'ordre de G; pour chaque indice 1, soient F, ,..., F;¥,
les fonctions symétriques élémentaires des r fonctions fig, g € G. On

a donc:

Ies fonctions FiJ sont invariantes par G, donc peuvent etre con-
sidérées comme des fonctions holomorphes sur Y = X/G. La Proposition 7

est donc une conséquence du lemme suivant:
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Iemme 4. E/G est défini par 1'annulation des fonctions Fij,

1<ic<k, 1 <j<r.
I1 est clair que les FiJ s'annulent sur E; inversement, soit x
€ E tel que FiJ(x) = 0 quels que solent i et j; ces équations en-

tralnent f;(x) =0 pour tout i, d'ol x € E, cqfd.

Corollaire. Le faisceau d'idéaux défini par E/G dans Y est co-

hérent .

16. Formes E-automorphes.

Par une fonction holomorphe sur E nous entendrons une fonction
continue & valeurs complexes sur E gqui peut localement se prolonger en
une fonction holomorphe sur X; c'est donc une section du faisceau quo-
tient du faisceau O(X) par le faisceau d'idéaux ¢(E) défini par E.

Donnons -nous d'autre part un facteur d'automorphie g —>Jg sur X.
Une fonction f, holomorphe éur E, sera dite E-automorphe (relativement

a J, ou encore E-J-automorphe) si elle vérifie la relation
(*) (g x) = Jg(x)-f(x) pour tout x € E.

(Cette notion est due a Hervé.)

On peut également définir le faisceau des germes de formes E-auto-
morphes: si U est un ouvert de Y = X/G, on désigne par @(J; E)U 1l'en-
semble des fonctions holomorphes sur "E N w-l(U) qui vérifient la rela-
tion (*) pour tout x € E n w'l(U); a partir des @Q(J; E)U on définit le
faisceau @(J; E) &4 la maniére habituelle. C'est un faisceau analytique

sur 1l'espace Y, nul en dehors de E/G.

Théoréme 6. Le faisceau analytique G&(J; E) est un faisceau ana-

lytique cohérent sur 1l'espace Y.

Avant de démontrer le Théoréme 6, remarquons que toute forme auto-
morphe vis-a-vis de J (au sens usuel) définit par restriction & E une
forme E-automorphe. D'ou un homomorphisme de faisceaux

o: @®(J)Y — G(J; E)
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I1 est clair que o est un homomorphisme analytique.

Proposition 8. L'homomorphisme o est surjectif.

La question étant locale, nous pouvons supposer G fini, d'ordre
n. Sil'ona f € @q(J; E)y’ y €Y, il existe une fonction fl, holomor-
phe au voisinage de v'l(y), et qui induit f sur E (cela résulte sim-

plement du fait que f est holomorphe sur E). Ia fonction:

L(f)) = S z Jg(X)‘]L £, (g-x)
g€q

s

appartient alors & @(J)y, et induit f sur E, cqfd.

Corollaire 1. Le faisceau @(J; E) est engendré localement par

un nombre fini de ses sections.

En effet, la faisceau @(J) posseéde cette propriété d'apres le
Théoréme 1.

La Proposition 8 a une autre conséquence intéressante: prenons
pour facteur d'automorphie Jg =1 quel que soit g; le faisceau @((J)
est alors le faisceau O des germes de fonctions holomorphes sur Y, et
le faisceau @(J; E) est le faisceau des fonctions holomorphes sur E
qui sont invariantes par G, autrement dit, c'est le faisceau O(E/G) des
germes de fonctions holomorphes sur E/G. Le fait que o: 0O — O(E/G)

soit surjectif signifie alors que le plongement E/G =Y = X/G transforme

le faisceau O(E/G) en le faisceau induit par O sur E/G; en particulier,

puisque E/G est analytique (Prop. 7), on a:

Corollaire 2. ILe faisceau O(E/G) est cohérent sur Y.

17. Démonstration du Théoréme 6 (fin).

Vu le Corollaire 1 de la Proposition 8, il nous reste seulement g

démontrer que les relations entre un certain nombre de sections fl,..., fn

de @(J; E) forment un faisceau cohérent (c'est-a-dire sont engendrées

localement par un nombre fini d'entre elles). Nous suivrons la méme mé-

thode qu'au No. 6.
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Nous supposons que les fonctilons fl,..., fn sont holomorphes dans

un voisinage ouvert d'un point donné x En remplagant X par V(xo), on

o
peut supposer que le groupe G est fini d'ordre r, laisse le point X,

fixe, et que fl,..., fn sont holomorphes dans E tout entier. Nous vou-

lons étudier le faisceau des relations entre les fi au voisinage de Xq -

Soit E = E,U E U "-U Ek la décomposition de E en sous-ensembles

analytiques irréductibles au voisinage de x Soit K 1'ensemble des in-

0"
dices 1, 1< i < k, tels qu'il existe au moins une des fonctions fl,...,

fn qui ne soit pas identiquement nulle sur Ei; il existe des scalaires

8ys+-+5 ap tels que alfl + e+ anfn ne s'annule identiquement sur aucun
des E;, 1€K (il suffit de choisir les a; en dehors d'un nombre fini
de sous-espaces vectoriels de Cn). Posons fo = alfl + e+ anfn; c'est

encore une fonction E-automorphe relativement & J. Soit H 1la fonction

définie par la formle:

H(x) = ] £ (hx)
h € G,h#e
la fonction H est holomorphe sur E, et on vérifie facilement qu'elle est
J'l—automorphe sur E. En outre, sa restriction & E;» 1€k, n'est pas
identiquement nulle; car sinon, il y aurait h € G tel que fo(h-x) soit
identiquement nulle pour Xx € Ei’ d'ou fo identiquement nulle pour Xx €

ht-

E, = Ej’ d'ou f,..., £ identiquement nulles sur Ej’ donc aussi sur
Ei’ contrairement & la definition de K.
Désignons maintenant par gisecvr By les fonctions fl-H,..., fn'H.

Ce sont des fonctions holomorphes sur E et invariantes par G, autrement

dit des sections du faisceau O(E/G).
Toute relation:
(l) hl'fl+ +hn.fn:o’
ou les h; appartiennent a Oy » entralne la relation:
(2) h,-g, + .-+ +h g =o0.
La réciproque est vraie: 1la relation (2) peut en effet s'écrire:

(3) [hy-fy + -+ + hn-fnJ-H = 0.
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D'aprés un résultat connu (cf. Séminaire 51-52, Exposés 14 (page 5)
et 16) la relation (3) entralne que hy«f) + <+ + h -f estnul sur By
pour i € K (tout au moins pour y assez voisin de W(XO)); d'autre part
hy-f, + .-+ + h -f est évidemment nul sur E; si i ¢ K. Donc (3) =>
(1), ce qui montre bien que (1) et (2) sont équivalents.

Mais, d'apres le Corollaire 2 & la Proposition 8, le faisceau
O(E/G) est cohérent. Donc le faisceau des relations entre les g5 est co-
hérent, et comme nous venons de voir qu'il coincide avec le faisceau des

relations entre les fi’ la démonstration du Théoréme 6 est achevée.

18. Application au cas d'un domaine borné.

Faisons maintenant sur X, G, J les hypothéses du No. 8: X est un
domaine borné de CS, Y = X/G est compact, Jg est le jacobien en x de
1'automorphisme x — g-x.

k

Nous noterons Gk(E) le faisceau @Q(J ; E).

Théoreme 7. Le faisceau @p(E)(m; n) est isomorphe é Q@

Ce théoréme se démontre exactement comme le Théoréme 3.

Corollaire. Toute forme E-automorphe de poids assez grand est la

restriction & E d'une forme automorphe sur X.

Appliquant le Lemme 2 3 1'homomorphisme surjectif @p-ﬂ>6p(E), on
voit que HO(Y, @p(m; n)) —*Hp(Y5 Qp(E)(m; n)) = HO(E, @p(E)(m; n)) est
surjectif pour n assez grand. Compte tenu des Théordmes 3 et 7 (et d'une

prm)

HO(E, @p+mn(E)) est surjectif pour n assez grand, d'ou le corollaire.

relation de commutation évidente), ceci signifie que HO(Y, Q

Note. Ie résultat précédent avait été obtenu par Hervé (Comptes Rendus,

234, 1952, p. 41-43) lorsque X est le produit direct de deux disques et

que E vérifie certaines hypothéses particuliéres.



