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Séminaire H. CART4N, E.N.S., 1956/57. 4-01
Exposé n° 4

THEORIE DES FIBFES PRINCIPAUX,
par Henri CARTAN

Erratum & 1'Exposé 3.

Page 3-05, ligne 6 du bas, au lieu de £ - H
page 3-05, ligne 5 du bas, au lieude q £ -1, lire qp -1 3
page 3-05, ligne 2 du bas, au lieu de p < 1 7 -1,

NuB. = Ce qui suit est la rédaction d'un exposé qui n'a pas plus éu lieu que
I'prOSé n® 3,

1. Relévements dans les fibrés.

IEFINITION, - Soit p : X —3B un fibré au sens de Kan (cf. Exp. 1, p. 1-08 ;
désormais nous dirons simplement "fibré"). Une application f ¢t B-—~X s'appelle
un relévement si elle satisfait aux conditions suivantes

(1) P P =identité, s;p =ps; , & P =pdy,y pour 130
( on ne suppose donc pas que dof = f’do).

PROPOSITION 1, = Si p ¢ X —»B gst fibré, et si B est connexe, il existe des
relévements. D'une facon préeise, soit B! un sous-cnsemble simplicial de B ,61 sait

donné un relévement {a': B! --)p—l (B') ; alors il existe un relévement f : B— X

{

qui prolonge r 0

La premiére partis de eet énoncé avait été affirmée sans démonstration,dans un
cas particulier,au bas de la page 10 de 1'Expnsé 1 ; nous allons ici faire une
démonstration compléte.

Tout d'abord, l'application p est surjective sur les éléments de dimension O
(on suppose, bien entendu, que X n'est pas vide) : cela résukte de la condition
de Kan (Exposé 1, p. 1-08) appliquée aux éléments de dimension n =1 . Cela étant

on va prouver par récurrencé sur n , l'assertion suivante :

(R) Il existe pour chaque dimension q £ n , une application ¢ B —X
o ’ ’ PP 5%
qui prolongs ()’ , 6t satisfait &
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qg<£n,
ib=din pour i 3»1, bC-:Bq, 1 £q 4&n
b o, bqu, q AN

(2)

Ltagsertion (RO) est vraie, puisque p ¢ XO -ﬁBo est surjective. Supposons
qu'on ait prouvé (Rn) , et démontrons (Rn+l) « I1 s'agit de définir ‘Db pour
b e Bn +1
on va distinguer deux cas, suivant que b est dégénéré ou ne l'est pas.

+51 be B;1+1 s On pose fb = f’b . Supposons désormais quc b & Br'1+l H

PREMIER CAS, - b & Bn+1 est dégénéré. On a donc b = 85

1l'on veut satisfaire & la derniérc condition (2), il faut poser ‘ob =8y Py . Ceci

¥y 4 avec yEBn « S1

définira bien Pb , si 1'on prouve que la relation s, y =8 i@ (y , 2 €B))

entrafne s, Py=sy f z . Montrons=le : si 1 =], on trouve (en appliquant
h - 3 - . - [P - R

di a la relation Sy ¥ =8 z) que ¥y = 2 s, d'ou Ss fy Sg {3 z . Supposons

donec i < j 3 de 8; ¥ = éj z on déduit ‘

z:dj+1siy=sidjy,
d'ou
8, y=s8,2=8,8,d,y=8,5s,,4d, 7.
1975 I IR B B U I

Appliquons di aux deux membres de la relation 8,V =8y Sj—l dj ¥y 3 il vient
(3) y =85 47

= = = ) = ‘ d
Alors sjfz ijsidjy Sjsifdjy siaj_lfdjy Sifsj-l jy,et

ceci, compte tenu de (3), est égal & s, Py
1 C.Q.F.D,

DEUXIEME CAS., - b € Bn 41 D'est pas dégénéré. Alors, d'aprés lg condition de
Kan, il existe un x €X ,4 satisfaisant &

(4) px =b , dix=f>dib pour i » 1 .,
En offet, il suffit de vérifier que ces données sont consistantes, c'est-d-dire que
i
q, (P 45 ) =_dj_1( P d;b) pour 1£i4j.
Or cela résulte aussitt des relations (2),

Ppd b=d b,

Choisissons un x satisfaisant & (4) ; on posera pb=x.

étant ainsi défini sur les éléments b.e Bn +1

relations (2) (ot n serait remplacé par n + 1) sont remplies. Si b € B' , elles

» 11 reste & vérifier que les
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le sont puisque ‘J' est un relévement. Supposons donc que b (fB’ 3 si b= 8; ¥
(reB),ona
Ppb=ps, Py=s8;p Py=s8;,7y=b;
si b n'est pas dégénéré, la relation p P b =b est vraie par construction.
Soit & vérifier maintenant que £ di b= di k» b pour b € Bn+1 sy 121 ;581
b= Sj z 5, On a bien fdi Sj z = di Sj f)z (distinguer 3 cas, suivant que i ¢ j ,
i=j ou j+1, i>j+1y; enfin, s1 b n'est pas dégénéré, la relation
"J d; b=d, f b est vrrie par construction {pour i 2 1). Enfin on a bien

i
5’ 8y b= 85 \» b pour 120, b éBn y par construction.

2+ Morphismes de fibrés principaux.

Pour la définiticn d'un fibré principal de groupe G , voir exposé 1 (pages 1-09

et 1-10) ; voir aussi 1a proposition 2 de 1'Exposé 1, p. 1-10, qui affirme qu'un
"tel "fibré" est fibré au sens de Kan.

Soient donnés deux fibrés principaux X et X' de méme groupe G ; appelons mor=
phisme de X dens X' +toute application simpliciale f ¢ X =3 X' qui commute
aux opérations de G ; alors f induit une applicatiori simpliciale g ¢ B —B!
des bases -B = X/G ot B! =X'/G .

Fibré induite = Soit X' wun fibré principel de groupe G , de base B' ; notons

p' la projcction X' —3 B' . Soit donnée une application simpliciale g ¢ B —3B'.
Une telle g définit un fibré induit (ou image réciproque) X de base B , de

groupe G : les n-simplexes de X sont les couples (b s x') ,ou b éBn et

x' € Xr'1 sont tels que g(b) = p'(x') ; les opérateurs de face et de dégénéresoence
dans X sont définis par di(b , X') = (di b, d, x') , Si(b y X') = (Si b, sy x') .
Lss opérations de G dans X sont définies par

ge(b , x') = (b, gx') pour g €G beB , x'eXl.

I1 est clair que B s'identifie & X/G . L'application (b , x') —yx' définit
un morphisme f : X —3X! s qui par passage aux quotients redonne l'application
g: B-—>B', '

PROPOSITION 2. =~ Soit f ¢ X «3 X' un morphisme de fibrés principaux de groupe

G, de bases B et B' ; soit g : B —3B' 1l'application induite par f . Soit

Y le fibré induit par l'application g (Y est donc un fibré principal de base B).

Ny

Alors 1'application f se foctorise d'une seule manidre en X —49 ¥ —3 X! s OU

\‘9 est un morphisme ; de plus, jo st un isomorphisme.

¢



404

lia premiére assertion est évidente : \,? applique nécessairement x dans le couple

(p(x) , £(x)) « Pour prouver que ainsi définie est un isomorphisme, on définit
un morphisme, \\i : Y —X comme suit : pour chaque couple (b, x') €Y, il
existe un unique élément x €X tel que p(x) =b, g(x) = x* (car il existe

un x, tel que p(xl) =D ; alors p'glx) = p'(x') , donc il existe un unique

s €G tel que sg(x) =x', c'est-a-dire g(sx;) = x' ; on a donc nécessairement
X = sxl). Par définition, uTx transforme (b , x') dans cet élément x o Il est
immédiat que \{l est un morphisme, et que les composés \ﬂ)ox.}: et Yo © sont

les applications identiques. Ceci achéve la démonstration.

Soient maintenant X et X! deux fibrés principaux de groupe G , de bases
B et B! . Notons X Xa X' le quotient de X x X' par le groupe G opérant
comme suit : s(x , xt) = {sx , sx'), s &€G. Définissons une application
simpliciale de X x, X' sur B x B! , en envoyant la classe d'équivalence de
(x, x') dans (p(x), p'(x')) .

PROPOSITION 3, = L'application X Xq Xt —3B x B! est fibrée au sens de Han.

DIMONSTRATION, — Soient donnés b & Bn et b!' e Bll1 , et soit k un entier tel
que 0% k< n . Soient donnés, pour chaque entier i telque 0S1ign et
14k, des éléments x; € X ; ot xj € X!, tels que

(5) pxi=dib,px_{=dib’,
et
(6) : di(xj ,x&):dj_l(xi,xi) pour 143 (@A£k, j#k),

ot (x, , x!) et (xiA, x:'L) désignent des classes d'équivalence dans X x5 X' ;
autrement dit, (6) équivaut & 1l'existence d'un élément tij €G, o tel que

6! = 1 = 1) .
(61) 4y x5 = by (dj_'1 x), 4 xi = by (dj__l x!)

Pour prouver la condition de Kan, on doit trouver Xx C'Xn et x' e X;l tels que
(7) px=b, p'x'=Db', di(x,x')=(xi,x:.{) pour 1 #k .

Choisissons y € Xn et y'e Xr'l' tels que py =b, py'=D>b'. Puisque
p'di T=PX il existe un u; e Gn-l tel que di y=u X o et de méme un
| J—
uf & Gn-l tel que di vyt = u_,’L x_,'L .

Ecrivons que, pour i <j (1 #k, j#k),ona

8 (ay ) = a5, (d; ), a(ay y1) = a5, (d ¥t
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I1 vient

(d; u;)(a; %) = (d;4 w)a %), (G u RICH x1) = (d 4 i)(dj )

1

d'ol, compte tenu de (6') ,

- u! !
(4, U )tij =4, (g, J)tlJ iy

et par suite
' -1
l -
dl(uJ u. ) d.] 1( i i ) L
Puisquiun groupe simplicial G est un complexe de Kan, il s'ensuit d'existence
d'un w g Gn tel que
| (di w)ui =u, pour tout i £k .
Posons alors x =y, x'=wy' . Ona
- 2l - ] y
dix..uixi, dix u, xj pour tout i;ék,
ce qui entratne que di(x , X') = (xi ’ x:!L) . Ainsi x et x' satisfont aux

relations (7), et la proposition est démontrée.

Soient & nouveau deux fibrés principaux X et X' de m8me groupe G , de bases
B et B' . Soit donnée une application simpliciale g ¢ B = B! , et cherchons
s'il existe un morphisme f : X —>X!' compatible avec G . Désignons par
5 ¢t B-—B x B' 1'application simpliciale définie par

X(b) = (b ’ g(b)) .

PROPOSITION 4, = Les morphismes f : X — X' compatibles avec g (s'il en
existe) sont en correspondance biunivoque avec les epplications simpliciales

? B—X x, X' qui "reldvent" , cl'est=i-dire telles que le composé de
¢ &t de la projection Ts: Xxg Xt —B xB' soit égal a N .

On va expliciter cette correspondance. Soit f wune application simpliciale

X = X' compatible avec g ; l'application x = (x , f(x)) induit, par passage
aux quotients par G , une application simpliciale \? ¢t B=—X xo X' qui, suivie
de Y , donne b -3 (b, g(b)) , c'est-a-dire que f reléve X . Réciproquement,
soit \f : B=>X x, X' une application simpliciale qui reléve X ;i xeX,
1'élément ‘fpx € X xo X! est dans la classe d'un unique élément de X x X' de
la forme (x , x') ; 1l'application X —3x' est un morphisme X —¥X' compatible
avee g o On vérifie aussit8t que les deux correspondances qu'on vient de' définir
sont réciproques l'une de l'autre, ce qui achéve la démonstration.
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THEORRME 1. - [\, désignant 1'ensemble {o , 1} pourvu de sa structure d'en-
semble simplicial (cf. Exposés 1 et 3), tout fibré principal de groupe G , de&

base Al x B, est isomorphe & un fibré principal dé la forme Al xX (ou X

est fibré principal de groupe G et de base B, le groupe G opérant triviale-
ment dans Al).

DEIMONSTRATION. ~ L'application SO : AO —_ Al (cf+ Exposé 3, pe 3-01) iden-
tifie B & un sous-ensemble simplicial de Al x B ., Soit Y un fibré principal
de groupe G , de bass [\, x B ; soit X le fibré induit eu-dessus ds B . On
va définir un isomorphisme de Al x X sur Y, ce qui établira le théoreme.

D'aprés la proposition 2, il suffit de définir un morphisme Al x X =2Y qui
induise sur la base commune Al x B l'application identique.

Soit Z=(A1XX) XGY=A1 x (X x, T) , de base Alexl.‘sl x B ; soit
\6 e /_\1 x B --9-~A1 x B x Al x B 1'application diagonale. D'aprés la proposi-
tion 4 , il suffit de chercher une application simpliciale

¥ [\ xB—72
qui reléve l'application diagonale \4 , 6t induise sur B un relévement donné
de 1l'application diagonale B —»B x B (3 savoir le relévement qui correspond &
1'injection du fibré X dans le fibré Y). Le relévement cherché est ainsi assu-
jetti & deux conditions 3 ar le théoréme 1 de 1l'exposé 3 (page 5) affirme 1l'exis=—
tence d'un tel relévement : voir notamment les explications données au début de

la démonstration du théoréme 1 de 1l'exposé 3, et les appliquer kci dans le cas ou
n= 1 .

Ainsi le théoréme 1 est établi.

COROLLAIRE, = Soit X' wun fibré principal de groupe G , de base B' ; si deux

applications simpliciales .B --yB' sont homotopes (au sens simplicial, bien en-

tendu), les fibrés induits au-dessus de B sont isomorphes (comme fibrés princi-

paux de groupe G).

3. Fonctions tordantes.

Soit X un fibré principal de groupe G , de base B . Tout relévement
F t B-~X (et on sait qu'il en existe j; cf. proposition 1) définit un isomor=-
phisme de X sur un "produit tordu" G x, B (cfe Exposé 1, p. 1-11). La "foncw
tion tordante" T , qui envoie Bn+1 dans Gn , est définie en fonction de f)

par la formule
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(8) dorb=(’c’ b)(fdob) pour tout b €B .

Elle satisfait aux relations (cf. Exposé 1, p. 1-11)

— 14 3 ’ Id 2
Ts, b=1, pour bE B (1n désigne 1'é1ément neutre de Gn)’
53T =Tsy,, pour 130,

(9) N
4, T = Ld,,, pour i1,

4, T b=(Tq b)(Td n)* .

Réciproquement, toute "fonction tordante" T (satisfaisant aux relations (9))
définit un produit tordu G X B , dans lequel l'opérateur de face dj est
donné par la formule

(10) d (s, ) = ((d s)(®b),d b) pur seG, beB.

Et puisque le produit tordu G Xy B est, au pbint de vue ensembliste, un pro-

duit G x B, tout produit tordu posséde un relévement canonique, & savoir celui

qui envoie be& B dans @, , b)

Tout morphisme £ 3 X —2X' {ou X et X' sont fibrés principaux de méme
groupe G , dec bases B et B') et tout relévement ?' B! — X' définissent
un unique relevement f”B"’X tel que f soit compatible avec P et \3’ (1.6 ¢
? g= f s g désignant 1l'application B == B' induite par f) s les fonctions .
tordantes ¥ et %' correspondantes sont liées par la relation

4. Le fibré universel et le classifiant d'un groupe G .

Rappelons que la construction W d'Eilenberg-tackane associe fonctoriellement
& un groupe simplicial G un fibré principal W(G) , de base W(G) , qui s'éerit
canoniquement corme un produit tordu G x4 W(c) , avec une fonction tordante

bw(G) (Voir Séminaire CARTAN, t. 7,1954/55, Exposés 12 et 13). Rappelons
les faits suivants : W(G) est un fibré principal X , de base B = W(G) , muni
d'un relévement (J t B——X, et satisfaisant aux deux conditions suivantes 3

(1) B, possédd un seul élément b,

(11) pour tout entier n 3» O, l'application doF :
bijections '

Ces deux conditions déterminent entidrement  W(G) (comme Ffibré principal muni

n+1 --9X est une

d'un relévement), au moins & un isomorphisme prés. (Voir ci-dessous la remarque qui
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‘sult le théoréme 2 bisy. En fait, on explicite W(G) comme suit : au point de

vue ensembliste,

Wn(G) =G xG

' n“l X s20e¢ X GO = Gn X Wn(G) »

aveo
W(G):G g X eeex G pour m 21, W(G):{‘bk.

P : W (G) — W, (G) est l'epplication b =3 (1 , b) » On notera p la projec-
tion de W (G) = G x W (G) sur son second facteur W (G) « Pour éviter des con=
fusions, notons A la bi,)ection W , (@) - @) Alors ® est 1l'application
composée de A 1(G) — W (G) et de la projection de W (G) =G x v (G)

sur son prenmisr facteur Gn . Si on connait déja les operateurs di ‘ct si sur
W‘n(e) , on en-déduit d, et s; sur W (G) en posant, pour x €G, , ¥ c—:ﬁ'n(G) :

Sd (x5 y) = (4, 2)(® ¥) , 4, ¥)
1+1(X ’ y) = ( 141 X, di"'l Y)
\si(x , ¥) = (s:.L X, 8 y) .

Une fois connus les d; ot les s, sur wn(G) , on les définit sur Wn+l (G) par
les formules
=pA  (n22)
A Ay = di?\ (n>2)
A s;=f (20)
/\si+1=siA n21).

(12)

Ainsi les d, et les s, (sur Wn(G) et sur W;(G)) sont déterminés par récure
rence sur n , & partir de ceux de WO(G) = G« Il est utile de remarquer si

G est le produit Gr1 x G2 de deux groupes simpliciaux, on a un isqmorphisme ca~=
nonique w(c1 x Gz) r,gw(el) x W(GZ) .

Nous allons prouver le résultat fondamental que voici

/A '
THEOREME 2 -~ Soit X wun fibré principal de groupe G , ds base' B , muni d'un

relévement f ¢+ B—>X .1l existe un morphisme ot un geul X —>W(G) , compatible

avec le relévement f et avec le relévement canonique de W(G) .

On va méme montrer un résultat plus général. Introduisons la catégorie C
suivante ¢ un objet (X, B, p,".-> y G) est défini par la donnée de deux ensembles
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simpliciaux X et B, d'un groupc simplicial G qui opére & gauche dans X
(i.e ¢ on a une application simpliciale G x X =3 X qui satisfait aux axiomes
habituels pour les opérations d'un groupe); p est une application simpliciale
X =3B qul satisfait a

p(sex) = p(x) pour s €G, x £X 3

f est une application B =X (qui conserve les dimensions) telle que p f) soit
1'identité, et (3 commte avec les d; (1 21) et les 8y (1 30) . Dans 1a
catégoric (¥, un morphisme (X, B, p, 0 G) = (X' , B* , p', ‘a', G') est
un systéme (f , g , h) de trois applications simpliciales f 3 X = X!,
hs B--B", gt G-—>G', telles que g soit un homomorphismc de groupes
simpliciaux, st que

f(s.x) = (gs).(fx) , p'f =hp, £ = e'h .

La composition des morphismes est définie par la composition des applications

Observons que la catégorie des fibrés principaux avec rclévement s'identifie &
une sous=-catégorie de C : celle formée des objets tels que la relation
p(x) = p(y) entratne llexistence d'un unique s € G tel que ¥y = S«X » On va
considérer une autre sous-catégorie : celle des objets spéciaux ; on dira qu'un
objet (X, B, p, P s G) est spécial s'il satisfait aux conditions (i) et (ii)
énoncées ci-dessus pour W(G) .

Soit (X ,B,p,pP , G) un objet spécial ; notons S 1la bijection X, —B .
réciproque de de Des relations

Sd4, =4,,, S, S8, =s;

_ i 141 i i+l
. on déduiit qus S est un opérateur d'homotopie dans X , dont 1l'homologle est
donc triviale (dans ceei le groupe G 'ne Jjoue d'ailleurs aucun r8lec).

S, d S=p, SP =85 (cfe(12)) ,

Cela dit, le théoréme 2 ci-dessus est évidemment un cas particulier du suivant

THE’ORIEME 2 biss = Soient donnés un fibré principal avec relévement
X,B,p, e G) , et un objet spécial (X' , B', p', F" G') « Soit de plus
. donné un homomorphisme g : G — G' de groupes simplicisuxe Alors il existe un
morphisme (f , g , h) de (X,B,p,‘s,G) dans (X', B', p', P" Gt)
compatible avec g , et un tel morphisme est unique.

/
DEMONSTRATION, - On notera d; et s, 1les opérateurs de face et de dégénéres=~ -
cence de X' , comme ceux de¢ X ; on notera S' 1la bijection réciproque de dO f' .
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Pour détermincr f ¢ X — X' , il suffit de comnaftrc h : B - B' , car alors
¢
(13) fn(s.( P b)) = (gn s).( 9 h b) pour s €eG , DeB .

(On note f, » & » b, 1la restriction des applications f, g, h aux é1énents de
dimension n)e Pour que les £ définies par (13) soient compatibles avec les

d; et les s , il faut et il suffit que les h, le soient, et que

) = N ! >1 .
dofhnb-(gb_ll,b).(fdohnb) pour b€B , n >1
En introduisant S!' , ceci s'éerit
4 .
(14) h b=8"((g_; Tb)e(P'h _, d b).

Or la relation (14) détcrmine h , par récurrence sur n, & partirde n=0;
pour n=0, h ostuniqus, puisque B! a un seul é1énent b! par hypothése e
I1 reste & verifier que les h définis par récurrence par le formule (14) sont

bien compatibles avec les d, et les 8y Ceci revient & vérifier

(15) A : h s, =s B ,, d h =h ,d pour n3 1.

Pour cela, on ticndra compte des relations

(16) S'd; =d;,, 8", S's; =8

ainsi que des relations (9).

i+1 S‘ ’ do S' -_-p' ’ S] ?'zso

Commengons par la prewidre dss relations (15) ;

hs.b.-S((gn sb)(f h 4 s, b))

=S'?hn_1b=soh b s

n-1
ety pour n 22,

h 8,4 b =S'((gn'lft} 8541 b).(?’ by d 8 b))

=8'((s; gy, ¥ b)elsy P'h,_, d b))

=818, ((g, o ¥0)e(9'hy 5 d b)) =8, h 4D

Quant aux relations (15) qui concernent d; 5 elles sont triviales pour n =1
(puisque B! & un seul élément) ; supposons donc n > 2 ¢

dhb:p((gnlbb)(f nel ob)) »,

O

— ! 3
Qg By =gy ST, 40 =S4 £ o? ;

par récurrence, on a déja d. fn-l fn_‘2 di s d'ol
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Ceci achéve la démonstration du théordme 2 bis, et par conséquent celle du théo-
réme 2 .

REMARQUE. ~ Deux fibrés principaux avec relévement qui satisfont & (1) et (ii)
et ont le m8me groupe G sont canoniquement isomorphes, comme le montre une double
application du théoréme 2 bis. Geci exprime précisément 1'unicité (& un isomorphis-
me prés) de W(G) pour un G donné.

5, Classification des fibrés principaux de base donnée B et de groupe donné G .

PROPOSITION 5, - Soient donnés B et G . A chaque application simpliciale
h: B->W(G) associons la fonction tordante B —)G , composée de h et de
. (G) ¢+ W(G) = G . Ceci définit une bijection ® de 1'ensemble Hem (B , W(G))
sur 1'ensemble des fonctions tordantes B — G .« ' :

En effet, on va définir une application \[’ ‘de 1l'ensemble des fonctions tordantes
B~ G dans Homo(B , W(G)) , cemme suit 3 & chague produit tordu G x, B on
assecie l'unique morphiisme G x4 B =V (G) défini au théoréme 2, ce qui induit
une application simpliciale B —>W(G) . Il est immédiat que P ¥ est 1'appli-
cation identique de 1l'ensemble des fonctions tordantes, et que :\E' ‘1" est 1l'appli-
cation identique de Hem (B, W(G)) . Done & est une bijection.

PROPOSITION 6. - Soit X un fibré principal de groupe G , de base B , et soit
B! un sous-ensemble simplicial de B . Soit X' le fibré induit par X au-dessus

gg_ B! ; alors tout morphisme X! —~>W(G) peut se prolonger en un morphisms

X —W(G) (11 s'agit de morphisme de fibrés principaux, sans autre structure).

En effet, la dcnnée d'un morphisme f£' : X! —>»W(G) détermine un relévement
f’ : B! — X' cempatible avec le reldvement canonique de W(G) o Ce relévement
peut se prolonger en un relévement : B-——X, d'aprés la propositien 1. Or
¢ définit (théoréme 2) un morphisme f ¢ X = W(G) compatible avec [ 5en

vertu de l'uniecité, f prolonge f' .

THI?’,OI;EME 3, - Tout fibré principal X de base B, de groupe G , est isomor—
phe & un fibré induit par une application simpliciale convenable h : B —3 w(G) .
Pour que deux applications h et h! définissent des fibrés isomorphes, il
faut et il suffit gue h et h' soient homotepes. |
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DP?.’IviONSTRATION. ~ Choisissons un relévement P: B=>X , ce qui est possible
(proposition 1)« D'aprés le théordme 2, définit un morphisme X —3W(G) ,
lequel induit une application simpliciale h: B—>W(G) . Alors X est isomorphs
au fibré induit par l'application h (proposition 2).

S4 h et h' sont homotopes, les fibrés induits sont isemprphes (corollairs
au théoréme 1). Béciproquement, supposins que les fibrés induits par deux appli-
cations h, h' s B —» W(G) soient isomorphes 3 cela signifie qu'il existe un
fibré principal X , de groupe G, de base B, et deux morphismes
£f,f1: X —>W(G) qui, par passage aux quotients, donnent naissance 3 h et
h' . Considérons le fibré principal Al x X (comme dans le théoreme 1) ; les
applications .Qo et 81 : Ao - Al (cf. Exposé 3, bas de la page 3=01)
définissent deux injections ’\o et A, de X dans Al x X . La réunion des
images de A et A, est un sous-fibré Y de .Al «xX3 £ et f' définis~
sent un morphisme du sous-fibré Y dans W(G) « D'apres la proposition 6 , ce
morphisme peut se prolonger en un morphisme Al x X =W (G) 3 ce dernier induit une
application simpliciale des bases & L\l x B —3W(G) , qui prolonge h et h' .
Done h et h' sont homotopese

COROLLAIRE, = Pour que deux fonctions tordantes L == G définissent des fibrés
isomorphes, 1l faut et il suffit que les applications correspondantes B - W(G)

soient hametopes.

Lo theortme 3 montre que W(G) joue le r8le de £ibré universel prur lesfibrés princi-
paux de groups G , et W(G) 1e rble de classifiant pour ces fibrés. La donnée
dtun fibré principal X de base B et de groupe G définit donc sans ambigiii té
un homomorphisme des groupes de cohomologie

E* (@) — 1 (@) ,

quel que soit le groupe de coefficients. Si on prend les coefficients dans un anneau,
on obtient un homemorphisme des algébres de cohomologie 3 son image stappelle la

sous-algdbre caractéristique du fibré X ; c'est une sous-algebre de 1talgébre de -

cohomologie u*(8) .

EXEMPIE, - Si G est le complexe singulier du groupe O(n) , les coefficients
‘tant los entiers modulo 2 , on obtient lss classes de Stiefel-Whitney ; si G
est le complexe singulier du groupe U(n) , les coefficients étant entiers, on
ebtient les classes de Chern ; etce




