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Séminaire H, CARTAN, E.N.S., 1956/57
Exposé n° 7
LES SINGULARITES DES APPLICATIONS DIFFERENTIABLES

(Bxposés de A. HAEFLIGER, los 13.5.1957 ot 24.5.1957)

Le but de cet exposé est de reformuler dans la terminologie des "jets" de
C. Ehresmann lcs bases de la théoris des singularités des applications différen—
tiables développée pér Ho WHITNEY et R. THOM. Ce langage nous.a paru bien adapté
pour préciser les définitions et les problémes et pour dégager leurs caractéres
invariants par les changements de coordonnées. Ce premier exposé ne contient & peu
prés que des définitions destindes 2 énoncer le lemme de Thom st la conjecturs
féndamentale de la théorie (WHITNEY-THOM). L'exposé suivant sera consacré a la

question de l'invariance homgdogique des cycles critiques.

On so reportera pour les exemples & [2] oY 7] .

l. =~ Rappel de quelques définitions.

. - Nous rpppollerons ici briévemcnt quelques notationa ot définitions de la-
théorie des. jets de C. Ehresmann. Pour plus de détails, voir [1] .

Application r-différentiable signifiera application différentiable de classe
r . L'espace numérique de dimension n sera désigné par .

Dans 1l'ensemble des applications locales pointées et r-différentiables de
R® dans R° (c'est-a-dire l'ensemble des couples (f , X) formés d'une applica=
tion r-différentiable f d'un ouvert U de K  dans R® et d'un point x €TU),
nous dirons que le couple (f , x) est équivalent au couple (f' , x') si et
seulement si x = X' et si les dérivées partielles d'ordre «r de f et f!
auipOint-x sont égales. La classe d'équivalence du couple (£ ,.x) sera appelée

lo jet d'ordre r de f au point x et sera notée £ (x) (au lisu de j;f).
Le point x sera la source du jet £ (x) et f£(x) son bét. Si 7 et VP sont
des variétés r-différentiables, on a également la notion de jet d'ordre r en
un point x de v dune application r-différsntiable locale de V° dans VP .

L'ensemble JT(R" R RP) des jets d'owdre r (des applications r-différen-
tiables) de R® dans R’ est muni d'une structure topologique qui en fait une
variété homéomorphe & un espace numérique : les coordonnées d'un jet £F(x) sont
les valeurs des coordonnées de sa source x et de son but et des dérivées par-

tiglles jusqu'a l'ordre r de f au point x . L'espace des jets d'ordre r de
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RE® dens R° de source et but les origines de B et RP resp. sera désigné per
T
La,p .« U'espace J (Rp BP) est canoniquement isomorphe au produit

RaxRpr o
n,p

Ia loi de composition particllement définiec entre les applications locales
pointées de R° dans R° et R° dans R® définit par passage aux quotients
une loi de composition partiellemcnt définic entro J (K , BP) et J (R’ , ®%)
et continue. Le composé YX de X é-Jr(Rp , HP) et Y.€ Jr(RP., B*) cat défini
silc source dc Y est le but de X .

L'ensemble des jets d'ordre r inversibles de RF dans RF de so>urce et

but l'origine forme un groups algébrique noté L o Le groupe produit Lr x I;
agit comne groupe de transformations algébrique de Ln ,p ¢ 1e transformé d'un

élément X G'Lh p par le couple (2 , 2') € Lr x Li sera l'elemsnt Z3X2" -l .
. )

'Toutes les notions précédentes se généralisent immédiatement si l'on remplace
B et R par des variétés r~différentiables v et VP’ (de dimension n et
. p resps). L'espace 7 ’ vP) des jets d'ordre r de vV dans VP est muni
d'une structure de variété ; l'application qui fait correspondre & tout élément
de Jr(Vn ’ Vp) le couple formé de sa source et de son but est la projection d'une
fibration de base V© x VP , de fibre L;’p et de groupe structural yz X L; .

Toute application r-différentiable f de V" dans VP se prolonge en

une application f* de vV Gans I (VW , Vv?) qui fait correspondre & tout point
x do V* 1e jet dlordre r £ (x) do f eou point x .

Un jet X € IF(W , ) sora dit Squivalent 3 un jet X' € I (V" , V1P)
(et on éerira X~ X') s'il existe des jets inversibles 2, e JF (" ’ V'n) et
7, € IF(WP° v'p) tels que X' = X2 . In particulier, deux jets X et X!

appartenant a L p seront équivalents si et seulement s'il existe un é1ément
’

du groupe Ln x L; appliquant X sur X' .

Remarquons enfin que l'espace Jr+k(Vn , VP) s'identific & une sous—variété
de 1l'espace des jets dlordre k de vV gans JE(V , v?) . C'est une conséquence
directe du fait que les dérdvdes. particlles d'ordre €r + k d'une application
r + k-différentiable deé R° dans R° sont les dérivées partielles dlordre <k

- des dérivées partielles d'ordre £r de f .

2; - Le lemme de Thome

La notion d'epplication transversale sur une sous=variété.




7-03

Une sous-variété r-différentiable S de codimension q d'une variété

r-différentiable VP ost un sous-ensemble S de Vo tel que, pour chaque point

y de .S , il existe un voisinage U . de y et une application r-différentiable
de Uy sur Rlde:rang q ettells que U NS soit 1'image réeiproque par
%Y de 1l'origine O de R? .

Une application différentiable f d'une variété différentiable V- dans VP
sera dite transversale sur la sous-variété S au point x de Vsl ou

10 £(x) ¢.S , Ou

20 f(x) €S et 1l'image par £ de l'espace tangent & vV oau point x et l'espace
tangent & S au point f(x) engendrent l'espace tangent & V¥ au point - £(x) = Y e
' Cela revient adire que g o f est une applicetion différentiable de rang q au-peint
X o C'est une propriété concernant le jet du premier ordre de f au point x .

Si f est transversale sur S en tout point de V°© , alors £ (s) est une
. sous=variété r-différentiable de V (en supposant by r—differentiable) de
codimension q « En offet, dans £ (U ), £ (s) est définie par g © £=0.

Une collection de sous-variétés r-différentiables dans Vp -gst une réuniomn
S=8uU Sy, U eee yS ~d'un nombre fini (< p) ds sous—variétés r-différentia-
bles disjointes de VP : 8, , 8,5, eev S telles que :

19 dimension Sk> dimsnsion Sk )
20 Sk U Sk"‘l U ese Usm soit femé dans Vp (k =1 Iy 2 cee m) . LGS pOin‘bS
de S, seront les points réguliers de S .

Une application r-différentiable f de V' dans V® est transversale en
un point x de V® sur la collection de variétés S , si f est transversale
au point x sur la sous-variété Sk de la décomposition de S contenant f(x) .
Si f est transversale sur S en tout point de Vr1 , f- (8) est une collection
de variétés r-différentiables dans V- 3 £ (s) = £~ (S YU eee VU e (S ) .

Touts variété algébrique peut s'exprimer (en général de plusieurs maniéres)
comme une collection de veriétés partielles (cf. [8]).

L(R" ’ R , q) désignera l'espace fonctionnel des applications - =différen—
tisbles de K dans R° muni de la topologie définie par 1'écart sur les dérivées
partielles d'ordre & q sur les compacts de .

Enoncé du lémme de Thom ¢ Soit S une sous-variété s-différentiable fermée de
I, B’) (s2n) . Les applications q-différentiables (q > r + n) de K
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dans RP telles que le prolongement ff d'ordre r de f soit transversal sur
S en tout point d'un compact de R forment un ouvert partout dense de

L(Rn:Rp:Q)-

Pour la demonstration, voir [3] .

REMARQUES, - Comme L(Rp ’ RP , q) est un espace de Baire, les applications
g~-différentiables qul ne sont pas trensversales sur S en au moins un point de

R® forment un sous-ensemble dont le complémentzire est partout dense dans

L(Rn ’ RP s Q) ; autrement dit, toute application r-différentiable £ de K
dans RP peut &tre approchée d'aussi prés qu'on veut, ainsi que ses dérivées par-
tielles d'ordre ¢ q , par une spplication r-différentiable g transversale sur
S en tout point de R® . Ceci est encore vrai si S est unc sous-variété non
fermée ou s1 S est une collection de sous-variétés de Jr(Rp , RP) .

On démontre par passage du local au glebal le

Lemme de Thom global : Soient V' et VP des variétés différentiables (paracom-
pactes) et S une sous-variété s-différentiable de J% (VO , V) (s 2n) . Les
applications q=différentiables (q >r +n) de v dans VP telles que le

prolongement T de f soit transversal. sur S en tout point duncompactde Vn4,
forment un ouvert partout dense ds L(V® , VP, q) .

3¢ = Variété critiquee.

On appellera variété critique dens LT une sous~-variété algébrique S ds

Li, invariante par les opérations du groupé L; x L; (ou ce qui revient au méme,
S est l'ensemble des zéros communs aux polynomes d'un idéal invariant par
Lng;). ‘

Lgs jets dlordre r de v dans VP équivalents aux jets appartenant a
S forment un sous-espace fibré Sy de Sl R VP) dont lo fibre est isomorphe
3 8 .81 f est unc application r-différentiable de V° dans VP , 1l'ensemble
st des points de ™ o ltapplication f présente des singularités du type S

est 1l'image réciproque de SJ par le prolongsment £ de f .

Toute décomposition de S en une collection de variétés algébriques par-
tielles invariantes par Lg x LY (par exemple la deuxiéme décomposition définie
par WHITIEYdans [8] ; il y en a d'autres) induit une décomposition correspon—
dante de Sj . Si ¥ est transversale sur SJ en tout pgint de V' relative-
ment & cette décomposition en sous-variétés, l'ensemble S~ est aussi une
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collection de variétés (f é&tant différentible de classe > r). D'aprés le lemme
de Thom, on peut toujours approcher & l'ordre r une application donnée par une
telle. application. En perticulier, si la codimension de S est > n s on peut

approcher & l'ordre r l'application donnée par une application ne présentant
aucune singularité du type S .

L'ordre d'une variété critique S dans L; p sera le plus petit entier.
14
r'<r tel que S soit 1l'image réciproque par la projection naturelle de Ii p
1 ]
sur Ln,p d'une variété critique S' dams I;,p .

EXEMPIE , = Le sous-ensemble de L n,p formé des jets d'applicatlons dont le rang
n'est pas maximum est une variété crlthue d'ordre 1 de L p° Da nombreux
exenples sont donnés dans [7] . ’

La variété critique minimale contenant un point X & L P contient évidemment
llorbite de X suivant le groupe L x Lp ’

PROPOSITION, - P c 1T torbi - sud Tox I
our tout X € Lh,p s 1l'orbite de X ' suivant le groupe Ln x Ib ost
un ouvert dans la variété critique minimale contenant X .

DﬁMONSTRATION* - Soit C? 1'espace numérique complexe de dimension n . L'cspace

~N
Li p des jets d'ordre r des applications analytiques complexes de c® - dans
’

c®? de source et but les origines de " ot CP resp. est le conplexifié de
p

Lg b 3 le groupe TF des jets complexes d'ordre r inversibles de Cn dans
’ .

c® de source et but l'orlglne est le complexifié du groupe L . Considérons

l'applicatlon algebrlquc de L x Lb L? sur L p qui deflnlt 1'action du
’
groupe Lﬁ x IF sur IF p‘; sa restriction au sous-espace réel L X I; x Ii p
n, ’
définit l'action du groupe récl Ln x I¥ sur LY _ . Adnsi l'espace tangent

& 1'orbite complexs 0 d'un point X & Lr’p c:Lr,; est 1?Qcomplexifié de 1l'es~
pace tangent & l'orbite réelle O de X « De plus, conme L; x'i; est un groupe
algébrique de transformations de L n,p ° l'orbite O est un ouvert dans son
adhérence A au sens de la toplogic de Zariski (CHEVALIEY). Il résulte de ces

deux faits que O est un ouvert dans A r\Ln o’ c'est=d~dire dans la variété
2

critique minimale contenant X . C.Q.F.D.

Il résulte de cette démonstration que les points régulicrs de la variété
critique minimale contenant X sont bus les jets d'ordre r équivalents & X

par des transformations complexes.
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4+~ Singularités génériques.

Jr(RP ’ RP) est canoniquement isomorphe & R® « BP « L n,p s 81 f est une
application r-différentiable de R" dans RP , On d931gnera par f le composé

du prolongement f° dtordre r de f avec la projection canonlque de

r r
IR, ) sur ;n,p .

Une variété critique S dans Lz’ sera dibe générique s'il existe une ap-
plication différcntiable f de R° dens RP qui présente en un point x de R°
un point singulier de type S et telle que f soit transversale en x sur S
(relativenent & une certaine décomposition de S en une collection de variétés
critiques ; cette définition est indépendante de la décomposition choisie).

La déncrirveticn "génériqﬁe" est justifiée par la remarque suivante : bour
toute application g suffisamment proche de f dans L(Rp , BP,r+1) 41
exlste un point x' proche d¢ x ol g présente aussi une singularité de type
S ; on ne peut donc en général faire disparaftre les singularités de type S par
de patites déformations.

Si S est une variété critique générique, alors codimension de S &n .
Cotte condition nécessaire est-elle aussi suffisante ?

Soient des entiers s » r ; une application s-différentiable f de 7
dans RP sera dite r—generique au point x de R , si f ‘est transversale en
x sur l'orbite de f_ (x) « I1 en résulte que fr est transvcrsale en X sur
toute variété crithue contenant f (x) .y €t en partlculler que la variété criti-

que ninimale contenant fo(x) est generlque. Si f est regénérique en x ,
elle est aussi r'-générique en x pour tout r'<&£r .

Une application f regénérique en x est stable & l'ordre r , c'este=a-

dire que pour tout voisinage U de x, il existe un voisinage W

de f dans L(R"

x' €U ol le jet d'ordre r de ‘g est équivalent au jet d'ordre 'r de f au

, RP, T +41) tel que pour tout g €W , il existe un point

point x .

}

PROPOSITION. - Les appllcatlons r-génériques en tout point d'un compact K de
R’ forment un ouvert dens L(E® , B, r +1) .,

I1 suffit de remarquer que les jets d'ordre r + 1 des applications qui ne

+1
sont pas r-génériquessont les points d'une variété critique M dans Lﬁ,p ’
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En cffect, L;+1 s'identific & une sous-variété de l'cspace V des jets

’
d'ordre 1 de R® dans L; p de source l'origine O de R 3 l'cspace tangent
’

4 1l'ortite d'un point x e,Lr’p est 1'inage par l'application algébrique

Lﬁ x L; x Lp,n -)Ib,n de l'cspece tangent au sous-cspace L x Lp x {xﬁ au
point (e , e , x) « Pour exprimer que cot espace et 1'cspace inage de l'espace
tzngent é R par un jet z de but x n'engendrent pas tout l'espace tangent
& L 1D au p01nt X , on doit écrire que le rang d'une matrice dont les coeffie
cients sont des polynomes est plus pectit que la dimension de Ln, o Ainsi les
jets V d'applicstions non transverses sur les orbites de L forment une

sous=variété algébrique M' de V , et M=M'NV est une varlete critique de
l .
Lr+ .

’P

_ COROLLAIRE, = 81 f est r-générique en un point x , alors f est r-générique
" en tout point d'un voisinage dc x .

5. = Questions et cdnjecture fondamcntale.

Question 1 3 Les applications r-génériques en tout point d'un compact de B for-
nent~elies un ouvert partout dense dans L(Rp ’ 13 , T +1)7

Autrement dit, toute application peut-elle 8tre approchée & l'ordre r + 1
par unc application r-générique en tout point de R 2

Pour répondre affirnativement & cette question, il suffirait de vérifier par

. . ‘s r+l
exemple que la codinension de la variété critique M dans Ln

formée. des jets
’

d'ordrc T + 1 des applications non r-génériques est strictement plus grande

que 1 ; en vertu du lemme de Thom, on pourrait toujours en effet approcher une

4
application donnée f par une application g telle que gg 1 ne rencontre pas M .

Soient f et f' des applications de R* dens R® définies au voisinage
des points x et x' resp. o Cn dira que f au point x est localement équi-
valente (de classe r) & f' au point x' s'il existe des homéomorphismes locaux
h, et h, (de classe r) de K° ot R® resp. tels que f = h2f'h'l'1 dans

un voisinage assez petit de X .

Question 2 : n et p d&tant fixés, existe~t=il un entier r 'tel.que si £ et f'
sont deux applications s-differentiables de R' dans R (s suffisamment grand)
et re-génériques en un point x (;RP , l'équivalence des jets d'ordre r +1 de

f et f' aun point x entratne 1l'équivalence locale d¢ f et f' au point x.?
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La classe de différentiabilité de 1l'équivalence locale est=-elle une fonction
croissante de s ?

H, WHITNEY a montré que les réponses aux questions 1 et 2 étaient affirmati-
ves dans les cas particuliers-suivants :

p=20-1 ([47,[5)) p=n=2 6
p=1  (MORSE). |

Application re-stable $ une application s=différentiable de R® dans R’ sera
dite r-stable au point x € K'(s > r) » 81 pour tout voisinage U de x , il
existe un voisinage W de f dans L(R® , B, r +1) tel que pour toute ap-

plication g €W , il existe un point x' € U tel que f au point x soit loca=-
lement équivalente & g au point x!' . '

Si: 1'équivalence des jets fr(x) et f£'"(x) entratne 1'équivalence locals
de f et f' aupoint x et si f est r-générique au point x , alors f
est »eptatle en x .

Si les réponses aux questions 1 et 2 sont affirmatives, alors toute applica=
tion ¢ R° dans R® peut &tre approchée par une application r-stable en tout
point de r? . C'est une des formes (la plus faible) de la conjecture fondamentale
de WHITNEY.
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