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LA SUITE SPECTRALE D’ADAMS : STRUCTURE MULTIPLICATIVE

par Adrien DOUADY

Séminaire H o CARTON
E. N. S., 1958/59

16 juin 1959

CONVENTIONS. - Afin d’alléger la rédaction, on se placera dans la catégorie des
espaces topologoques qui scnt homéomorphes à des réalisations géométriques d’ensem-
bles simpliciaux.

Les notations sont celles de l’exposé précédent. Si (A 9 A’ ) et ,(B , B’ ) sont des
paires d’espaces, on note (A 9 AI) x (B , B’) la paire (A x B ‘ ~ B’)U(A’ x B)) .
Tous les espaces considérés seront munis de point-base. On notera a o le point-base
de A 9 etc. On prendra b ) comme point-base de il x B . Les applications con-
sidérées envoient le point-base au point-base.

On pose 1

1. Produit de classes d’homotopie.

A. Produit d’applications.

Soicnt f : 1 (A , A’)~(X , X’) et g : (B , B’)~(Y , Y’) j on définit

f x g . i (A , A’) x (B , B’)2014~(X , X’) x (Y ~ Y’) par (f x g)(a ~ b) = (f(a) ,g(b)).
La compatibilité avec la relation d’équivalence d’homotopie est immédiate.

On a (1~ , 1~) = (I , S°) ~ (I , S°) ... ~ (I , S°) (n facteurs) si 1 désigne
le segment [0 , l], In le bord du cube , et S°=I = -j0 , l)r la sphère de

dimension 0 .

Le groupe d’homotopie 03C0n (X , X’) s’identifie à l’ensemble des c las s es d’applica-

tions (In , In)~(X , X’) . Si f : (I" , In)~(X , X’) est de classe

et g : (Iq , Iq)~(Y , Y’) est alorsf  g : (In+q , In+q) = (In , In)  (Iq , Iq)~(X , X’) x (Y , Y’) définit la clas-

se Tr 
n+q 

((X , X’) x (Y ,Y’)) . 
Si (A) , v ~ 03C0 (B) ? on a u  v ~ 03C0 (AxB) , et on notera 



l’image de ux v dans ~T ~ (A~B) .
B. Propriétés.

Le produit défini plus haut vérifie les propriétés suivantes :

IB 1. Il est bilinéaire, donc définit une application linéaire

IB 2. Il est fonctoriel et associatif

IB 3* II est anticommutatif au sons suivant : .

Si 5’ : (A , A’) x (B , B’)~(B , B’) x (A p A’) est l’homéomorphisme défini

par 6- (a ~ b) == 9.) ~ et si u A’) et v (~ B’) ~ on a

v x u = (- l)~ 
~ 

En effet on a le diagramme commutatif

où c : est une application de degré (- 1)ijo - .

IB 4 . Soit A D À’ ’> ÀÎ? 3 a et B £J B ’ > B ii b b .

o o

Soient:

Alors on a : d(u x v ) v) où i et i’ désirent, les

injections .canoniques qui donnent un sens à la formule.

En effet on peut supposer que f envoie toutes les faces du cube In .dans ~~~ ,,,

sauf une face et de mêma que g envoie toutes les faces de Iq dans B" ,



sauf Alors f x g envoie toutes les facçs de 1 x I" dans

(A x ~) (j (A~ x B) , sauf 1~ x et x dont la face commune .

x est envoyée dans (A’ x B’) ~ ce qui donne les deux tenues de la formule.

C. Propriétés des foncteurs )~ et B/ .

Associativité s

Espaces neutres ° si P est un espace réduit à un pointa

Distributivité :

Les vérifications sont immédiates.

D. Suspension.

On appelle suspension de A l’espace SA = S où S est la sphère à une
dimension S~ = 1/S~ , et on pose S~A = S~A , où S~ = ... (n fac-

teurs) est la sphère de dimension n . On notera E le générateur canonique de

TT. (S ) et ~ = ~ ~( ... le générateur canonique de 7T’ (S ) . On pou-r

u ~. A , Eu = ~~~, (SA) , et E~ u = ~ ~~u ~ A) .

On sait (cf. exposé 5? où la méthode utilisée pour la suspension de Sm s’applique-
rait à tout espace (m - que si A est (m - 1)-connexe, E est un

isomorphisme : 1 pour i 2m - 1 .

L’identification = donne
T

DÉFINITION.-Un élément u de U . est dit additif si, pour tout à , et pour1 

tous "2 ~ "n~~~~ ’ °~ ~

THÉORÈME IID.- Tout élément u de 03C0j(Sn) de la forme est additif.



Soient f t de classe u’ ~ et g? : 
déclasses w. et w~ ~ soit D : telle que Pl 0 D et 

soient homotopes à l’identité de où p. et p~ sont les deux projections

g2014~S .(D définit sur S la structure de 

On a ?

REMARQUE. - Ce théorème est à rapprocher du théorème 1 Ode l’exposé 9 : 1 "Toute

opération cohomologique 03A9 de la forme est additive".

En effet les éléments de TT. (Sn) définissent par composition à droite des opéra-
tions homotopiques (cf. SERRE [3] ).

E. Cas des sph.ères.
" ’"" 

, v u

La composition des applications Si ~Sn ~Sq, compatible avec la relation
d’équivalence d’homotopie, définit une application

, (u y v) 2014~u o v

de TT x TT. (S~) dans TT. (S~) ~ linéaire en v . Elle est de plus linéaire

en u si v est additif, en particulier si v = Ev’ (théorème 

La proposition ci-dessous précise ses relations avec le produit ~ :

S~ v ~TT .~ S~ ~
~~~~.~. ~ 

~ 

’~ 
n’r’K n T’K

DÉMONSTRATION. - Il suffit de contempler le diagramme commutatif :



On a : E(u o v) = E(u) o E(v) ; ce qui nous permet de munir le groupe

S1T = ~ S 03C0k , où Sï). = produit (  , 03B2 ) ~03B1 o 03B2

et v ~03C0n’+k’ (Sn’) ont pour liages 

et sera l’image de o E v, ~. et ~’ étant

choisis de façon que cotte ex ression ait un sens, soit : n’ + l’ = n + k + l.

La proposition 1 E a alors le corollaire suivant r

COROLLAIRE. - S03C0’* est un anneau gradué anticommutatif au sens suivant : si

et on a

En particulier, si « é S 03C0k s où k est impair, On a 2 03B12 = 0 .

DÉMONSTRATION. - v § U X ( - O E*u

II. Produits dans les suites spectrales.

Dans l t exposé précédente on a vu une suite spectrale ’~ dont on peut calculer

le terme 2G = Zp) , puisqu’on connaît en détail la structure de l’algè-
bre de Steenrod dont le terme ~03BE est un gradué associé au groupe

On pourrait donc: ¿ si on savait calculer les différentielles de la suite

spectrale, (ce qui n’est malheureusement possible que dans des cas particuliers)
dire l’ordre de pour les différentes valeurs d3 k , en faisant le calcul

séparément pour les composantes p-primaires. On va dans ce chapitre établir une

méthode qui donne des indications su~ la structure multiplicative de l’anneau Sï~
en temps que sur le détail de structure additive.



À. Produits spectraux.

DéFIiIITIO?.l. - Soient Tr’ , et 03C0 trois systèmes spectraux (voir exposé
précédente II C). Un produit spectral défini sur 03C0’ 1 et T, " à valeurs dans TT

est la donnée, pour tous n , q , r ~0 , d’une application bilinéaire

satisfaisant aux axiomes ? °

le diagramme :

est 0

SPP 2. Pour tous n, q ~ ~ 9 r ~ 1 , dans le diagramme

On o 03C6r = o (y ~ ô") + 03C61 o (ô’ (x) avec, bien entendu, si 03C0’
. 

est gradua le. règle de Koszul (~ 0o)(a’9 b) = (- (x) ~b où (X est le

degré de a .

THÉORÈMEII A. - Un produit spectral définit des applications

telles que



si a est de degré total

est et parles r03C6 .
d. ~03C6 est aussi induit par passage aux gradués associés par

03C6 ~ : 03C0’ (0) ~ 03C0"(0) ~ 03C0(0) .
La démonstration consiste en une longue suite de vérifications que le lecteur

(s’il existe) fera s’il en envie.

B. Produits dans suites spectrales 

Soient Y’ 1 doux ensembles simpliciaux, (Y’n) et deux complexes

géométriques au-dessus de Y’ et Y" respectivement. On suppose que est

un sous-ensemble simplicial de pour tout n , et de .pour (Y"n) . On

peut toujours se ramener à ce cas en les complexes par des complexes

homotopiquement équivalents grâce à des cylinders" à une infinité d’étages.

l’injection.

PROPOSITIONII B. Si (Y’n) est (m’ - et (p, et si

est l)-connexe et ( p , alors est

(m - l)-connexe et (p ~ t) -acyclique, avec

m - 
f + m" et t + t 1 .

Nous utiliserons plusieurs lermies. Posons 2

~.~~ va montrer par récurrence sur k

a, que Y(n , k) est (m - l)-connexe

b. que H.(Y(n + 1, k + 1)) ~ Hi (Y(n , k) ) est nulle pour i  t .

Si A et B sont des espaces topologiques connexes et localement

contractiles, est simplement connexe.

Considérons 

dans est à un lacet qui se décompose et un nombre fini de chemins

qui se relèvent dans A  B , leurs extrémités se relevant dans A V B . Comme

A ~’ B est connexe par arcs; on peut ramener ces chemins ..à.~.avoir leurs extrémités



en (a y b ) . On en déduit que 03C01 (A x B , A V 3) (A  B) est surjective.
Mais le. suite exacte

que .Tr (à x B , à v B) = 0 . Ce qui démontre le lemme 1 .

On en déduit, zi m’ 1 et m" 11 > 0 , ce que nous supposerons tout au long de la

démonstration, cu,e 

, 

$$. Y un 
" 

e st simplement connexe pour tous n ’ , n " .

Li2,1"% 2- - ,So$%,_"an topologique localement connexe par ,jrc§ ot semi-locale-
ment simplement connexe. Q Supposons ue X soit réunion d£ deux fermés À et B

d’intersection non vide satisfaisant ùçx_ mÉ_m@,s hypothèses. Alors %_j à, et B sont

#j-gpieTy£,i-it co.>ne>ie§ g t si À m B cst connexe, X = ià i> B est simplement connexe.

DÉMONSTRATION. - Soit R un revêtement quelconque de X > x o Uri point de

à m B s r 6 R au-dessus de x . Il oxiste une section Si de R au-dessus de
o 

’ 

o 1
À et une section s2 au-dessus de B qui passent par r . Ces sections coïnci-

dent sur À n B , et définissent une section s de R sur X . Tou-t revêtement de

X section, X est simplement connexe. 0n en déduit par récurrence

k k) est simplement connexe en appliquant le lemme 2 . à

On peut donc appliquer aux Y(n , k) le théorème de Hurewicz pour l’homologie à
coefficients dans Z . On a : t 

~(Y’~’~Y~’ , Z)~~(Y~’ , Z)~~(Y~ ; H~(Y~))
D ’ où H~(Y’~ ~ Y~" , Z) = 0 pour i  m = m’ + m" .

La suite exacte de Maver-Vietoris (voir 

appliquée aux mêmes espaces X y A , B démontre de la même façon par récurrence

sur k que k)) =0 pour i m .

On en déduit que k)) ==0 pour et en particulier, pour k = n ,



= 0 1  rz ..

bo LIll"1°"W’ 30 - Soient 41 et B deux sous-espaces d’un espace X . Si les applica-
tions X . (à > À r1 B) --pH. (X , ù ) et .H. (B ) .-nG. (X) sor.t nulles, alors
- i i - i i -- ....

ifl. i (A v B)-e,14. 1 (X) est nulle.

Sôi-t £ . 1- (À J B) o On peut écrire j’ ,.; = c4 + ,» 
# , avec

03B1 E c. i (à) et y " Ci (E ) *
~~’ ~ ~,À ~ ~ ’ ;, ~~~~’~ ~ ~ ’ ~i.°°’i~~ ~ ’~ et ~i~~~ ’ ~ ’ ~~

utilisant la première ii;rr,o-’11.iése, t; d = d » + f-l ’ , avec ">’i G C. (X) et
’ " ’" ° ’ ’ -’ ’ ’° ~’ °" 

’ 

" 
L 

" 

L i+1

@ ’ 
1 e Ci (B) . > js + j * ’ 

1 =-= 

03B3 - d.>j donc d ( j g + j3 ’ ) = o , d’ où j r; 
+ / o ? ..

En ’= hypothèse, ,> + )i ’ 
t = " /ii ’ avec ."i’ 

1 e Ci+ix> d’où

( , = d( T.L + ., ’ ) cc qui démontre le. lemme 3.

On vi, maintenant appliquer ae lemme à

En effet) par l’hypothèse de récurrence, l’application composée

u. 1 ~y ~n ~ ~ 9 k)) est nulle pour i ~ ~ ~ la

première application étant nulle .

D’autre part y

Donc Inapplication composée x

est nulle pour ~..~ t , la première application étant nulle. On peut donc appliquer
le lemme ~.~ -Ce qui démontre b et achève la démonstration de la proposition II B.



II B. - Soient t et T~ ~p dos, 1) connexes; posons
.. Soient (~’ n) nt (=r~r;~~) des (p , 2m - 2)-r:i,solutions de Y’ et

9 une de >> X . Soient "E’ , 9p et ~E les

suites spectrales de ce.s résolutions. Alors on a, pour tous r g i’ , i" , n’ , n"

une .. , , : .^., 
" 

telle que

a. = + ( - 1)03B1 a~ rdb) si a est de degré 
‘ 

°

b. 03C6 r+l est induit 03C6r , et 03C6~ par los f r ;
c. 03C6 m est aussi induit par passage aux gradues associés par

d. Lp au produit :

Ext A*(Zp , H*(Y’)) ~ Ext A*(Zp , H*(Y"))~Ext A*(Zp , H*(Y’) ~ H*(Y"))
défini par la structure de coalgèbre de A* .

DÉMONSTRATION. - Remplacons (Y’n) et par des complexes équiv,alents tels

que Y’ 
n+1 ~ Y’n 

et Y"n+1 ~ Y"n pour tout n . Le complexe (Y ) au-dessus de
X défini Yn -= Lj =n Y’n’  Y"n" est (3n - 2)-acyclique la

proposition II B. Soit f = (fn) : © (Yn)~(Xn) (expose 18, proposition 1 b).

L’application :

définit un produit

dont on vérifie immédiatement (en appliquant les propriétés I 3) que c ’est un pro-

duit spectral.

a , b p c sont des directes du théorème II A.

Pour démontrer d~ il suffit de rappeler la définition du produit

Soient (L’ ) >  des résolutions A -injectives de M’et Ni~ . 

L’ ~~ L°~ est u.~ complexe acyclique sur M’ (~ M~° . Si L est une résolution



A*-injective de M = M’ considère comme A*-module grâce à. l’application

diagonale A : i ~ A* ( avec bien entendu la règle des signes de Koszul) s on

peut trouver une application f ~ i L’ ~~ L’~ +L (~~~9 5, proposition 

p. 78). Alors composée : 1

définit par passage à la cohomologie

Il est clair, grâce à la proposition II D3 de l’expesé que l’on peut défi-

nir le produit .

en utilisant des résolutions t’ , t" et t-partielles (avec t = t’ + tH) pour

i’ - n’  t’et 

Or les complexes L’ et Ls~ définis à partir de Y’ et ~~’ (exposé précédent,

démonstration du théorème II D) sont des résolutions partielles de H’*(Y’) et

la construction définit le produit des termes E coïncide avec la

construction ci-dessus.

C. Groupes d’homotopie stable s de sphères.

THÉORÈME II Co- La suite spectrale de l’ exposé précédent, II E, est munie

d ’ un produit

tel que

a. ~d(~.b) = ("da). b + (- i)~ a. d.b si a est de degré total c ;

est induit ~~ et ~ parles 

c. 03C6~ est induit le produit o (I E) :
T ~ 

...



d. s’identifie au produit dans
, Zp) = ExtA*(Zp , Zp = Z ) ° 

.

Ce théorème n’est que du théorème II B au cas où

Y’ ‘ et et.par conséquent X = Y’ ~ sont des sphères  en tenant compte
de proposition l E, et, en effectuant le décalage de l’ exposé précédent, II’ E.

Ce décalage introduit un signe qui, détruit celui de la proposition 1 E. Soit en
effet 4 Ext,*(Z , Z (m)) l’isomorphisme canonique de degré

Le produit

est relié au produit dans Ext(Z 3, Z ) par la formule
P P

si a est de degré k . En prenant pour p le produit du théorème IIB appliqué
à Y’ t = Y" = X = S"’~" , modifié par le signe (- on suppri-
me donc simultanément le signe les parties c et d.

D. Structure additive de 

S03C0
o 
= Z a pour générateur l’unité ~ de l’anneau ~ est de filtra-

tion canonique 0 et définit un élément de qui est l’unité de l’algèbre
F&#x26; est de filtration canonique 1 et définit un élément b~: 

Soit de filtration n ~ ~ définit un élément u 6: ~(~ , !
est de filtration ~ n + 1 , et a pour image dans

bu. En particulier bu ~ 0 entraîne p~ / 0 .

En caractéristique 2 1 une résolution 3-partielle de Z~ donne pour

le terme 2G les éléments do base suivants (la place dans le tableau indique le
bide gré) :

degré supérieur

degré inférieur
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Ce tableau tous les éléments de degré total k tel que 0  k ~ 3 . Les

différentielles de la suite spectrale sont nulles pour des raisons de degré,
d’où ta G d ns la région considérée. On en déduit pour la composante

2-primaire des groupes d’hamotopie stable :

Le générateur de est le carré du générateur de et le cube du généra-
de est du générateur 
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