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15-01

HOMOLOGIE ET COHOMOLOGIE D’UNE ALGÈBRE GRADUÉE

par Henri CARTAN

Séminaire H. CARTAN,
E. N. S., 1958/59

13 avril 1959

Les notions générales étudiées dans cet exposé seront appliquées dans le sui-

vant à l’algèbre de Steenrod. 0

1. Module s gradués sur une algèbre graduée Q

Soit K un corps (commutatif). o On considère une K-algèbre associative A ,

ayant un élément unité noté 1 S on suppose A graduée, l’espace vectoriel des

éléments de degré n étant noté An , et on suppose An = 0 pour n  0 . Le

produit d’un élément de An et d’un élément de A appartient à An+m , et 1
. 

est de degré 0 o ,

Une telle algèbre A étant donnée p on considère la catégorie des A-modules

gradué? (à gauche, resp. à droite) o Un obj et M de la catégorie des A-modules

à gauc he gradués est un A--module unitaire M, qui est gradué comme 

riel sur K , et est tel que

I~~ chaque fois que a ~. An et x ~: Mq .

On ne suppose pas que 0 pour q  0 ; si toutefois il en est ainsi, y on dit

que la graduation de M si ~~ = 0 pour q > 0 , on dit que la gra-
duation de M est i: 0 , et on écrit alors souvent M 

q 
au lieu de M"" . Les

morphismes de la catégorie sont les applications A-linéaires M .,..~ M’ de degré

0 , c’ e st-à-dire qui envoient ~iq dans M’ q o Il est clair qu on a ainsi une

catégorie abélienne. 0 On note }1’) le groupe abélien des morphismes

M...~ M’ .

Soit M un tel A-module à gauche 9 le dual-gradué est le A-module à droite

~~’ défini comme suit s M,q = K) ; un élément x’ de M’ (somme
directe des M,q) définit sur M une forme linéaire x ...~ ~, x’ , x ) , par la

condition que ~, x ) = 0 si x et x’ sont homogènes de degrés distincts..

La structure de A-module à droite de Jvl’ est définie par

,, x’ . a , x ‘ ~ ; x’ , a. x ; pour a E: A, 

Il est clair que si la graduation de rl est  0 , celle de M’ est 0 ;

dans ce cas, M’ est le dual de M" .



NOTATION. - On note HomK (M , K) le dual-gradué de M a

PROPOSITION 1. - Le dual d’ un A-module proj ectif est un A-module injectif. 0

DÉMONSTRATION. - Soit P un A-module (à gauche) gradué, qui soit projectif
dans la catégorie ; ceci signifie que X) est un f oncteur exact en X

(où X est un A-module à gauche gradué). 0 On veut montrer que le A-module à

droite gradué K) est injectif dans la catégorie, c’est-à-dire que

K) ) est un foncteur exact du A-module à droite gradué Y. o Or

ceci s’identifie canoniquement à K) ) ~ K) est un

foncteur exact de Y 9 parce que K est un corps 9 et comme X) est un

foncteur exact du A-module à gauche gradué X , la proposition est démontrée.

2. Homologie et cohomologie algèbre graduée augmentée.

Soit toujours A une K-algèbre graduée 9 comme ci-dessus. Supposons en outre

donné un homomorphisme ~. ~ A ~ K de K-algèbres graduées, tel que ~; (1) =1 ;
A est alors une algèbre graduée "augmentée", C étant l’augmentation. L’homomor-

phisme f définit sur K une structure de It-module à gauche (gradué) , et aussi
une structure de A-module à droite. On notera I (A) le noyau de t o

Considérons par exemple K comme A-module à gauche. 0 Soit l~~ un A-module à

droite, graduée et soit N un A-module à gauche , graduée On peut considérer

On va rappeler brièvement leur définition, en précisant ici la structure de

K-module gradué de chacun des K) et de chacun des N) . Soit

e s o ~ Xn ~ Xn-1 ~ o a . ~ X1 ~ K o ~ K ~ 0

une suite exacte de A-modules à gauche gradués et d’ homomorphismes de la catégo-
rie (donc conservant le degré) , et supposons que les K n soient proj ectif s dans

la catégorie 9 c’ est ce qu’on appelle une "résolution projective" dans la catégo-
r ie . Soit H X) le quotient du noyau de M X ~ M X 1 par l’image

de M ‘~~ "~~ r~ par définition,

(on montre [1] que cela ne dépend pas du choix de la résolution projective X).



En fait, chacun des M ~X. ~ n est un K-espace vectoriel gradué, car c’est un

quotient de qu’on gradue en posant

et la graduation passe au quotient. De plus, les homomorphismes
M X . X conservent le degré. Il s’ensuit que la graduation de

définit une graduation sur = K) . Rappelons que

K) M ’~K = 
Passons à N) . Si N’ et N sont des A-modules à gauche, gradués,

considérons les applications N’ qui augmentent le degré de l’entier q et

sont A-linéaires dans le sens suivant 9 f(ax) = a.f(x) pour deg a = r o

Elles forment un espace vectoriel Hom~(N~ ~ N) ~ la somme directe N)
~ . 

q
sera notée N) s c’est un K-espace vectoriel graduée dont le sous-

espace des éléments de degré 0 est précisément N) . Cela dit, reprenons
une résolution projective X de K ; elle définit des applications K-linéaires

conservant le degré 1

... N) N) 2014Hom~(X~ ~ N) ~ ... ,

ce qui permet de définir la cohomologie N)) . Par définition, on a

Ext~(K , N) N)) ,

espace vectoriel gradué qui ne dépend pas du choix de la résolution projective
X . On a

N) = N) ,

qui s identifie au sous-espace vectoriel (gradué) de N formé des éléments annu-

lés par I(A) o

PROPOSITION 2. - Soit M un A-module à droite~ gradué, et soit M’ son dual-

gradué. Alors M’) s’identifie au dual-gradué de K) .

DÉMONSTRATION. - Dans la correspondance bijective bien connue entre

K) et Il) ) , les éléments de degré:]. du

premier espace correspondent aux 1 1 X K) qui envoient (X ) k
dans HomK(M-q-k , K) , c’est-à-dire aux éléments de K)) .

Donc .le dual-gradué de M~A X s’identifie à M’) = Hom*A(Xn , M’) .



En passant à l’homologie, on voit que le dual-gradué de X) s’ identifie

à Mf ) ) , ce qui établit la proposition.

Parmi les résolutions projectives de K, on utilise notamment la "résolution

standard" (normalisée), que voici (cf . [ 1 ]) . Notons touj ours I (A) le K-espace
vectoriel graduée noyau de ~. ~ 1 A --~ K o Posons

le s pr oduits tensoriels étant pris sur K ~ e t le nombre des facteurs z ~A~ étant

égal à n ; ~ on gradue de manière évidente, puisque tous les facteurs du

produit tensoriel sont gradués. Observons que la graduation 
Il est d’usage de noter

a~ c I(A) pour 1 ~ on écrit simplement ... , a ] lorsque

a = 1 . Pour n > 1 , on définit une application A-linéaire d i S (A)2014~S . (A)
de degré 0 , en posant

Il est bien connu qu’on’obtient ainsi une résolution de K par des modules

libres-gradués (i.e : i ayant une base formée d’éléments homogènes) Sn(A) .
L’acyclicité résulte de l’existence d’un opérateur d’homotopie s , K-linéaire.

défini par 
’

(2) ... ~ = [a ~ ... ~ 

en notant a l’image de a dans I(A) par la projection A 2014~I(A) qui trans-
forme a en a- c(a) . 0

Calculons en particulier K) et K) . On a

or s’identifie à ~K ... ~K I(A) (n facteurs), et l’opérateur
différentiel est défini par

(d est nul sur I(A)) . o On écrira aussi H~(A) au lieu de K) , et
au lieu de K) . Chaque est un espace vectoriel gradue~

à graduation ~0 . On a 



et H 1 (A) est le conoyau de l’ application I(A) ~ I(A) ~ I (A) définie par la
multiplication de l’algèbre A ; r c’est donc quotient de I A par

le sous-espace des éléments "décomposables" (cf . exposé 12, paragraphe 1) . Enfin,
on va interpréter considérons d’ abord le conoyau de

c’ est le quotient de I(A) ~ I(A) par le sous-espace vectoriel engendré par les
éléments de la forme a2) a ~ {a, a ) 9 il s’ identifie donc à

est canoniquement isomorphe au noyau de l’application

définie par la multiplication de l’algèbre A e

Passons au calcul de K) , qu’on notera aussi H*(A) , en notant
Hn(A) l’espace vectoriel gradué K) . On a

Ext~(K , K) = 
or K) s’identifie au dual-gradué de I (A) rX" ~ ... t I ( A)

(n facteurs) . On explicitera cela dans le cas ou chaque espace vectoriel A~
est de dimension finie (voir ci-dessous, paragraphe 4). Dans tous les cas, 
s’ identifie au dual-gradué de Hn (A) ., en vertu de la proposition 2. La graduation
de Hn (A) est..:: 0 ; on notera (A) le sous-espace des éléments de degré
t de c’est donc 0 si t > 0 . e Enfin, 9 on a 

’

HomA(K , K) ~ K . ~ 

.

3 ~ Structure multiplicative de H~(A) . a 

On pourrait, plus généralement, pour deux A-modules à gauche gradués N et

définir N’) . Etant donnés s trois A-modules N , > N" , > YONEDA
[ 3 ] définit une application K-linéaire

qui a un caractère "associatif" en un sens évident. Si on applique ceci au cas où
N , N’et N" sont tous trois égaux à K, on trouve sur K) = H* (A)
une structure d’algèbre associative graduée, dont l’élément unité est l’élément
de H°(A) = K qui s’identifie à l’élément unité de K.

Explicitons, dans ce cas particulier, la définition de Yoneda. Un élément
c ~ est défini par une application A-linéaire



qui est un "cocycle", c’est-à-dire telle que l’application composée

X soit nulle ~ à ce cocycle on peut ajouter un "cobord" arbi-

traire, c’est-à-dire une application composée X g K , où g est

une application A-linéaire arbitraire o D’après un théorème classique~ il existe ,
f étant donnée~ un diagramme commutatif d’applications A-linéaires (au sens

gradué)

et deux collections (f ) relatives à la même f sont "homotopes" y mieux :

deux collections (f ) et (f) relatives à deux cocycles f et f homolo-

gues, sont homotopes. Alors les f définissent une application de

K)) dans lui-même, qui augmente le degré de q , et ne dépend que
de c ~ Hq(A) . Cette application Hn(A) ~ Hn+q(A) ne dépend d’ailleurs pas du

choix de la résolution X ; par définition, l’image de u ~H (A) par cette

application est le produit u.c (noté aussi uc). Telle est la structure multi-

plicative de l’algèbre H (A) ; elle est évidemment as soc iative .

On voit facilement que si c ~ Hq,t (A) , c’est-à-dire est un élément homogène
de degré t de H~(A) ~ alors la multiplication u -~ eu envoie H~ (A) dans

H~~(A) .

REMARQUE. - On vient~ en réalité~ de montrer que N) est un module

à droite sur l’algèbre ExtA(K , K) . ..

4* Cas où l’algèbre graduée A est localement finie.

On suppose désormais que A est localement finie, c’est-à-dire que chaque A
est un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit A le dual-gradué de A ;
on a donc A == K) . Alors A s’identifie au dual-gradué de 

Identifions A ~. A au dual-gradué de A ~ A ~ par la même convention que dans

l’exposé 10 : 
’

 x’ ~ y’ ~ y> = (-l)~x~ ~ x> .  y’ ~ y ~ ~

avec q == r = deg(x) o Alors la transposée de la multiplication
A ~ A ~ A définit une application diagonale A ~ A ce, A* , qui fait de A



une coalgèbre associative. Q L’augmentation ~* : ô A 
* 
~ K est la transposée de

l’injection ~: s K ~ A , et 1 injection K ~ A est transposée de

l’augmentation ~ : A ~ K . D’autre part? est muni d’une structure de

A-module à gauche (resp. à droite), transposée de la structure de A-module à

droite (resp. à gauche) de A o .

PROPOSITION 3 a - Soit un A-module à gauche, gradué par une graduation
~ 0 s Il existe une application K-linéaire

et une seule, de degré 0 ~ dont la transposée M.~~A2014~M (où M désigne le
dual-gradué de soit Inapplication qui définit la structure de A-module à

droite de M . . L’application. (4) est 41-linéaire, lorsqu’on munit de la

structure de A-module à gauche définie par la structure de A-module à gauche
de A .

DÉMONSTRATION. - Supposons d’abord que M’ soit localement fini, c’est-à-dire

que M’ soit de dimension finie pour chaque q ; et soit M le dual-gradué de

Mt . Alors M4 s’identifie au dual de Les éléments de M d’un degré don-
né k sont ceux de et cette somme directe est finie parce que la

graduation de M 0 . Le dual s’identifie à ~-~- ~ c’est-à-direq ~ "~

au sous-espace de A formé des éléments de degré -k. En transposant l’ap"-.

plication M ~A2014~M ~ on obtient donc une application K-linéaire 

de degré 0 . Elle a évidemment un caractère fonctoriel en M’ . 
’

Ur tout A-module (a gauene gradue ri’ , a graduation  U , est limite induc-
tive de sous-modules localement finis (car un nombre fini d’éléments homogènes
de M’ engendre un A-module localement fini). Par passage à la limite inductive ,
on obtient donc l’application (4) pour un tel module M’ . L’unicité est claire.

La dernière assertion de l’énoncé est évidente, puisque l’application M~ A 2014~M
est A-linéaire. La proposition 3 est ainsi établie.

Soit maintenant M un A-module à droite) localement fini et à graduation
 0 . Les espaces vectoriels gradués K) et (M’ dési-

gnant le dual-gradué de M) sont localement finis puisque ce sont les espaces
vectoriels d’homologie et de cohoiioiorie des M-.x, et des

qui sont localement finis o Il s’ensuit, en vertu de la propo-
tition 2, que chacun des deux espaces vectoriels gradués K) et

M’) s’identifie canoniquement au dual-gradué de l’autre. Ce résultat



vaut notamment lorsque M = K, M~ == K s les deux espaces vectoriels gradués
H (A) et H (A) , localement finis? sont en dualité.

On se propose maintenant d’expliciter un mode de calcul de Ext,(K , M’)
lorsque M’ est un A-module à gauche , gradué par une graduation  0 . On

suppose toujours que l’algèbre A est localement finieo Envisageons d’abord le

cas où M’ est localement fini, donc est le dual-gradué d’un A-.module à droite

M . Alors (Sn (A) , M’) s’ identifie au dual-gradué de M ~A S (A) , donc au
dual-gradué de I . ~ . fx~.. I ~t~~ , les produits tensoriels étant pris sur

Ce dual-gradué peut s’ écrire

en notant I(A*) le noyau de A (qui s’identifie au conoyau de

il/ : K ~ A* , et aussi au dual-gradue de I(A)). o Si on explicite l’opérateur
cobord du complexe ~~i’ ~ ~ en transposant celui du complexe

M cX‘.~~ S ~h~ , on trouve ceci :

où ..~x’ ~ M’ ;~a est l’image de r~’ par l’application
M’ ~ M’ ~ I(A*) , composée de l’application (4) et de la proj ection*

M’ ~ A* ~ M’ ~ I(A*) , et où r I(A*) iX> I(A*) est l’image de a t ; I (A )

par l’application 03B4 induite par l’application diagonale de la coalgèbre A .

Les formules précédentes sont. valables lorsque M’ est localement fini; en

fait, elles restent valables dans le cas général, par passage à la limite
inductive.

En particulier, si on prend = K , on trouve que K) = 
s’identifie à l’espace de cohomologie du complexe Y = 03A3 Yn , avec

. 

, 

" 

l’opérateur cobord Y~ ~: étant donné par la formule

où, dans le second membre, :! désigne l’ application I(A) ~ I (A) ~ I(A*)
* * .

induite par l’ application diagonale de la coalgèbre A* .



En particulier, s’identifie au noyau de 03B4 : I A } ~ T A } ~ I(A*) ,

c’est-à-dire à l’espace vectoriel (gradué) des éléments primitifs de la coalgèbre

A . On retrouve la dualité entre H 1 (~-~} = I (,A} ~ (I (A} } et H (r~j ~ espace des
éléments primitifs (cf. exposé 12, paragraphe 1) o

On se propose maintenant d’expliciter la structure multiplicative de H*(A)
(cf. paragraphe 3) à l’aide du complexe précédent Y . a Observons que Y s’iden-

tif ie à l’algèbre tensorielle de l’espace vectoriel I (A } ~ puisque

Y~ = ’~n (Z (A } ~ ; 
’

de plus, pour la structure d’algèbre graduée de T (I (A } ) (les éléments de degré
n étant ceux de Tn (I (h ) } , la formule (6) montre que

( ô u3 v + (~.1 } n u ( ~f v} pour deg(u) = n .

Autrement dit, 03B4 est une différentielle d’algèbre graduée, et par conséquent la
structure d’algèbre de T (I (h } ) passe à l’ homologie : d’ où une structure .

d’algèbre sur H* (A) +  Hn (A} . Par ailleurs, chacun des T (I (A*)) possède

une graduation propre , 9 et comme b respecte cette graduation, la graduation

passe au quotient dans chaque Hn(A) , comme du reste on le sait déjà.

PROPOSITION 4. - La structure d’algébre de H*(A) qui vient d’être déduite de

la structure multiplicative de l’algèbre tensorielle coïncide avec

c e lle définie au paragraphe 3.

DÉMONSTRATION. - Soit f ~ Tq(I(A*)) , qu’on peut supposer homogène pour la
graduation propre de Tq (T (~~ } } (déduite de la graduation de ~1 } . Si

... ,aq sont des éléments homogènes de I (A} 9 on notera

~ f ,~al ~ ... , 

le produit scalaire dans la dualité entre I(A ) ~ .. o ,x; (q facteurs) et

I(A) ~ ... ~ I(A) (q facteur sucette dualité étant définie comme d’habitude en
tenant compte de la règle des signes. Pour chaque entier n 3- 0 , définissons une

application f : S (A) --~ S (A) , qui soit A-linéaire au sens graduée comme
n n+q 

n 

suit :
~ [ ~üq , j, o v v ,~C~" n a, C c~, 1 ’ e o e ’ C~, n J ~ ~ C~, n+1 y e .

... ,a n+q ] > .
Si f est un cocycle de T(I(A*)) , f est orthogonal aux éléments de S (A)
qui sont dans l’image de d : S.. (A) ~ Sq (A) ; alors un calcul facile 



que le diagramme suivant est commutatif

On se trouve donc dans la situation qui a permis, au paragraphe 3 ~ de définir la
structure multiplicative de H~(A) . o Si c E Hq(A) est la classe de cohomologie
définie par ~’ 9 et si u ~ est la classe de cohomologie définie par un
cocycle g ~ le produit uc (au sens du paragraphe 3) est la classe
du c ocyc le défini par l’ applic ation c ompo s ée

en explicitant, on trouve que cette application composée envoie 
,

... ~ dans 
,

 g9f .[a~ , ... , ~n+q~ ~
ce qui achève la démonstration.

5 0 Cohomologie du produit tensoriel de deux algèbres graduées localement finies.

Soit A une algèbre graduée augmentée, localement finie. L’algèbre

H (A) = ~2014 munie de ses deux graduations (celle définie par les 
n~O

et la graduation propre de chacun des espaces vectoriels Hn(A» est un foncteur

contravariant de A . Cela résulte par exemple du fait que la résolution standard
S(A) est un foncteur contravariant de A ~ ou du fait que l’algèbre tensorielle
T(I(A )) est un foncteur covariant de A .* *

Soient A et B deux telles algèbres. Considérons leur produit tensoriel
A ~B ~ muni de sa structure d’algèbre graduée. On a deux homomorphismes
d’algèbres graduées

le premier envoyant a en a~-1 , et le second envoyant en ~(b).a ,
le composé est l’application identique de A . Il s’ensuit qu’on a deux homomor-
phismes d t algèbres graduées

dont le composé est l t identité. Ainsi H* (A) s’identifie à une sous-algèbre de
H* (A ~ B) , au moyen de l’injection Définissons une appli.cationlinéaire



(conservant les 

par la condition que

(produit de iA(u) et iB(v) dans l’algèbre H*(A ~ B)) .

Définis s ons sur H~ (~) (x)H~(B) une structure d’ algèbre en posant

(u~v).(u’(x)v’) = (-D~~~’(uu’)~(w’) pour

u’ ~H~’~’(~) , v~H~(B) . ,

Alors H (A) ~ H (B) devient une algèbre bigraduée,en convenait que les éléments
de bidegré (r , s) sort ceux de la somme directe des Hq,t(A) ~ Hq’,t’ (B) pour

tous les systoles (q ? t ~ q’ ~ t’) tels que q+q’==r~ 

’PROPOSITION 5. - L’application f est un isomorphisme dq l’galgébre bigraduee
H*(A) ~ H*(B) sur l’algèbre bigraduée H*(A ~ B) .

DÉMONSTRATION. - Considérons les résolutions standard S(A) et S(B) de K . Leur

produit tensoriel muni de l’opérateur ~bord~ défini par
d(u ~ v) == v + (- 1)q u ~ (du) pour u ~ S (A) ,

est une résolution de K 3 si l’on définit la structure de

(A@ B)-module de S(A) ’x) S (B ) comme suit t

si b é B est de degré t , et u OE, S(à) , est de degré t’ (pour la graduation pro-
pre de chacun de -. s Sn ( À) = àl fi I ( i: ) iSE ... # I ( i’i) ) .

. S(;» ,O S(F) peut servir à. calculer

H* (à v B) = H*(Hom*A ~ B(S(A) o s(B) > Ii) * H* TI à ) ) (#> T(I B ’ ) ) ) ,

la différentielle de T(I (il/) ) 1# t1l(1 (B/) ) étant celle d’un produit tensoriel de-..mo-
dules gradués, à 

à ( U ’ à# V ’ ) * ( 8 U ’ ) Q %° ’ + (. - ~ ( é V ’ ) pour U ’ £ Tq(I(A*)) .
D ’ aut re part 1 t î-.j ection iA : ù H* ( .i) -+ x* ( ii o B ) e st définie par la proj ection

naturelle S(ià) " S(B)--3 SÀ) , donc le diagramme suivant est commutatif



l’homomorphisme ¿e la deuxième ligne étant celui défini par l’injection naturelle
de T(I(A~)) dans T(I(~)).-;x)T(I(B~)) (qui.envoie a en a~-l). D’autre part ,
la formule de Künneth identifie H*(T(I(A*)) ~ T(I(B*))) à

H (T(I(A*))) @H (T(I(B*))) . Pour montrer que l’application f de l’énoncé est une

bijection, il suffit de montrer que si et sont des

cocycles, le cocycle v ~ Tr(I(A*)) s définit un élément de

H*(A ~ B) qui est le produit des éléments de et de définis respecti-
vément par u et v ("produit" au sens de la structure multiplicative de
H (A’~B)) . Pour le montrer, on procède exactement comme dans la démonstration do
Ici proposition 4, en se ramenant à la définition do la multiplication de 
donnée au paragraphe 3 ~ 1 on utilise v pour définir une application
(A g : ~.S(B)2014~S(A) qui commute avec le bord et envoie

(~)S~(B) dans -~ (B) ~ et est telle que l’application composée

ait pour transposée Inapplication T"(I(A~))-~T~(l(A~)) (~T~(I(B~)) qui envoie u

en u(x:.v . Le lecteur écrira la formule explicite, à titre d’exercice.

Ainsi il est prouve que 1’application f de l’énoncé est bijective. Il reste à
montrer que f est un isomorphisme bigraduées ; compte tenu de l’associa-
tivité de la multiplication dans les algèbres considérées; il suffit de montrer que
si et v ~ Hq’,t’ (B) , on a, da,n s l’algèbre H*(A ~ B) ,

Or considérons S(~) (~S(B)2014~S(B) ~)S(A) qui envoie dans

(-1) " y~x ~ pour x de degré t ~ et y g. S ,(B) de degré t’ .

On vérifie facilement que cette application co.mmute avec les opérateurs "bord", et

est (A ~ B)-linéaire lorsqu’on définit la structure de (A @B)-module de
S(A) par

pour a de degré t 9 la somme des degrés de b et ~r étant t’ ( il s’agit de la
deuxième graduation de S(B)) . En transposant? on’ trouve une bijection de

H~CT(I(h’ ))) ~~,‘ =~~(!.’(T(~~~ ))) sur H~ ( ~’ ~ z ( ~’ ~))) ’~x; ~~~ , ( T ~ T ( ~~ ~))) qui est compatible
avec les isomorphismes de chacun d’ eux avec H* (A ~ B) , ces derniers isomorphismes
étant eux-mêmes compatibles avec les injections i r et iB , la bijection en ques-
tion envoie u ~ v dans (- 1)qq’+tt’ 

f 

v ~ u , si 



ce qui achève e..1fi.:1 1s. demonstration.

6. Cas où A est une algèbre de Hopf.
Supposons que l’algèbre localement .:fon.io .. soit en outre une algèbre de Hop:f

(cf. exposé 10), et soit ~ : diagonale. Puisque c’est un
homomorphisme d’algèbres graduées (lorsqu’on munit A@)A de la structure d’algèbre
graduée, produit tensoriel "gauche" de deux algèbres graduées), et que cet 

phisme est compatible avec les &#x26; ur. homomorphisme d’ algè-
bres bigraduées

ce qui s’écrit encore

grâce à la proposition 5. Ici, H*(A) ~ H*(A) design l’algèbre bigraduée, produit
tensoriel des deux algèbres bigraduées H"(A) et H*(A) . D’autre part, on sait que
chacune des applications composées , 

,

est l’identité. Il en résulte que chacune des applications composées

est l’d’-’ntite, i~ et ip étant définies par

THÉORÈME 1 . - Lorsque à algèbre àq Hopf, l’algèbre bigraduée 1?(à) est

anticommutative, dans F-e sens suivant :

a ’ ..a = ( -1 ) qq’
+tt’ a.a’ 

, pou r- a e Hq,t ( ô’ ) et a ’ t e Hq’,t’ (A) .

De plus, £a multiplication àe X*(A) est précisément définie ar l’application
q ci-dessus. o

-. (comparer à, la proposition ii de l ’ exposé i) . on vient de voir
que 03C6 (a @) 1 ) = a , jQ (1 @’ a) = a e Puisque y est un homomorphisme d’algèbres
bigraduées, on a



définit bien la multiplication de H (A) . De plus, si a 6~ 

et on a 
’

ce qui achevé la démonstration du théorie .

7. Utilisation de résolutions projectives minimales.

Jusqu’à la fin de cet exposée on suppose que A est une algèbre graduée
augmentée telle que I(A) = 03A3 An ; autrement dit, l’augmentation définit un

isomorphisme A~~ K . Pour commencer~ on ne suppose pas que A soit localement

finie ; cette hypothèse sera introduite ultérieurement. Tous les A-modules (à
gauche) considérés dans ce paragraphe sont supposés munis d’une graduation ~ 0 ~

PROPOSITION 6. - Soit M un A-module (à gauche) muni d’une graduation  0 .

~ M = 0 ~ on a M == 0 . °

?

DÉMONSTRATION. - Par hypothèse , M = I(A).M ; si M n’était pas nul, soit q

une

contradiction, puisque tous les éléments de I(A) sont de degré >0 .

COROLLAIRE. - Si M ~ M’ est un morphisme dans la catégorie des A-modules

à graduation 0 , l’application associée K M ~ K ~A M’ est surjective si
et seulement si M 2014~ M’ est surjectif.

(Il suffit de considérer le conoyau de M ~ M’ et d’utiliser le fait que le

fondeur K ,x)~ M est exact à droite en M) .

DÉFINITION 1. - Un ëpimorphisme f : M ~M’ est dit essentiel si, pour tout

morphisme g : t tel que f o g s o it surjectif, g e s t surj ectif * (Cette
définition est valable dans n’importe quelle catégorie abélienne).

PROPOSITION 7. - Pour que f : t soit un épimorphisme essentiel, il faut
et il suffit que l’application K ~ A M~K ~A M’ définie par f soit un isomor-

phisme.



DEMONSTRATION. - Supposons que K ~A M ~ K M’ soit un isomorphisme. Il

s’ensuit d’abord que f est surjectif (corollaire de la proposition 6) ; mon-
trons que f est essentiel. Soit g : X ~ I~I tel que f o g soit surjectif.;

le ~~ ~ .a c~, - ,~ hI ~ ‘~ K rx~ ~ v~ est et p uis q ue le

second est bijectif, le premier est surj ectif, donc (corollaire de la proposition
6) g est surjectif ; ainsi f est essentiel.

Réciproquement, soit f é M un. épimorphisme essentiel; on sait déjà
que K M --~ K y~ M’ est surjectif, et on va montrer que le noyau est 0 . Soit

N ce noyau, qui est un sous-espace vectoriel gradué de l’espace vectoriel gradué
K M ( sur le corps K) ; prenons une base homogène 
taire, et relevons-la dans M 9 elle engendre un sous-A-module gradué X de M.

Soit g l’ inj ection X ~ M 9 l’ application f o g induit K ~A X ~ K ~A M’ ’
qui est surj ectif par construction ~ donc (corollaire de la proposition 6) f o g

est surj ectif a et puisque f est essentiel, on conclut que g est surj ectif,
donc bij Alors g induit une bij -~ K .~X~~~ M , ce qui prouve
que N = 0 .

PROPOSITION 8. - Soit f â M -r-~~ M’ un épimorphisme essentiel ; si M’ est

proj ectif, f est un isomorphisme.

En effet, le noyau N de f possède dans M un sous-A-module supplémentaire
X , puisque M’est projectif 0 Le composé de l’injection X ---~ M et de f

étant surjectif, il s’ensuit que l’injection X ~ M est surjective ; donc

PROPOSITION 9. - Tout module proj ectif P (dans catégorie des A-modules

à gauche gradués par une graduation 0) est libre et possède une base homogène.

DÉMONSTRATION. - Prenons une K-base homogène de K ~A P , et relevons-la dans
P . On obtient un système dl éléments de P qui définit un morphisme F ---~ P

(où F est gradué-libre) tel que l’application associée K ,x. ~ F -~ i~ ~,~ P soit

bijective. D’après la proposition 7, F ~ P est un épimorphisme essentiel ;
d’après la proposition 8 , c’est un isomorphisme.

C. Q. F. D.



THEOREME 2. - Pour tout A-module gradué M , à graduation  0 , il existe
un épimorphisme essentiel f : P est gradué-libre ; un tel épimor-
phisme est unique à un iscmorphisme près (ceci veut dire que si f’ ô P’ ~ M

est une autre solution du problème, il existe un isomorphisme g : P -~ P’ tel

que f = f ’ o g ; on ne d i t pas qu’un tel g s o it unique).

DÉMONSTRATION. - Prouvons d’ abord l’unicitéo Si on a f et on peut
factoriser f en f’ o g , parce que P est projectif; puisque f est essen-

tiel, g est surjectif ; puisque f’ o g est essentiel, il s’ensuit que g est

essentiel ; donc (proposition 8) g est un isomorphisme.

Prouvons maintenant l’existence. Puisque est un espace vectoriel gra-
dué sur le corps K, il existe une application K-linéaire ~; : K M .-.~ M ,
c onservant le degré, te lle que la composée

soit l’ identité. En tensorisant 03C6 à gauche avec A , on obtient

et en faisant suivre ceci de l’application A -~.~ M définie par la structure
de A-module de M , on obtient une application A-linéaire conservant le degré : 1

qui est telle que si on tensorise à gauche avec K (sur l’anneau A) on obtient

l’application identique K ~A M~K ~A M . Donc (proposition 7) l’application
(7) est un épimorphisme essentiel, et le problème est résolu.

DÉFINITION 2. - Etant donné un 1:-module à gauche M, à graduation  0 , on
appelle résolution projective minimale X de ~i une résolution projective

(où les Xn sont donc gradués-libres, en vertu de la proposition 9) jouissant
de la propriété suivante : si Z n-1 désigne le noyau de d n- 1 (resp. le noyau
de t si si n=0) , l’application induite par

dn (resp. l’application ~ si n = 0) est un épimorphisme essentiel.

D’après le théorème 2, une telle résolution proj ective minimale existe toujours: t
on la construit de proche en proche. De plus deux telles résolutions minimales
sont isomorphes (mais l’isomorphisme n’est pas canonique). On voit facilement
qu’une résolution projective minimale est facteur direct dans toute résolution
projective, ce qui justifie le mot de "minimal" e



PROPOSITION 10. - Soit X une résolution projective minimale d’un à-module

à gauche M . Alors les opérateurs diff érentiels des complexes K ~A X et

s ont nuls. o

DÉMONSTRATION. - Factorisons d n+1 : X n+ 1 ~ X n en un épimorphisme essentiel

f : X n+ 1 "~ Zn et une injection g : Zn  X . n Il suffit de montrer que

l’ application K Zn ---~ K ;~x;~ Xn définie par g est nulle. Or Inapplication

composée

est nulle, et la seconde est un isomorphisme puisque Kn est un épimor-
phisme essentiel. Quant au complexe HomA (X , K) , il s’identifie au dual de
K X , donc son opérateur différentiel est aussi nul.

COROLLAIRE. - Soit X une résolution projective minimale de K (comme
A-module à gauche). Alors

On peut expliciter le début d’une résolution projective minimale de K,

conformément au procédé utilisé pour démontrer le théorème 2. On trouve d’abord
A , l’ application Xo ~ K étant l’augmentation ~: A ~ K . Le noyau

. est I(A) ; on choisit un relèvement c~ 4 K ~x~ . A I (A) ~ I (A) , c’est-à-dire un
relèvement

D’où une application composée A ~K I(A)/((I(A)) 
2 
~ A ~K I(A) 

qui sera l’application d1 : X. ~ Xo -du complexe cherche. Par exemple, pre-
nons pour A l’algèbre de Steenrod S~ pour p = 2 ; on sait (exposé 12~
théorème 3) que les images des Sq2i (i = 0 , 1 , ...) dans I(A)/((I(A))2
forment une base de cet espace vectoriel ; on prendra donc pour X. un A-module

libre ayant une base (e.) en correspondance bijective avec les 
.

o~ B~ B. ’~3-
Sq , et d. associe à 03A3 a. e. (où a. ~ S*) l’élément 03A3 a. Sq2 ~ S* .

i 
~ ~ ~ 

i 
"

On considère ensuite le noyau de c’ e st-à-dire le S*-module des relations

(à gauche) entre les , et on lui applique la méthode utilisée pour la

démonstration du théorème 2. Etc.



8. Utilisation de résolutions injectives minimales.

On va développer des considérations duales de celles du paragraphe précédent;
mais à un moment donné il nous faudra introduire l J hypothèse que 1~algèbre graduée
A est localement finie. Tous les A-modules considérés dans ce paragraphe seront

des A-modules à droite , munis d’une graduation 0 .

PROPOSITION 6 bis. - Sort M un A-module (à droite) muni d’une graduation
5 0 . Si . =0 , on a M=0 .

~ 
, 

~~ 
,

DEMONSTRATION. - Par hypothèse, le sous-espace vectoriel M de M ~ formé des

x ~ M tels que x.a = 0 pour tout a E I(A) ~ est réduit à 0 . Supposons
M ~ 0 , et soit q le plus petit entier ~ 0 tel que M ~ 0 ~ on a évidemment
M = M. d’où une contradiction.

COROLLAIRE. - Si M~M’ est un morphisme dans la catégorie des A-modules

à graduation ~0 ~ Inapplication associée est une

injection si et seulement si M 2014~ M’ est une injection.

~

DEFINITION 1 bis. - Un monomorphisme f : M est dit essentiel si, pour
tout morphisme g : M’ tel que g o f soit une injection g est une

injection. 
’

PROPOSITION 7 bis. - Pour que f : soit un monomorphisme essentiel~
il faut et il suffit que l’application définie par
~ soit un isomorphisme. 

’

PROPOSITION 8 bis. - Soit f : M2014~M’ un monomorphisme essentiel ~ si M

est injectif (dans la catégorie), alors f est un isomorphisme.

A partir de maintenant? on suppose que A est localement finie ; alors A
est une coalgèbre graduée, et tout A-module à droite M ~ à graduation ~ 0 ,
est muni d’une application A-linéaire

qui fait de M un A*-comodule (cf. o proposition 3).

PROPOSITION 9 bis. - Les modules injectifs de la catégorie sont ceux de la
forme A ~ V , où V est un vectoriel gradué (à graduation  0) ,
la structure de A-module à droite étant celle définie par A .
[N. B. : tous les produits tensoriels sont pris sur K ~.



DEMONSTRATION. - Montrons d’abord que A est injectif. Soit V" le bidual

de V , c’est-à-dire le dual-gradué du dual-gradué V . == K) ; on sait
que V se plonge canoniquement dans V" . Choisissons un proj ecteur V" ~ V ,
conservant la graduation. Il induit une application A-linéaire .-~,

-~-~ A~ r~ V , qui fait de V un facteur direct de ~~ V" (au sens des
A-modules gradués) o Il suffit donc de montrer que A f~ V" est injectif j or il

s’ identifie au dual-gradué de .~ ~~~; V r , qui est projectif (libre) , donc il est
injectif en vertu de la proposition 1 a

Réciproquement, . soit l un module injectif quelconque. Posons I) ~ V ,
sous-espace vectoriel gradué de I , et choisissons un K-proj ecteur Z ~ V

respectant la graduation ; composons l’application canonique 1 ~ ~~ et

l’application ~ ~‘i définie par ce proj ecteur. 0n obtient une

application A-linéaire

qui, si on lui applique le foncteur donne Inapplication identique
V -~-~ V . Donc (proposition 7 bis) c’est un monomcrphisme essentiel ; et puisque

V est un module inj ectif , c’ est un is omorphisme (proposition 8 bis~ ~ ce
qui prouve bien que tout inj ectif est de la forme A* ~ v . o

THEOREME 2 bis. - Pour tout A-module gradue ~I à graduation  0 , il existe
un monomorphisme essentiel f : M ~ 1 , où I est de la forme A ~ V ; un tel

monomorphisme est unique à un isomorphisme près.

DÉMONSTRATION. - On prouve d’abord l’unicité (ceci est laissé au lecteur à
titre d’exercice). Occupons-nous ensuite de l’existence : s’identi-

fie à un sous-espace vectoriel gradué M de choisissons un projecteur
M ~ M , conservant la graduation. Composons l’application canonique

et l’application A ~ M définie par le projecteur. On
obtient une application A-linéaire M ~ A ~ M qui, lorsqu’on lui applique le
foncteur définit l’application identique de M . C’est donc un

monomorphisme essentiel.

Cela di.t, on définit de manière évidente la notion de résolution injective
minimale d’un A-module (à droite) à graduation 0 . Une telle résolution
existe toujours ; deux résolutions injectives minimales de M sont isomorphes
(non canoniquement). Une résolution inj e ctive minimale de M est facteur direct

dans toute résolution injective de M .
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PROPOSITION 10 bis. - Soit Y une résolution injective minimale d’un A-module

à droite M. Alors l’opérateur différentiel du complexe est nul.

COROLLAIRE. - Si Y est une résclution injective minimale de K , on a

H om (K , Y~) ~H~(A) . °
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