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7-01

TECHNIQUES DE CONSTRUCTION EN GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE

par Alexander GROTHENDIECK

I. DESCRIPTION AXIOMATIQUE DE L’ESPACE DE TEICHMÜLLER
ET DE SES VARIANTES

Séminaire Henri 
13e 19~60% 1 ~ n° 7-8

19 1960
et 9 janvier 1961

INTRODUCTION. - Notre objet, dans le présent exposé et dans les exposés ultérieure
est le suivant :

(a) Dégager un mécanisme fonctoriel général pour une théorie globale des modules.
De peur d’effrayer les auditeurs par une débauche de catégories abstraites, nous

coençons par un cas typique, indiqué dans le titre de cet exposée Il semble que
même dans le cas des familles de courbes elliptiques, le formalisrae auquel on

arriva n’a pas été bien explicité dans la littérature.

(b) Dégager "la bonne formulation" d’un certain nombre de problèmes de "modules"
dans le cadre des espaces analytiques. Pour l’instant, on ne peut guère faire mieux,
dans les cas généraux, qu’ avancer des conjectures de théorèmes d’existence raison-

nabl e s .

(c) Donner, moyennant des hypothèses convenables de "projectivité" pour les mor-
phismes envisagés , des théorèmes d’existence utilisables pour les problèmes en-

visagés dans qui incluront en particulier le théorème d’existence pour l’es-

pace de Teichmüller.

(d) Chemin faisant, la nécessité deviendra manifeste de revoir les fondements
de la Géométrie analytique, en s’inspirant de la théorie des schémas. En particu-

lier, il importe d’admettre des éléments nilpotents dans les anneaux locaux des

espaces analytiques. Ce n’est qu’à cette cond tion que les théorèmes peuvent s’énon-

~sr simplement et dans toute leur force.

1. La catégorie fibrée des "courbes de genre g " au d’espaces analytiques

variables.

Dans cet exposée nous admettrons provisoirement la notion analytique
qui sera défini avec la généralité qui convient dans le prochain En atten-

dant, tous les énoncés resteront vrais (mais seront moins forts) en prenant ce



terme dans le sens ancien de SERRE ; la plupart eeront vraie aussi en eo limitant

à des variétés complexes.

Un e space analytique au-dessus d’un e spa ce analytique S est, conformément aux

définitions générales dans les catégories, un espace analytique X muni d’un

morphisme f : X .~ S . Ils forment une catégorie de façon évidente, pour S 

soit  . Si on a un morphisme

on en déduit un foncteur

appelé ’’foncteur changement de base", de AS dans A~, . Il a des propriétés évi-
dentes de transitivité, explicitées dans ~3~ ~ et [5].

Un espace analytique X est dit simple au-dessus de S si, pour tout point

x il existe un voisinage ouvert V de x et un voisinage ouvert U de

s = f(x) , tel que V soit au-dessus de et soit U-isomorphe à un produit
U où C est une Variété complexe. Si, de plus, f est propre, on obtient la

notion de "famille complexe de variétés complexes" de Kodaira-Spcncer, mais sans

restriction de non-singularité sur la base. Nous n’adopterons pas la terminologie

"f am.illes"~ trop pesante.

Une "courbe (algébrique) de genre g 
" nu-dessus de S définition, un

espace analytique X sur S ~ propre et simple sur S , et dont les fibres (qui
sont donc des vériétés complexes compactes) sont connexes, de dimension complexe

1 , et de genre g . On peut donc les considérer comme des courbes algébriques de

genre g ~ d’où la terminologie. De plus, nous conviendrons dans tout cet exposé
que g  1 , et lorsque g = 1 , nous sous-entendons dans la notion de "courbe (le

genre g = 1 au-dessus de S "~ la donnée d’une section do ~L au-dessus de S

(par quoi nous entendons évidemment : section e. ~~n 

s : S - X tel que fs = idS ). Nous considérons les courber de r 

do S comme une catégorie JS dont les morphismes sont les 

astreints dans le cas g = 1 à transformer la section marquée on la section marquée.

Un changeant de base SI -+ S transforme une courbe de genre g au-dessus de

S en une courbe de genre g au-dessus de 3’ (en convenant, pour g = 1 , de
prendre comme section marquée l’image inverse de la section marquée) . De cette fa-

les de genre g sur des espaces analytiques variables forment une

catégorie fibrée 5 .



Le but de la théorie est d’en déterminer la structure de façon simple, à une

"équivalence de catégories fïbrée s" prés. ’

Soit A(S) l’ ensemble des classes, à un isomorphisme près, d’objets de JS,

i. e. de courbes de genre g au-dessus de S. C’ est ! pour S variable, un foncteur con-
travariant de la catégorie des espaces analytiques dans le catégorie dos ensembles :

Si aucun objet de n’ avait non triviale la catégorie S~
serait connue, à une équivalence près, par la connaissance de 1’ensemble A(S) ;
et si cette condition était vérifiée pour tout S ~ la catégorie fibrée S serait

connue à une équivalence près par la connaissance du foncteur A . Si de plus A

était un foncteur représentable, i. e. isomorphe à un foncteur de la forme 3 

Hom(S , M) ,où M est un objet convenable de (xn~ ~ alors la catégorie fibrée
S serait connue à une équivalence près par la donnée de cet objet On peut

appeler une telle catégorie fibrée une "catégorie fibrée représentable".

En fait, les courbes de genre g peuvent avoir des automorphismes non triviaux,
donc S n’est pas une catégorie fibrée représentable. Nous verrons plus tard (§ 7)

que l’ existence de tels automorphismes empêche de même le foncteur A d’être repré-
sentable.

Pour arriver à une théorie satisfaisante, il faut donc éliminer les automorphie-
mes dos structures considerées, par introduction de nouveaux éléments de structure,

ayant pour effet de rendre "rigide" la structure initiale.

2. Elimination dos automorphismes ? le foncteur P(X/S) et ses variantes. 

tures de Teichmüller, de Torelli, de Jacobi. 

Nous prouverons ultérieurement le résultat suivant (qui est bien p:!,as que ce

qu’ il faut pour donner un sens aux définitions qui vont suivre) :

2 .1. -~ Soit X une courbe de g espace analytique
s . Alors -X est un fibré topologicue localement trivial sur S .

La question étant locale S , il suffira par la suite de prouver que

tout point de S a un voisinage ouvert tel que xf ~T est isomorphe à l’image in-
verse d’une courbe de genre g au-dessus d’une variété complexe M par un morphisme

effet, on sait qu’une "famille complexe de variétés paramé-
trée par une variété, est localement triviale du roint ;.me torologique.



Ce résultat, une fois admis, nous permet de construire divers revêtements prin-

cipaux de S , De façon générale! soit X un espace topologique fibre localement

trivial sur un espace topologique S ~ de fibre Co un complexe simplicial fini.

Soit G le groupe des homéomorphismes de C 0 sur modulo la relation

d’homotopie pour les applications continues. Plus généralement, si C ~ Ci sont

deux espaces topologiques, désignons par l’ensemble des homéomorphismes
de C sur module IL’ homotopie des applications continues ; ainsi les élé-

ment s des ensembles ’C’ ) se composent de façon évidente, et G n’est autre

que I(Co , C! ) . Si .’ est homéomorphe a Co , alors I(Co , C) cst de. façon
évidente un ensemble principal homogène de groupe G , Revenant à X , on voit

alors que l’ensemble réunion des I(C , X) pour où X ost la f ibre
" "o"s s

de X en s ~ est muni de façon naturelle d’une structure de revêtement prin~
cipal de S ~ de groupe G 9 dont la description par changements de cartes e; t

laissée au lecteur. Soit R(X/S) ce revêtement principal de groupe G. On voit

alors que pour C o fixé, l’opération a les propriétés suivantes :

(i) Elle est fonctorielle en X pour S fixé;

(ii) Elle ost compatible avec le passage aux images inverses de fibrés.

Notons aussi que le groupe G opère sur les groupes d’homologie et de cohomo-

logie de Co; prenant les fibres associés sur S au revêtement principal
X/S) et aux opérations précédentes, on trouve précisément les systèmes locaux
de l’homologie et de la cohomologie dos fibres de ~~S . Dans ces considérations,
le groupe de coefficients était arbitraire. 

’

Dans le cas où C est l’espace topologique s0us-jacent d’une courbe de genre
g (donc une surface topologiquc compacte de genre g ), il est connu que le groupe
G s’applique sur le groupe dos autosorphismcs du Z) = Z , d’où- q - ~ ..~ _ ~ o > 

~~~ >
dans G un sous-groupe d’indice w , formé dos classes d’ rr£, scrvs,r,t

l’orientation, soit Y . La donnée d’un système continu d’orientations sur les fi-

bres de X est donc équivalente à la donné: d’une du 

pal de S j, do groupe Z/2Z , associé à R(X/S) , ou encore a une restriction du
groupe structural de G à Y . Il on résulte donc un principal sur S

de groupe 03B3 , que nous notorons P(X/S) .

Soit Co une courbe algébrique d,; g . On 

groupe de Teichmüller pour Co , ci on le groupa des classes (à une

honotopie d’applications continues près) d’homéomorphismes de C sur 



préservant l’orientation. Si X est une oourbo de genre g au-dessus d’un espace

analvtique, on appelle revêtement de Teichmüller de S associé et on notera

P(X/S) , l’ensemble des classes (à une homotopie d’applications continues près)
d’homéomorphismes préservant l’orientation de Co sur les fibres X s de X sur

S , cet ensemble étant considéré de la façon explicitée plus haut comme un revôte-

ment principal de S ~ de groupe y opérant à droite.

C’est a priori un revêtement torologiquo, mais nous pouvons le considérer aussi

comme l’ espace sous-jacent à un espace analytique au-dessus de S également noté

p(X/S) , défini à un isomorphisme près par la condition que la projection structu-
rale soit un isomorphisme local. Le groupe y opère alors par S-automorphismes
de l’espace analytique P(X/S) . (Cf. un exposé ultérieur) .

La formation de satisfait aux conditions suivantes :

~i~ Pour S fixé, elle est fonctorielle en 

(ii) Elle est compatible avec le passage aux images inverses,

(iii) Tout automorphisme d’un X qui induit l’identité sur P ( x~S ) ~ est

l’identité.

Les conditions (i) et (ii) résultent trivialement des sorites, la condition (iii)
sera vérifiée dans un exposé ultérieur. (C’est ici que la convention spéciale pour
g = 1 est nécessaire).

DEFINITION 2.2. - On appelle structure do Teichmüller sur une courbe X de genre

g au-dessus de l’espace analytique S ~ toute section du revêtement de Teichmüller

p(X/S) au-dessus de S.

Ici d’ ailleurs, il y a correspondance biunivoque entre sections topologiques, et

sections d’espaces analytiques. Comme y opère à droite sur P(~/S) ~ il opère à

droite sur l’ensemble des structures de Teichmüller. Si S est connexe non vide,
et si l’ ensemble des structures de Teichmüller sur X/S est non vide, c’est un

ensemble principal homogène dont le groupe est le groupe de Teichmüller y . Une

courbe de genre g au-dessus de S , munie d’uno structure de Teichmüller, est

appelée une courbe de Teichmüller (de genre g ) au-dessus de S .

Les courbes de Teichmüller de genre g au-dessus de S fixé, forment une caté-
gorie pour la notion évidente de S-isomorphismc de courbes de Teichmüller. En
vertu de (iii) (et compte tenu du fait qu’un S-automorphisme d’un revêtement
principale qui laisse fixe une section, est l’identité), on voit qu’un automorphisme



d’une courbe de Teichmüller est l’identité Grâce à (ii), on a aussi une notion

d’image inverse d " une courbe de Teichmüller au-dessus de S par un morphisme

S’ ~ S . Ainsi, les courbes de Teichmüller de genre g forment une catégorie
fibrée sur la catégorie des espaces analytiques.

Les développements qui vont suivre, à commencer par le théorème principal d’exis-

tence, n’utilisent que les propriétés (ii), (iii) de l’opération P(X/S ~ .
D’autres opérations ayant les marnes propriétés sont également utilisées par les

géomètres. Posons à titre provisoire la

DÉFINITION 2.3. - Soit y un groupe discret. Supposons donnée pour tout espace
analytique S ~ un foncteur (covariant) de la ca,tégorie ~ S des courbes de genre

g au-dessus de S dans la catégorie des revêtements principaux de S do groupe

y J soit X/S P(X/S) , et des isomorphismes de compatibilité pour le changement
de base , de façon à obte ..° un fonction cartésien P (cf. i 5]) de la catégorie
fibrée des courbes de genre g dans la catégorie fibréo des revêtements principaux
de groupe y d’ espaces analytiques o On dit P est un foncteur rigidifiant si
~~~ , , -- -,~-..,N . t..-... ,- , ..-..

la condition (iii) ci-dessus est vérifiée, i. a. si tout automorphisme d’un objct

qui induit l’identité dans est l’identité.

REMARQUE?. n -Les conditions un peu vagues (i) et (ii) signifient on réalité qu’on
précis qui est explicité dans ~5~ . Noter

aussi qu’on aura à considérer dans d’autres contextes des fondeurs rigidifiants

plus généraux, car il n’est pas toujours possible de "rigidifier" par des 

iv e. en fixant des suppléments de structure de naturo essentiellement dis-

crète c La possibilité de le faire ici tiont au fait qu’ une courbe algébrique de

genre g d’automorphisme infinitésimal non nul (qui pour g = 1 respecte

le ’point i. c r s’annule en ce point).

Si on donné un fondeur rigidifiant P (pas nécessairement le fondeur de

Teichmüller), on peut définir la notion de P-structure sur une courbe de genre

g au-dessus de S comme étant une section de de S. Les

remarques ci-dessus pour le cas du fondeur fibrant de Teichmüller restent valables

manifestement dans ’Le cas général. Ainsi, les courbes de g munies d’une

P-structure, ou P-courbes, forment une catégorie fibrée, notée , au-dessus de
la catégorie des espaces analvtiques. Un objet de , i.e. une courbe au-dessus

S munie d’une P-structure, n’a pas d’automorphisme non trivial.



Il reste à dnnner quelques exemples. De façon générale, soit P un foncteur

rigidifiant relatif 2 un groupe ~r ’ et considérons un homomorphisme de groupes

Y -~ y’ . Pour toute courbe X de genre g au-dessus d’un espace analytique S ~

posons

Il est immédiat que de cette façon on obtient un foncteur fibrant de la catégorie
fibrée des courbes de genre g dans la catégorie fibrce des revêtements prin-
cipaux de groupe Lorsque le noyau de l’homomorphisme Y -~ y’ est assez

petit, ce sera également un foncteur rigidifiant (cf. § 8). Dans les deux exemples
suivants, P sera le foncteur rigidifiant de Teichmüller, donc y le groupe de

Teichmüllor. Nous montrerons au paragraphe 4 que tout fondeur rigidifiant peut

d’ailleurs se déduire de cette façon du foncteur rigidifiant de Teichmüller.

Le groupe y opère de façon évidente sur H~ (C. o , Z) , et il laisse d’ailleurs
fixe la "forme intersection" sur ce groupé ’abélien libre de rnng 2g. Cette forme

est une forme alternée non dégénérée sur Z , comme il résulte de la, dualité de

Poincaré. Prenant une base dans le H- ? on trouve donc une représentation

d’où un foncteur fibrant

__ 

J 
__ __

~(X/S) est aussi le revêtement principal associé au système local dos

H (X ~ Z) ~ considéré comme système local en groupes abéliens libres de rang g

munis d’une forme alternée non dégénérée sur Z , On peut aussi remplacer le

groupe dE coefficients Z par Z/nZ , où n est un entier? d’où un fondeur

fibrant

relatif an groupe fini qui se déduit du précédent par "réduction
mod n ". Nous prouverons par la suite :

LEMME 2.4. - Il existe un entier ri > C tel que le foncteur fibrant P soit

ri nidifiant.

Cela impliquera a fortiori que le fondeur fibrant P’ , et à plus forte raison
lo fondeur fibrant P de Teichmüller, est rigidifiant.

~~B~ 
.



Le foncteur P’ introduit ci-dessus pourrait s’ appeler lv fonot.QU1’ fibrant de

Torelli, et P le foncteur fibrant de Jacobi d’échelon n.

Il semble que SERRE puisse montrer, on utilisant la théorie des

anneaux d’endomorphismes des variétés abéliennes, que Pn rigidifiant dès

que n ~, 3 .

3. Le théorème fondamental d’ oxistence : l’ espace de Teichmüller et ses variantes.

Opérations de y sur T .

Par la suito, nous supposons fixé le genre g ~ 1 ~ et un foncteur rigidifiant
P relatif a un groupe discret y . Il lui correspond donc ia catégorie fibrée
3~ dos P- courbes algébriques au-dessus d’espaces analytiques variables. Nous
avons fait ce qu’il fallait maintenant pour avoir une "catégorie fibrée représen-
table". De façon précise, nous prouverons dans un exposé ultérieur :

THÉORÈME 3.1. - Il existe un espace analytique T , et une P-courbe algébrique
V au-dessus de T , qui soient universels au sens suivant : pour toute P-courbe

algébrique X au-dessus d’ un espace analytique S J il existe un morphisme et
un seul g de S dans T , tel que X soit isomorphe (avec sa P-structure ) à

1~ image inverse par g de V/T .

Bien ontondu, T ot V sont déterminés à un isomorphismo unique près par cette

condition. On peut aussi exprimer ce théorème en introduisant le fondeur con-

travariant en l’espace analytique S :

Ap (S) = ensemble à un près d’objets de FPS

L’énoncé 3.1 signifie que ce fondeur est représontale, of. [4].

3~~. ~

1° Nous prouverons -m n$me que T un et est

une variété complexe~ do dimension 3g - .3 ~n chacun d~ pos Doints si g ~ 2 ~
de dimension 1 si g == 1 

2° Lorsque P est le fondeur rigidifiant de Teichmüller, l’espace T introduit

ci-dessus s’appelle l’espace de Teichmüller pour l.js courbes de genre g . On dé-

finit de même 1’ espace (le Torelli et l’espace de Jacobi d’échelon n ( n entier

assez grand). On peut montrer que l’homomorphisme naturel du groupe de Teichmüller
dans le groupe Z) est surjectif, d’où il résulte que les espaces de


