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Séminaire Henri CARTAN 11-01
2 (o]
13e annéde, 1960/61, n° 11 30 janvier 1961

TECHNIQUES DE CONSTRUCTION EN GEOIETRIE ANALYTIOUE

per Alexander GROTHENDIECK

e ¢
Iv. FORMALISIE GENERAL DES FONCTEURS REPRﬁSENTABIES

l1e Introductione

Le but de cet exposé et du suivant est de donner certains énoncés généraux sur
les problémes universels dans les catégories, plus ou moins triviaux mais d'un
usage constant dans les techniques de construction, et de développer certains
exemples particuliérement simples. Ces derniers sont destinés & familiariser le
lecteur avec le yoga des foncteurs représentables, qui ici permet d'éviter, une
fois obtenus certains théorémes d'existence (fort élémentaires en 1l'occurrence),
les habituelles vérifications fastidieuses pour 1'analycité de diverses applications
naturelles. D'autre part, nous aurons besoin par la suite des fibrés en grassman-
niennes pour la eonstruction des "schémns de Hilbert".

2. la notion de foncteur reprdésentablee

Nous allons rappelerici le langage des foncteurs représentables esquissé dans
(1], II, A,n° 1.

Soit G une catégorie. Pour tout objet X dans C , soit hy le foncteur con-

travariant de & dans la catégorie des ensembles

hy C° - (Ens)
défini par la formule
hy (¥) = Hon(Y , X) .

Un morphisme X - X! dans C définit de fagon évidente un morphisme hy = hy,

de foncteurs ; en d'autres termes, hy est un foncteur en X , i €e On a un
foncteur canonique

ht C - Hom(C® , (Ens))

de C dans la catégorie des foncteurs ¢°% - (Ens) .

Soit X un objet de C , F wun foncteur contravariant de & dans (Ens) .
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Soit u hx-» F un homomorphisme fonctoriele I1 définit en particulier une ap-
plication

u(X) : hx(X) = Hom(X , X) » F(X)
d'ol un élément
a(u) = uX) (idy) € F(X) .
On obtient ainsi une application canonique

a : Hom(hy , F) » F(X) .

Inversement, soit & un élément de F(X) , on va lui associer un homomorphisme
fonctoriel

[3(5,) H hx—» P

en définissant, pour tout objet Y de C ,
BE) (D + hy(D) = Hom(Y , X) » F(Y)
par la formule
BE) (V) (£) =F(£) (8) .
PROPOSITION 2¢1. = Ltapplication canonique
a ¢ I-Iom(h,x s F) » F(X)
est bijective ; son inverse est l'application P définie ci-dessuse
Faisant F = hy, , on en conclut
THEOREME 2.2, - Le foncteur canonique
h : G Hom(C® , (Ens))

est pleinement fidéle, i. e. pour tout couple d'cbjets X , X' de L, 1l'applica-
tion correspondante

Hom(X , X!') - Hom(hy , hX')
est bijective.

En particulier, si un foncteur contravariant F de L dens (Ens) est isomor-

phe & un foncteur de la forme hy , alors le couple (X , u) formé d'un objet X
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de C et d'un isomorphisme u ¢ hy-s F , détermine X & un isomorphisme unique

prés. On dit alors que le foncteur F est représentable, et la proposition 2.2

signifie que le foncteur h induit une équivalence de la catégorie ‘g\' avec la

catégorie des foncteurs contravariants représentebles de C  dans (Ens) . Mous

appellerons solution du probléme universel déterminé par le foncteur F tout

couple (X , u) formé d'un objet X de F et d'un isomorphisme u : hX: F .
En vertu de (2.1), la donnée d'un homomorphisme u : hy » F équivaut a la donnée

dtun élément & de F(X) , et dire que (X , W) est une solution du probléme

universel déterminé par F signifie aussi que & satisfait & la condition suivan-

te ¢ Pour tout objet Y de G , l'application B(§) (Y) =

Hom( , X) » F(Y)

oui applique un morphisme f : Y > X en 1'élément F(f) (§) , est bijective. Si
cette condition est satisfaite, on dit aussi que le couple (X , ¥ représente le
foncteur F . Par abus de lan;age, on dira également que 1l'objet X de C_ repré-
sente le foncteur F , s*il existe un § ¢ F(X) tel que (X , E) représente F ,
1. e« si hy est isomorphe a F .

Rappelons aussi que le foncteur X~~- hy commte aux limites projectives, D'ail-
leurs les limites projectives "guelconques" (i. e. relatives aux types de diagram-
mes se trouvant dans 1'Univers qui intervient implicitement dens la définition de
1la catégorie des ensembles (Ens)) existe dans _Ijgg(\(f , (Ens)) , et se calculent
par la formule
(4mF,) (X) = LnF, (X)

.
3

(que nous utiliserons notamment pour les produits ordinaires et les produits fibrés).
Ceg remarques permettent de définir simplement la donnée diune structure de groupe
sur un objet X de C (ou toute autre structure algébrique d'espice déterminée),
en termes du foncteu; hX , ou plus généralement en termes d'un foncteur F que re-
présente X , comme 1= donnde d'une structure de graupe sur tout F(Y) , telle que

pour tout morphisme Y - ¥' , l'application correspondante F(Y') » F(Y) soit un
homomorphisme de groupese

3. Changement de base dans un foncteur. Foncteurs relativement représentables.

Considérons un foncteur

i:&'—)C

e

“
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et soit F un foncteur ‘9\'0 -» (Ens) , représenté var un couple (X , £) . Pour
que F o i° soit représentable, il faut et il suffit que le foncteur isomorphe

hy © i°

Ttons Hom(i(T?) , X)

le soit, condition qui ne fait intervenir que i et X , et cu'on exprime en die
sant que le foncteur adjoint de 1 est défini en X . Si én suppose choisie la
valeur de ce foncteur adjoint pour X , i. ee un couple (j(X) , p) , avec

J(X) € ObC' , et pe Hom(i(j (X)) , X)) , alors on voit aussit8t que le couple

Xt =3 , & =F(pE)) donc Er'e F(i(X?))

représente le foncteur F o i°.

Considérons par exemple un objet S de G , et prenons pour (! 1la catégorie

C /3 des objets de C au-dessus de S , pour i 1le foncteur canonique
v, ~AN

i/s H ~Q/S —)& .

On posera alors, pour tout foncteur contravariant F sur G

L]

et on dira par abus de langage oue F/S est la restriction de F é_‘vg/s e Ici
le foncteur adjoint de i/S est le foncteur X~~X x S , considéré comme un fonc-
teur de G dans Qg (qui s'interpréte, lorsque C nadmet un objet final e ,

comme un foncteur changement de base pour le morphisme S = e )e On obtient donc
en particulier :

PROPOSITION 34l1s = Soit F un foncteur contravariant de ’9\' dans

(Ens) , re-
présenté par un couple

(X, 8 , et soit S un objet de G o Pour que le foncteur

F/S » restrictionde F a &/S y soit représentabley il faut et il suffit que le

produit X x S existe, et alors (considérant X x S comme un objet au-dessus de
S par la deuxiéme projection pr. ), F est représenté mar (X x S , F(pr,)E)) .
279 % /s ’ 1

Appliquant ceci au cas ou L est elle-mfme une catégorie de la forme ~Q/S , Ou

directement en not~nt que por définition le foncteur changement &baedéfini par un
morphisme

St S

est le foncteur adjoint du foneteur canonique évident
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e/ % Crse>Css s

on trouve ¢

COROLIAIRE 3+2. - Soit F un foncteur contravariant de «E/S dans (Ens) , re=-
présenté par un couple (X , E) , et soit S!' un objet au-dessus de S « Pour
que le foncteur F/S! soit repx:ésentable, il faut et il suffit que le produit fi-
bré X xg S' existe, et alors F/S= est représenté par (X xq S' , F(prl) ®) ,
o X xg S?' est regardé comme un objet au-dessus de S' par o, .

Notons aussi la formule de transitivité de la restriction

(F/S\/S' = F/S: s

valable lorsqu'on a un morphisme S?- S dans ’\9\' , formle qui résulte de 1l'as-
sociativité de la composition de foncteurs et de

ise =15 ° s -

Supposons maintenant que ‘& admette un objet final e , c'est-a-dire un objet

est un ensemble réduit & un seul point. En vertu de (2.1), la donnée d'un homo-
morphisme fonctoriel ¢ - F , i. e. d'un élément u(T) dans chague F(T) , variant

fonctoriellement avee T , équivau™ & la donnée d'un élément & de F(e) , gréce
4 la correspondance

tel que le foncteur he soit isomorphe au foncteur constant ¢ ¢ Ta~ns a , o0 a

w@ =Fl) &)

ou Pp est 1l'unique morphicsme de T dans e . Il nous sera commode pourla suite

d*introduire le foncteur F&‘; _ isomorphe a h, et a4 ¢ , défini par la formulc
(@ = (Fap @) < PO

qui est un "sous-fonctcur" de F , i. e. pour tout T , FE; (T) est une partie de
F(T) (d'ailleurs réduite i un seul élément en 1'occurrence) [N. Be = Une autre
fagon de présenter les choses serait de définir F comme le foncteur ponctuel-
type c¢ , mais runi de son homoxrorphisme c - F Jo Lorsque _§ est de nouveau
quelconque, il est vrai que pour tout objet S de C , la catégerie _g/s admet
un objet final, savoir S (considéré comme objet au-dessus de S grfice a idS ).
Si alors & est un objet de F/S (8) =F(S) , on écrira simplement FE, au lien de
(F /S)E', « On se rappellera cue c'est un foncteur contravariant sur &/S (et non
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sur '\9\')0
Soit alors
uas: F- G

un homomorphisme de foncteurs, et soit n € G(S) ; donc le sous—foncteur Gq de

G/S est défini. On désignera par F_ le sous-foncteur de F/S » image inverse

de G par 1l'homomorphisme u/g : F/S - G/S . Donc, pour tout T au-dessus de
s, (T) est l'ensemble des éléments x de F(T) dont 1'image dans G(T)
égale a G(pT) (n)

est

u(x) = G(pp) 0) ,
oh pp: T S est le morphisme structurale Donc le carré d'homomorphismes sui-
vant, dans Hom(g:) , (Ens)) , est cartésien :

ou les fl&ches horizontales sont les morphismes d'inclusione

DEFINITION 3e3. —= Soit u: F- G un homomorphisme de foncteurs contravariants

de & dans (Ens) « On dit que u est représentablc, ou que F
représentable pour u , ou que F

est relativement
est représentable au-dessus de G , si pour

tout objet S de & et tout n € G(S) , le foncteur contravariont F'q sur '&'/S
défini ci-dessus est représentable,

Cela signifie donc aussi que pour tout objet S de G et tout homomorphisme
fonctoriel ¢ /s G/S s le foncteur contravariant sur G /s produit fibré de /s
et F/S sur G/S » est représentable.

IEMME 3.4e - Soit u ¢ F » G un homomorphisme de foncteurs contravariants de
0 dans (Ens) , et supposons que F soit représenté par un couple (X , &X) ’

G par un couple (Y, qY) ; donc u est obtenu per un morphisme f 3 X > Y.
Soit S wun objet de C et soit ng€ G(S) , enfin soit p: S » Y le morphisme
qui lui correspond. Pour que lc foncteur K soit reprisentcble, il faut et il

suffit que le produit fibré X Xy S existe, et alors FS

est représenté par le



11-07

couple (X xy S , F(gry) (qx)) s 01 X xy S est regardé comme un objet sur S
grice & pr, .

En effet, 1l'application bijective en T/S :
Hom(T , X) » F(T)
induit une application bijective

Homy (T , X) - F,qs (T) ,

comme on le voit sur le diagramme commutatif

Hom(T , X) - Hom(T , ¥)

g )
F(T) -+ G(T) .

Donec il suffit d'appliquer (3.2) au morphisme p : S - Y , et au foncteur EI',‘ .
S

On en conclut ¢

COROLIAIRE 3.5¢ = F , G ,u,et X, Y , f é&tant comme ci-dessus, pour que
I soit relativement représentable pour u , il faut et il suffit que le morphisme

f soit quarrable, i. e. que pour tout S sur Y , le preduit fibré X Xy S exis-
tee

(Cette condition sera automatiquement vérifide dans les cas que nous rencontre-
rons)s Réciproquement

IEME 3+.6e -~ Soit u ¢ F -+ G un homomorphisme fonctoriel j; supposons G re-
rrésentable par (Y , qY) » et F relativement représentable pour u . Alors F
¢st représentable par un couple (X , f]x) s €t le morphisme f ¢ X - Y qui cor-
respond &4 u est quarrable.

En effet, considérons le foncteur F sur «E/Y , 1'hypothése implique qu'il
¢st représentable ; soit (X , gx) un gouple qui le représente. Donc on a
t€ Fny(®) c F(X) ; c’est un élément de F(X) dont l'image ny dans G(X) est
igale & G(f) (qY) you £f: XY est le morphisme structural. Je dis que

(x, F;x) représente F . En effet, 1a donnée d'un élément &g de F(S) (e S
st un objet quelconque de C ) équivaut & la donnée d'un élément ng de G(S)
(savoir wu(S) (E,S) ) » plus un élément de F(S) au—dessus de Ng » ou encore a la
lonnée d'un morphisme p : S » Y , (permettant donc de considérer S comme un

bjet de C /Y ), plus un élément de FT] (S) , ou, ce qui revient au mfme par hypothésc,
v

-
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d'un Y-morphisme S - X . Mais la donnée d'un tel couplc équivaut & la donnée
d'un morphisme quelconque S - X . Ia derniére assertion de (3.6) est contenue
dans (3.5). Conjuguant ces résultats, on trouve 3

PROPOSITION 3.7. = Soit u ¢ F - G un homomorphisme de foncteurs contravariants

de .G dans (Ens) , ct supposons G représentable. Pour que F soit relative-
ment représentable pour u , il faut et il suffit que F soit représentable, et
que le morphisme f : X -+ Y qui correspond & u soit quarrable (cette dernidre
condition étant automatiquement vérifide si, dans ‘& s le produit fibré de deux
objets sur un troisiéme existe toujours).

COROLIAIRE 3.8. - Supposons que G admette un objet finol e , et soit ¢ 1le
foncteur contravariant constant S~~~ a sur C (objet final de Hom(.‘CN° , (Ens) ).

Soit F wun foncteur contravariant de C dans (Ens) , et considérons 1l'unique
morphisme u ¢ F - ¢ « Pour que F

faut et il suffit que F

soit relativement représentable pour u , il

soit représentable par un objet guarrable X de C .

I1 suffit en effet, dans (3.7), de faire G =c , et de noter que c est re-
présentable par e o [No B. ~ Un objet de C_ est dit quarrable si son produit par
tout objet dec .\9\, existe ; si C admet un objet final e , cela signifie aussi que
1ltunique morphisme X -+ e est quarrable. D'ailleurs, dire qu'un morphisme X - ¥
est quarrable sipgnifie aussi qu'il définit un objet quarrable de ~g/Y Je

COROLLAIRE 3.9. = Soit u ¢ F -» G un homomorphisme représentable de foncteurs

contravariants de G dans (Ens) ¢ Soient S un objetde G , n € G(S) , et

(Xn » £ ) un couple représentant le foncteur F, . Alors, pour tout objet St

sur S le oduit fibré X' =X x, S' existc, et le couple ! ') avec
’ pr n n *s ’ P (Xn ’ &n ’

g = F (pr;) (§_') , représente le foncteur FT\' y Cu N' est l'image dc n par
F(S) » F(S:) .

On note que le foncteur F_, n'est autre que (Fq)/S' , t on applique (3.1).
I1 résulte en particulier de (3.9) que lc morphisme structural X =S est quarrable.

PROPO3ITION 3.10.

(i) Considérons un diagrammc cartésien d*homomorphismes de foncteurs contrava-
riants de C dans (Ens) @
Fe F?

ul uyd

G « G*
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Si u est représentable, il en est de mfme de u' .

(ii) Un isomorphisme de foncteurs u ¢ F - G est représentables Un composé de

deux homomorphismes u 3 F -+ G et v : G- H qui sont représentablea, est un
homomorphisme représentable.

(iii) Réciproquerent, si wvu et v sont représentables, u 1lleste
DEMONSTRATION.

i) lLe diagramme cartésien donné implique, pour tout objet S de C , un diagram-
R er

me cartésien pour les restrictions a aE/S « Pour un homomorphisme c/g G' , on en
déduit un isomorphisme

Fls xar/s /s =¥/s *a/s ¢fs

I1 résulte de 1l'hypothése que le deuxiémc membre est représcntable, donc il en
est de mfme du prenier,

Ce. Qo F. D. ‘

(ii) La premiére assertion est triviale. Considérons un morphisme c /s H /s 9
d'ou des homomorphismes de foncteurs

u! u!
F X c —_— G x [ —) C .
/S *H /s /S /S "H /s /S /s

D'aprés 1l'hypothése, le deuxiéme terme est un foncteur représenteble, et d'aprés
(i) le premier homomorphisme est représentable, dene, nar (3.7), lc premier terme

est représentable, ce qui prouve que F -» H est représentablce

(1ii) Réciproquerent, si vu ct v sont représcntables, alors, dans lc diagrame
me précédent, les foncteurs sont représentables ; de plus (si X et Y sont les
objets qui représentent le premier et le deuxidme) les morphismes structuraux
X 55 et Y- S sont quarrables, en vertu de (3+9), d'ou résultc aussit8t que lc
S-morphisme X - Y est quarrable. Donc, en vertu de (3.7), 1l'hemomorphisme de
foncteurs u' est représentablees Si slors on s¢ donne un homomorvnhisme c/g G/S R
on prendra ci-dessus pour /s H/S le composé du précédcnt -vee U G/S—» H/S ’
donc 1l'homomorphisme donné se factorisec en

c/g > Grg xy PRNERE .

Donc on 1it sur le dizgrammc
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F/S(- F/S xH/S C/S G—F/S xG/S C/S

l

G/s < G5 *u,. °/s < /s
/S
que F/S xC}/S C/s = €/ s€ Jéduit de u' par le changement de base
C/S -> G/S xH/S
de (3.7), implique que F /s *a/s /s est lui-mfme un foncteur représentable.

C/s + En vertu de (1), 11 est donc représentable, ce qui, en vertu

C. Q. F. D,

COROLLAIRE 3.1l. < Considérons deux homomorphismes de foncteurs contravariants
de G dans (Ens)

ut F-26G6, ve H=G .

Si F et H sont représentables sur G , il en est de mfme de F x, H .

G
On conjugue (i) et (ii) . La vérification directe est d'ailleurs triviale :

si n € G(S) , et si Fﬂ est représenté par (X , &) , H par (Y, §) , alors

(F xG H)n = Fﬂ x HTI est représenté par (X xg ¥ (& &) « La construction
analogue est valable pour un nombre fini quelconque de facteurse.

COROLLAIRE 3.12. — Avec les notations précédentes, supposons le foncteur F re-—
présentable, et H représentable au-dessus de G . Alors ¥ xy G est représen-
table.

En effet, il est représentable au-dessus de F en vertu de (i), et on conclut
par (3.7).

REMAROUE 3.13. - Soit S un ensemble de morphismes drns .G , satisfaisant & la
condition suivante ¢ Pour tout morphisme f ¢ X - Y de _§ , ct tou’ morphisme
¥Y' 5 Y dans G , le produit fibré X' =X xy I existe; ct pour tout choix de ce
: X'+ Y* est égalecment élément de S -
Nous dirons alors, pour abréger, que S est stable par cxtcnsion de la base-
(Cela implique en particulier que les f € S  sont quarrables). De la démonsiration

de (3.7) résulte alors ceci s Soit u ¢t F - G un homomorphismc de foncteurs

produit fibré, le morphisme pr, = f!

contravariants de G , dans (Ens) , et supposons G représentable. Pour quc F
soit représentable, et que le morphisme f ¢ X -+ Y qui représcnte u soit dans

2 5 il faut et i1 -mit que pcur *out objet S de C et toutr n € G(S) , le
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foncteur contravariant F  sur -E/S soit représentable par un objet Z de &'/S ,
le morphisme structural + S ¢&tant € S .

Nous utiliserons cet énoncé surtout dans le cas ot G = (An) /s est la catégorie
des espaces analytiques au-dessus d'un espace analytique donné S , 1l'ensemble _§
consistant en les immersions (resp. immersions fermées, respe. immersions ouvertes)
d'espaces analytiques au-dessus de S .

4. Foncteurs représentables et objets quotientse

Soit uw 't F -» G un homomorphisme de foncteurs contravariznts de § dans (Ens)?’
On a vu dans (3.7) un critére qui permet, lorsque G est représcntable, de recon-
naftrec si F 1ltest. Nous allons maintenant examiner le problémc inverse, cn sup-
posant F représentable, et cherchant les conditions domt on peut déduire la re.-
présentabilité de G . Ie oritdre obtemu (théoréme 4.7)ne nousservira dansle présent
exposé que pour obtenir le critére de "recollement" énoncé ~u n® 5 (auquel nous
nous étions d'ailleurs borné dans 1l'exposé oral). Il cst cependant d'usage constant
dans la plupart des questions de représentabilité de foncteurs en géométrie algé-
brique, et nous en aurons besoin ultérieurement sous sa forme générale, pour la

construction de l'espace de Teichniiller.

DEFINITION 4.1e = Soit £ ¢ X - Y un morphisme. On dit que f est un ép’.mor-
phisme effectif si X Xy X existe, et si le diagramme de morphismes

est exact, 1. c. s'il fait de Y 1le quotient de X par lc graphe d'équivalence
défini par f . On dit que f cst un épimorphisme effcctif universcl si, pour tout
morphisme Y!' - Y , le produit fibré X! =X xy ¥' existe, et lc morphisme

f' ¢ X' 5 Y' est un épimorphisme effectif.

Rappleons aussi ([l], III, n° 1) qu'un graphe d'équiv-lcnce R dans un objct
X de .E est dit effcctif si le quoticnt X/R existe, et si les dcux morphismes
de projection p , py ¢ R 3 X font de R un carré fibré de X au-dessu~ de
Y = X/R . Celn implique donc que f : X = Y cst un dpimorphisme effcctif ; si

c'cst m8me un épimorphisme c¢ffcetif universel, on dira que R cst un graphe d!'é-
Quivalence effectif universel.
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PROPOSITION 4e2s = Soient f ¢ XY et f' : X' ¥Y' decux morphismes tcls
que X xy X et X' xy, X' existent ; soient p, , p, (resp. p}, p:'a) les mor-
phismes de projection des carrés fibrése. Soiecnt u: Y'Y ct v X' X 4d.s
morphismes tels que fv = uf' , d'ol un morphisme w : X! Xy Xt X xy X tel
que p; w=wp} pour i=1, 2. (Cfs diagramme ci-dessous).

w

X xYX(———-X' xY' Xt

1) 1 lpz p] Py
v

X &4 X¢

Y —————— Y? »
Pour que le carré
v
X — X1
(0) gl o
u
Y 71

soit cartésien, il faut que lc carré

W
X xYX(——X' Xyt Xt
(Dl) P l pil
v

X &—— Xt

soit cartésien, et la réciproque est vraic si f' est un épimorphisme effectif
universel (Cfe 4.1).

[
DEIMONSTRATION. = Le "il faut" est trivinl par réduction au cas cnsembliste ; vroue

vons la réeiproquc. Pour tout objet P de C et tout objet Z de G , posons
P(Z) = Hom(Z , P) « Nous devons prouver que pour tout Z , l'application

*) X1(@) » X@) xyqy T'@)

est bijective. Nous procéderons en trois pas, lc premier étant valable sans aucunc
hypothése sur f!' .
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(i) L'application (i) est toujours injectives Remplagant le diagrarme donné par
le diagramme transformé par le fonctecur P~~~ P(Z) , on cst remené au cas ol

C = (Ens) « Se restreignant au—dessus d'un point y de Y , puis au-dessus d'un
point y' de Y' , on est ramené i ceci : soit v : X' » X une application d'en~
sembles telle que le carré

VvV x V
X x X e—— X1 x X1

S
X e——— Xt

soit cartésien, prouver quec v est injective. Or clest trivicl si X' = g s dans
lc cas contraire, soit x(') e Xt , X, = v(xz)) » alors 1l'hypothése implique que
(xc'> y X') ~amp (x, » v(x')) est unc bijection dc x! x Xt sur x_ x X, ce qui

implique que v est une bijection, a fortiori v est injcctive.

Appliquant cc résultat & 2 = ¥Y' , on voit cn particulicr quc 1l'aspplication na-
turelle p ~~s vp @

(%) T(X*/¥') = Homy (¥' , X)
est injective.
(i1) Si f' cst un épimorphisme effectif, (k*) est bijcctive. Posant pour tout
objet Q de G : Hom! (X' , Q) = ensemble des g € Hom(X' , Q) tcls que
gp] = gpy , et définissant de méme  Homd, (X* , Q) et Hom.'Y(X' s Q) lorsque Q

est au-dessus dc Y' , (respe nu-dessus de Y ) j 1l'assertion & démontrer signifie
que l1l'application p ~~svp

Homy, (Xr , X1) > Hom'Y(X' , X)

cst bijective, et grfce & (i) il reste seulcment & prouver qu'elle est surjective.
Soit done

H

Xt X ’ rp{:rpé

un Y-morphisme, et soit

[0}
o)
'
b
X
>

le Y-morphisme défini par
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Comme le carré (D;) est cartésicn et p, 8 =v , on aura

s =wt ’
avec
b XU XU oxg, X, p! t = idy, .
Considérons alors
pP=pLt: XtoX ;

ctest un Y'-morphisme ; jc dis qu'on a bien
v =T ot ppl =Ppy .
En effet, on a d'abord
vp = (wph) t = (pyw) t =p,(wt) =p,s=r 5

d'autre part la deuxi®me identité & prouver d&quivaut, cn vertu de (1), au systéme
des deux égalités

vep] = vppé et ftp p{ =frp pé .

Lo deuxiéme relation résulte aussitft de f' p = f' ct f! p} = f' p} , et la pre-

midre résulte de vp = r déjd prouvé, puis dc rp] =rp} .

(iii) Si f' cst un dpimorphisme effecctif universel, alors (D) cst cartésicn.

Ccla signifie aussi quc, pour tout I" sur Y' , 1'application T ~~ vr ¢

Homy, (" , X*) = Hom (¥" , X)

est bijective. Introduisant X" = Xt Xy Y" 4 ccla signifie aussi que 1l'application
naturelle

rEm/y) - Homy (Y" , X)

cst bijectivece Or il résulte de 1l'hypothésc suivant laquclle lc carré (Dl) cst
cartésien, quc lc carré anclogue, forné avee f" ¢ X" - Y -u licu dec f¥ : X'-7,

est cartésien, comme composé dec dcux cnrrés cartdésiens

X xy X « X1 X<y Xt e Xn Xy Xn

pll n| o ow |

< X! ¢ Xn
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Dtautre part, comme f' est un épimorphisme effectif universcl, f"
morphisme effectifs On conclut alors grfce a (ii).

est un épi-

COROLIAIRE 4.3. = Soit .S un ensemble d'épimorphismes cffcctifs daons G, sta-

ble par extension de 1lo base (Cf. 3.13)e Soit f : X 5 Y un morphisme élément

de S , pormettant donc d'identifier Y & un quotient X/R , o R =X x

Y X cst
le graphe d'équivnlence défini par f . Pour un objet Y!

verieble de G, on a
une bijection canonique, fonctoriclle en Y' , cntrc l'enscrblc Hom(Y' , Y) et
1ltensemble dcs classes, & un isomorphisme prés, d'objets X! ru-dessus de Y!

’
munis d'un morphisme v : X' =+ X

aynnt les propriétés suivantes

a. Lc morphisme structural f' ¢ X' » Y' est élément de S
be. Le morphisme v est compatiblc avec les graphes d'égquiveolence R et
Rt = Xt Xy Xt , i. e. 11 existe un w :

piw::vp:'l pour i=1, 2 ;

R* 5 R (néeess~irement unique) tel quc
ce Le carré commtatif

R «—R!?

cst cartésiene.

Y .

DEMONSTRATION. - Soient A(¥') , B(Y¥') 1les dcux cnsembles cavisagés. Soit

us: Y'-> Y un élément de A(Y') , soit X' =X xy ¥' et v X' 5 X le mor-
phisme dc projection ; on obticnt de cette fagon un objet dens B(Y') , ne ddpen-
dant d'aillcurs pas du choix du prodait fibr<¢ qui - scrvi & 1lc définir. Inversement,
partons d'un élément de B(Y!) , représcnté mar (X' , £f' , v) ; alors, d'aprés
1'hypothése sur S , f' estun épimorphisme cffcctif, done Y' st'identific &

«“
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X1/R? , et par passage aux quoticnts v définit un morphismc u s Y*-» Y, ne
dépendant dtailleurs que de 1'élément quton avait dans B(Y!) « On a ainsi défini
des applications

a s A(Y') » B(Y') ot p: B(Y') » A(Y') .

I1 est)trivial que 1l'on a fa = idA(Y') y et on aura de mfre af = idB(Y') grice
a (4.2).

REMWROUE 4.4. - Un objet quotient Y = X/R étant défini uniquement en termes du
foncteur covariant Z ~~-» Hom(Y ; Z) qu'il rcprésente, on n'a pes de prisc en
général sur le foncteur contravariant Z ~~- Hom(Z , Y) qu'il définit, en termes
de X mni du graphe d'équivalence R . L'intérft de (4.3) cst de permettre de
déterminer cc foncteur cn termes de (X , R) lorsque R cst un graphe d'équiva-

lence effcctif universel (On peut prendre alors pour S 1tcnscmble des épimor-
phismes effcctifs universels) .

Considérons un homomorphisme de fonctcurs contravariants dc G dans (Ens)

us: FoG ,

et supposons F rcprésentablc, ct rclativement représcntable pour u  (3.3).
Alors F x, F est {galement représcntable (3.12). Soicnt

(X‘ 95) Ot (R ’ (gl ] az))

les couples représentant lcs fonctcurs F et F G F . Lecs decux homomorphismes
fonctoriels

Iy Fx, F3F iA=1,2)

définissent deux morphismes

définis nussi par leo condition
F(Pi)(a) =& (@=1 s 2) .
PROPOSITION 4.5. ~ Le couple (p; p2) dcs morphismes R -+ X est un couplc
dtéauivalence ([1], III, n® 1).

En vertu dcs définitions, cela revient & dirc quc l'homomorphismc fonctoricl
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FxGF—)FxF

déduit des deux homomorphismes 2 P F *q F-F xF , identifie, pour toute va-
leur 2 de l'argument, P(Z) au graphe d'une relation d'équivolence dans l'en—
semble F(Z) . Or P(Z) = F(2) *G(2) F(Z) est le graphe de 1la relation d'équiva-

lence définie par 1l'application u(Z) : F(Z) = G(Z)
Ce. Qc F. Dc

Nous aurons encore besoin d'une définition ¢

DEFINITION 4.6, — Un morphisme £ : X »Y dans C est appelé un
G-descente effective ( G étant un foncteur contravariant de G

0N
X Xy X existe, et si 1= diagramme d'applications . \‘a"
G( ) I B \é“:\
G(£f) Lt YR f/

G(Y) ——y G(X) - 3 G(X x X) ; , s

4 \%, N

Glpr,) e

\Qi‘-ﬁ 30

est exact, i, e. définit une bijection de G(Y) sur l'ensemble des éléments de

G(X) dont 1'image dans G(X *y X) par 1ltune et lfautre application est 1la
méme.

Par exemple, pour que f soit un épimorphisme effectif, il faut et il suffit que
ce soit un morphisme de G-descente effective pour tout foncteur G représentable.

Nous en arrivons au résultat principal de ce numéro :

THEOREME 4¢7¢ = Soit u ¢t F - G un morphisrme de foncteurs contravariants de
G dans (Ens) « On suppose F représentable par (X , «‘;X) » &y € F(X) . Soit
3’ un ensemble de morphismes dans G , stable par extension de la base (Cf. 3.13).
On suppose que tout he S est un épimornhisme effectif dans S (donc mfme un

épimorphisme effectif universel). Les deux conditions suivsntes sont équivalentes ¢

(1) G est représentable, et le morphisme f : X =+ Y qui représente u est
élément de S .

(i1) Les conditions suivantes sont vérifiédes @

a. Pour tout objet S de C et tout n € G(S) , le foncteur Frl =F x; G sur
&/S est représentable par un objet T , et le morphisme structural T - S est

élément de ~§ .

b. Les morphismes éléments de S sont des morphismes de G-descente effective.
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ce Soit R 1le graphe d'équivalence dans X qui représente F x, F (Cf. 445).
Alors R est effectif, et le morphisme X - X/R est élément de S e

DEMONSTRATION, ~ (i) ==> (ii). En effet, (a) a été signalé dans 3.13 ; (b)
résulte de ce que les morphismes éléments de S sont des dépimorphismes effectifs,
et (c) du fait que R n'est autre que X Xy X , donec X/R n'est autre que Y

puisque les morphismes éléments de S sont des épinorphismes effectifs.

(ii) => (i) . Nous allons d'abord n'utiliser que les hypothéses (a) et (b).
D'aprés 3.12, F xGF est représentable ; soit

R, €z 5 &)

le couple qui le représente. Alors R , muni de ses deux projections
i
pl ’p2= RZX F(pi)(ax) =€X ’

est une relation d'équivalence dans X , mais nous ne supposons pas pour 1l'instant
qu'il existe un quotient X/R . Soit, pour tout objet ¥Y' de G , G'(Y') 1'en-
semble des classes, & un isomorphisme prés, d'objets X' sur Y' , & morphisme

structural X' - Y' élément de S , munis d'un morphisme v ¢ X' X compatible

avec R' = X' xy X' et avec R , et telle que le carré

R e
v
X ‘.._.......___X'

soit cartésien (comparer 4.3). On va définir une application canonique, fonctoriel-
le en Y' g

a = oY) : G(Y') - G'(Y')
de la fagon suiv-onte. Soit n € G(Y') , soit (X', &X,) un couple représentant
le foncteur F'fl 3 en vertu de (a), il existe, et le morphisme structural f*: X1
est élément de S . Par définition de (X , E';X) , 11 existe un unique morphisme
v Xt X

tel que

F (V) (gx) = EXI .
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’
Evidemment, comme

R RS R S

on voit que Rt = X* Xy X' , muni du couple (5;1{, ’ 5{_2“) s avec

Eae =P (&)

représente (F x; F)ﬂ . I1 existe alors, par définition de R , un unique rorphis—
me

ws R*'-> R
tel que
i i
f(w) (E'R) = ER'
et on aura alors
py W = VP;. i=1,2 ’
cor les images inverses de & par les deux membres sont les mfmes (savoir E;, )
On constate mfme que le carré
w
R e——onu_R!
J v

X ¢ X1t

est cartésien. En effet, R étant considéré comme un objet de C/X par p;
R, 5)2() représente le foncteur Fr] y €t de mfme, R' 4tant considéré comme un
objet au-dessus de X' par P! (ﬁ' , E;I_%,) représente le foncteur th, sy OU

nX - u(x) (E’X) R qx' = u(X') (EX') = G(V) (nx) °

Enfin, on a Eé, =F(w) (‘31?{) , ce aqui implique bien, en vertu de (3.9), aue le carré
(Dl) est cartésien. On a bien défini de cette fagon un élément de G!'(Y!) , évidem~
ment indépendant du choix du couple résolvant choisi pour le foncteur F’q . Cela
achéve la définition de 1'application a(¥') : G(Y') » G'(Y') . On vérifie faci-

lement qu'elle est fonctorielle (Cf. 3.9).
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Ltapplication o est injective, car connaissant afn) , classe & un isomorphis—
me prés d'un systéme (X' , f' , v) , on en déduit la connaissznce de
G(f) (n) = G(v) (nX) (ou Ny = u(X) (ix) ), donc celle de 1 puisque G(f!) est
injectif ( £' étant un morphisme de G—descente effective d'aprés l'hypotheése
(b)) . Ltapplication a est surjective ; car soit (X' , f' , v) représentant un
élément n' de G'(Y') ; posons

Nys = G(v) ("lx) .
On aura alors

o(p) (ige) = G} (ge)
car les deux membres sont égaux respectivement a

6(w) (6(p,) ()

G(py W) f1y)

et on a

olp) i) = Gloy(n))

car les deux membres sont respectivement u(R) (E,;'l) y i=1, 2, qui sont égaux
par définition de (R , (t,fll ’ Eﬁ)) . Comme f' est un mornhisme de G-~descente
effectif par (b), on conclut de 1'égalité qu'on vient d'établir qu'il existe un
unique n € G(Y') +tel que

G(f') (r]) = r]x| 4

Je dis qu'on a afy) =n' . En effet, soit (X' , T' , ¥) définissant afq) ; on

~a donc un E? e FX') dont 1l'image dans G(X') est r&' =GE"Y) () , et qui a
'

une propriété universelle, ce qui implique qu'on peut trouver un Y'-morphisme
unique

r: XtoX
tel que
F ) = 1 ’
(r) (E_X' &

ol on pose

Eye =F(W) (&) , d'ol u(X) (§,) =nyg, .
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On aura par la suite

v=w .
Dans le diagramme ci-dessous
R . R . Rt
P 3{1 p{J’
X ¢ T ¢ Xt

le carré de gauche et le rectangle composé sont des carrés certésiens, il en est
donc de m8me du carré de droite. Comme r est un Y'-morphisme, on conclut de
(4+2) appliqué au carré

r
X PR ¢

"e—r ’
et se rappelant que f!' est un élément de S , donc un épimorphisme effectif

universel, que le dit carré est également cartésien, i. e. que r : X' - X' est

un isomorphisme. Cela prouve bien que n' = afy) o En résumé :

COROLLAIRE 4.8. -~ Sous les conditions de (4.7), supposons vérifiées les condi-
tions (ii), (a) et (b). Alors le foncteur G est isomorphe au foncteur G!' dé-

fini plus haut en termes de X et du graphe d'équivalence R dans X .

Or on a vu (4.3) que si R est un graphe d'équivalence effectif, tel que le
morphisme canonique f : X » Y = X/R soit élément de S , alors G' est repré-
sentable & 1l'aide de Y = X/R . Cela achéve la démonstration de (4.7).

REMARQUES 4.9. = On obtient dans (4.7), les hypothéses les plus larges possibles
pour la représentabilité de G , en prenant pour S 1l'ensemble des morphismes
qui sont des épimorphismes effectifs universels et des morphismes de G descente
"universe 13" ; le critére obtenu est applicable théoriquement chsque fois que le

morphisme f ¢ X -» Y qui représente u est un épimorvhisme effectif universel.

4.10. - Bn pratique cependant, on ne sait pas caractériser les morphismes qui

sont des épimorphismes effectifs universels, et on préfére trev-iller avec un en-

semble 3 de morphismes qu'on sache bien manier, par exermle les morphismes
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nfidélement plats", i. e. surjectifs et plats, (qui seront étudiés dans un exposé
ultérieur). Dans certnins cas on disposera d'un théoréme du type : Pour tout graphe
d'équivalence R dans un objet X de C , tel que 1) e‘ji s le graphe R est
effectif et le morphisme canonique f : X -» X/R est élément de S e+ (Pour des

exemples import-nts en géométrie algébrique, d'ailleurs transposables & la géomé-—
trie analytique, cf. [1], III). Lorsque 1l'ensemble .S posséde cette propriété sup-
plémentaire, la condition (ii), (c), dans (4.7) est conséquence des deux autres.
(Dans le cas général au contraire, c'est la condition (c) qui s'avére la plus dé-
licate & vérifier).

5. Application au recollement de solutions de problémes universele.

Soit «9, la catégorie (An) des espaces analytiques,

DEFINITION 5.1. - Un mornvhisme f ¢ X -» Y d'espaces analytiques est appelé un

morphisme de localisation s'il est surjectif et si X est réunion disjointe d'ou-

verts Xi tels que les morphismes induits fi s Xi -+ Y soient des immersions

ouvertes.

PROPOSITION 5.2.

(i) Tout isomorphisme d'espaceé analytiques est un morphisme de localisation.

(ii) L!ensemble des morphismes de localisation est stable par extension de la
base (Cfo 3013).

(iii) Le composé de deux morphismes de localisation est un morphisme de localisa-
tion.

(iv) Un morphisme de localisation est un épimorphisme effectif universel.

DEIONSTRATION. - Les assertions (i), (ii), (iii) sont immédietes 3 partir des
définitions. Pour (iv), on note que si f ¢ X + Y est un morphisme de localisa-
tion, tel que X soit Y-isomorphe a la somme 41ﬁ¥i s OUu les !i sont des ouverts
de Y (mmis de la structure induite) qui reco&%rent Y , alors R stidentifie

a J_l. Yif\ Y5 ; et 19} (resp. p2) est défini par les composés des immersions ca-

i,]
noniques (ou on pose Yﬁj =1, N Yj ) ¢
Yij - Yi-+ X R
resp.

Y,.. » Y, - X .
1] J



1123

L'assertion (iv) signifie alors ceci : pour tout espace analytique Z , le dia-
gramme d'applications ensemblistes

Hom(Y , Z) — [l Hom(Y, , 2) =3 TI Hom(Y y 2)
i 1,]

est exact, is e. 1la donnée d'un morphisme g de Y dans Z équivaut & la donnée

d'une famille de morphismes g ¢ Yi -+ Z tels queA gilyij = g;jIYij pour tout
couple (i , j) + Or cela résulte trivialement de la définition des morphismes
d'espaces analytiquese.

PROPOSITION 5.3. - Soient X un espace analytique, R un graphe d!'équivalence

dans X , de projections P, » Py e Les conditions suivantes sont équivalentes 3

(i) R est un graphe d'équivalence effectif, et le morphisme canonique

f + X-X/R estun morphisme de localisation.

(ii) I1 existe une famille d'ouverts disjoints X, recouvrant X , tels que
-l
pour tout couple d'indices i , j , posant Rij = le(Xi) P, (Xj) , le morphisme

induit par P (2] Rij dans Xi soit une immersion ouvertes

DEMONSTRATION. - On a (1) == (ii) trivialement.jprouvons (ii) => (i).
Posons

et notons qu'en vertu des relations Py 8 =Py s Py 8=DP oi s désigne la
symétrie dans R , P, induit une immersion ouverte de Rij dens Xj s dont

. _ _ -1
1timage est pl(sﬂRij)) = pl(Rji) = Xj - On en déduit un isomorphisme p, p;

On en conclut, du fait que R est un graphe d'équivalence dans X , qu'on a les
relations

5%

I1 est alors bien connu qu'on obtient, par "recollement des Xi a 1'aide des wj

un espace topologique quotient Y . D'autre part par recollerment des faisceaux

d'anneaux sur les Xi s on trouve un faiscenu d'anneaux (et mfme de k-algébres)

"

’



11-24

sur Y , faisant de Y un espace annelé en k-algébres, et mfme un espace analy-
tique puisque Y est recouvert par des ouverts Yi isomorphe8 eux espaces analy-
tiques Xi « Alors le morphisme canonicque f ¢ X - Y est par construction un
morphisme de localisation, et R s'identifie a X xy X , ce qui achéve la démons-—
tration.

On notera que si X et R sont des espaces analytiques r~u-dessus d'un autre
S, et si P » Py sont des S-morphismes, alors le quotient Y qu'on vient de
construire est de fagon naturelle un espace analytique au-dessus de S , et c'est
un quotlent de X par R dans la catégorie (Adys (vérificntion purement for-
melle) ; en d'autres termes, 1l'analogue de (5.3) est vrai aussi quand on se place

dans une catégorie (An)/s au lieu de (fLn) .

DEF INITION 5¢4. ~ Soient S wun espace analytique, G un foneteur contravsriant

de (An)/s dans la catégorie des ensembles. On dit que G est de nature locale,
si pour tout objet T de (An)/S y le préfaisceau

U~ G(U)
sur T (ou U parcourt les ouverts de T ) est un faisceaue

Cela signifie donc que, pour tout recouvrement (Ti) d'un espace analytique T
sur S par des ouverts Ti s le diagramme d'applications naturelles

G(T) --»T G(T,) ::"_,iljj G(T, n Tj)

est exact, condition qui est trivialement vérifide si G est représentable. La

condition écrite se décompose & son tour en deux

IEME 5.5. = Pour qu'un foncteur contravariant G de (An)/S dans (Ens) soit
de nature locale, il faut et il suffit qu'il satisfasse aux deux conditicns sui-

vantes
ae G +transforme les sommes en produits j;

be Tout T-morphisme f : X o5 ¥ qui est un morphisme de localisation (5.1) est

un morphisme de G-dcscente effective (4.6).

Nous en arrivons &u résultat princip~l du nrésent numéro ¢

PROPOSITION 5.6. - Scicnt S wun espace analytique, G un foncteur contravaricnt
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de (An)/S dans la catégorie des enserbles, u, : F; -+ G des homomorphismes de

foncteurs. On suppose les Fi représentables par des objets Xi de (An)/s 5 les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) G est représentable par un objet Y de (An)/s s les morphismes
fi : Xi-+ Y qui représentent les uy sont des immersions ouvertes, et les
fi(xi) recouvrent Y .
(ii) Les deux conditions suivantes sont vérifides

a. Pour tout objet T de (&n) /s et tout n € G(T) , le foncteur F sur
(An)/T (Cfe n° 3) est représentable par un ouvert T, de T , et T =

.

T, 3
i 1

be Le foncteur G est de nature localee.

DEMONSTRATION. ~ Evidemment (1) => (ii) en vertu de (3+4)« Pour prouver 1'im-
plication inverse, posons

X :14.Xi
1

et désignons par F 1le foncteur sur (An)/s représenté par X « Pour tout objet

T sur S , la donnée d'un objet de F(T) équivaut donc & la donnéde d'une famille
dtouverts disjoints Ti recouvrant T , et de S-morphismes Ti - Xi y 1o €0 A'é~
1éments Eie F}‘Ti) . Soit

vi H Fi - F

1'homomorphisme de foncteurs déduit de 1'immersion canonique Xi -+ X 3 on va mon-
trer qu'il existe un morphisme unique
u: FoaG

tel que

uvy =u, pour tout 1 .
En effet, a2 un élément & = (Ei) comme ci-dessus, on fera correspondre 1'élément
n de G(T) dont les images dens les G(Ti) sont les ui(Ei) (1'existence et

1ltunicité scut garanties par 1l'hypothése (b)). On a ainsi défini une application ca-—
nonique

u(T) ¢ F(T) -» G(T)

dont on vérifie trivialement qu'elle est fonctorielle en T , d'ou 1l'homomorphisme
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cherché. On désignera par S 1'ensemble des morphismes dans G = (An) /s qui sont
des morphismes de localisation. Les hypothéses préliminaires de (4.7) sont véri-
fiées pour S , en vertu de (5.2), (ii) et (iv). Nous allons vérifier les condi-
tions (ii) de (4.7) pour u : F » G . La condition (4.7), (ii) (b), est contenue
dans l'hypothése que G est de nature locale. On voit de plus que, pour tout
objet T de G , et tout n € G(T) , le foncteur contravariznt F est représenté
par le T-espace analytique T' somme des T:‘n qui représentent les F, . Comme
par 1l'hypothése (5.6), (ii) (a), les Tiﬂ sont ces ouverts de T , on voit bien
que le morphisme structural T'- T est un morphisme de locelisation, i. e. on a
(4.7), (ii) (a). Enfin, nous avons remarqué déja au numéro précédent que R ,
considéré comme un objet au-dessus de X grfce a P représente le foncteur
an s donc, en vertu de 1l'hypothése (5.6), (ii) (a); le morphisme p, est élément
de” S . Appliquant (5.3), on en conclut que (4.7), (ii) (c), est également vérifié.
Par suite, en vertu de (4.7), G est représentable par un couple (Y , n) . Ap-
pliquant encore la condition (a) au couple (Y , n) , on trouve (i)« Cela achéve
la démonstration de (5.6).

COROLIAIRE 5,7. = Soient (Si) un recouvrement d'un espace analytique S par
des ouverts S; , G un foncteur contravariant de (An) /g dans (Ens) .+ Pour
que G soit représentable, il faut et il suffit que G soit de nature locale,

et que pour tout i , le foncteur G = G/S soit un foncteur contravariart i1epré-

sentable sur (An) /S

Soit Fi le foncteur contravariant sur (An) /s a valeurs deans (Ens) obtenu
en prenant Fi(T) =@ si le morphisme structural g : Y-+ S n'est pas majoré
par l'injection canonique Si—> S , et Fi(T) = G(T) dans le cas contraire. On
voit aussit8t que Fi est représentable si et seulenent si Gi 1'est» D'autre
part, pour tout objet T de (An)/S , de morphicne coructwral g TS , et
tout n e G(T) , le foncteur Fi est évidemment représenteble par 1iouvert

(Si) de T , et ces ouverts recouvrent T , donc la condition (5.6), I (a),
est en tous cas satisfaite. Alors (5.7) résulte de (546)

REMAROUE 5.8. = On remarquera que dans la démonstration, donnée dans 1l'expcsé
précédent, de 1l'existence du produit X x Y de deux espaces analytiques, rc3 avons
reproduit essentiellement une démonstration directe de (5+6)« En fait, (5.€6) est
évidemment indépendant de l'existence du produit dans (An) , et aurait pu &“-e
utilisée dans 1= démonstration de cette existence.
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I1 reste, pour finir, 3 donner une caractérisation commode des immersions ouver-
tes en termes de morphismes de foncteurs correspondants. Pour énoncer ce critére,
nous introduisons, pour tout espace analytique T , et tout point t de T , le

sous—espace analytique réduit e, de T réduit au point t . Donc 1l'anneau local

t

de t dans ey est le corps de base k . Nous désignons par it T ey T 1'in-

jection canonique. Lorsqu'on a un norphisme
gs T T

d'espaces analytiques, et un point t' de T' , posant t = g(t') , on en déduit
donc un diagramme commutatif @

g
T T
1y e
€y
nN
e

g ett

ou g est évidemment un isomorphisme. Lorsque T est un espace analytique sur
un autre S , on considérera et comme un espace analytique sur S . Bien enten-
du, les espaces analytiques ey Sur S , pour t variable, ne sont pas isomorphes,
i. e. S-isomorphes, en général (et, et eyy ne le sont que si t' et " oht

- méme image s dans S ). Cependant, si, ci-dessus, gt T's T est un S-mor-

phisme, alors le carré correspondant est un cnrré de S-morphismese

PROPOSITION 5.9+ - Soient S un espnce analytique, G = (Ln)/s y et soit
u: Fo G un homomorphisme de foncteurs contravariants de C dans (Ens) . Sup-
posons G représcntable par un objet Y de C . Pour que ﬁﬁ’soit représentable
par un objet X de G ,etquasle morphisme f3 X > Y qui représente u  soit une
immersion ouverte, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient satis-

faites :

a. u est un monomorphisme, i. e. pour tout objet T de G , u(T) : F(T) - GfD)

est une application injective.

b. Pour tout objet T de C , et tout n € G(T) , l'ensemble T des points
teT telsque ng = G(it)ﬁj) € G(et) soit dans 1l'image de u(et) : F&%)-e G(%) s
est ouvert.
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c. Avec les notations précédentes, si ’Ll =T , alors n est dans 1'image de
u(T) ¢ F(T) -» G(T)

En vertu de (3.3.13), il faut exprimer que pour tout objet T de C , et
n € G(T) , le foncteur F"l sur ~‘3/'r = (An)/T est représentable par«\':n ouvert
Ty de T o Pour ceci, les conditions (a), (b), (c) sont manifestement nécessaires,
si on note que le T.q introduit dans (b) n'est autre alors cue 1l'ouvert qui re-
présente F'fl . Pour la suffisance, notons que si T! est un objet de C o s de

morphisme structural g: T'-> T , et si on pose n' = G(g) 1) , alors on a (avec
les notations de (b))

-1
T;lt =8 (Tn) )

comme on voit aussit8t sur le diagramme de S-morphismes éerit avant (5.9). D'au-
tre part, en vertu de (a), F_ (T') est vide ou réduit & un élément, et en vertu

de la formule précédente, et de (c) appliqué & T' , n' au lieude T ,1n , llexis-
tence F(T!') est non vide si et seulement si g~1 (T) = T* 4 ie eo si et seulement
si g se factorise 3 travers 1l'ouvert induit T . Cela prouve que ce dernier re-

présente Frl , et acheve la démonstration.
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