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TECHNIQUES DE COIISTRUCTION =T GO ITRIE LIRIYTIQUE
par Alexander GROT/IE!DIECK

VIII. RAPPORT SUR LES THEOREMES DE FI:ITUDE DE GR.UZRT ET REMMERT.

Dans le présent exposé, nous‘nous bornons & rappeler sens ddémonstration des
.résultats fondamentaux de GRAUERT et REIMERT [4] et [3}, générelisant des résultats
de He CARTAN ot de J.=F SERRE [1] et [6]. Leurs anclogues en glomStrie algébrique
sont connus ([2], III) et nettement plus faciles 3 démontrer. On espere qu'une
démonstration simplifiée de ces résultats pourra étre donnée dans un séminaira
ultérieur.

Dans cet exposé et les deux suivents, le corps de base ecst toujours le corps

des nombres complexes.

Le le theoréme de Pinitude dz Grauert.

- THEOREME 1.1 (GRAUERT [3])s ~ Soient f : X » Y wun morphisme propre d!espaces
analytiques, & un Module cohérent sur X , alors les lodules RP £ * () sur Y
sont cohérents.

Rappelons que RY e (8) est le faisceau swr Y associé au préfaisceau

U~ B2 (e7 (U) , 3)

ou U parcourt les ouverts de Y .

REMARQUE 1.2, - Corme en géométrie algébricque ([2],III), lc thlordmec de finitude
a de nombrousecs conséquences, dont certaines sont explicitccs dens [3], tels cuc
le théordme de seri~continuité™, dont nous n'aurons pas & nous scrvir. Notons
cependant que, comme nous l'avions déja signalé dans 1'introduction de [5],V, le
théoréme l.1 devrzit 8tre généralisé au cas d'un espace analyiique rclatif X
au-dessus d'un espace topologiguement annelé Y , sous unc forme que nous nc détail-
lons pas ici,ct qui scrait apnlicable par cxemple aux familles différentiables
d'cspeces analyticucse.
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Dans [3], on tire de l.1 1%'énoncé suivant :

THEOREME la3s — Soient f : X 7Y et 5 come dans l.l, y un point de Y,
soit RP f*(ﬁ):; le complété du module de type fini RP f *(ﬁ)y sur Oy y bour la
’
topologie my-adique 3 alors 1l'homomorphisme canonique

1
RP £ (%)~ - lim HP 5 /mit g
*()y" (Xy: /y )
n

{@éduit par passage & la limite projective des homomorphismes canoniques
RP £, (5) - HP(XY , S/rng"'l %) ,ou X estlafitrede X en y) est un isomor-
phisme.

On se gardera de croire, bien entendu, que les homomorphismes canoniques
1 n+l
RP £ (5) e, (0/m>*") -HP(X , 5
By o O S, kT 9

soient des isomorphismes, mfme pour n = 0 , en dtautres termes le foncteur RP f*

ne commite pas au "passage aux fibres", ni a fortiori au changement de base
Y' > Y quelconquee De ce point de vue, l.3 donne seulement un résultat asymptoti-

que, qui cependant sous des hypothéses convenables implique des résultats plus pré-
cis du genre quton vient dlenvisager. Ainsi

COROLLAIRE le4. = Supposons que & soit Elat sur Y , et gue 1'on ait
P, S %) =0
% 5 5 9

pour un entier donné p , et un point donné y € Y . Alors
(i) RrP f*(ﬁ) est nul au voisinage de y o

(ii) Pour tout Module cohdrent & sur Y , 1'homomorphisme canonique

rP~t £.(5) @9 - gP! £, o £*())
est un isomorphisme au voisinage de y .

(iii) Pour tout changement dec base g : Y? -+ ¥ , et tout y'e€ Y* au-dessus de
¥ » considérant le morphisme ff 3 X! xy ¥' » Yt déduit de f par changement de
base et le Module cohérent &' sur X' , image inverse de § sur X' , le mor-

phisme canonique
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gl g () - g (s)

est un isomorvhisme au voisinage de y!

DRMONSTRATION,

(1)+ = I1 suffit de prouver RP C’) =0, cc qui résultera dc 1.3. ot dos rela-
tions HP(X S/%P+l $§) =0 . Cotte dcrnléro résulte dc la suite cxacte de coho-
mologic ct des rclatlons HP(X ’ n§ 5/%# §) =0 . Pour démontrcr onfin colle-ci,
utilisant la platitudc de & sur Y, on trouve

s S A s) ey (AT
d'od

Wy 5 /) TH(x 5/ 8) @ (AT <0

Ce Qe Fe D,
(1i)e = Lo méme démonstration que ci-dessus prouve plus généralecment que pour
tout Modulc cohérent % sur Y , on a R f*GS ® f*Gﬁ)) =0 au voisinage de y .
Utilisant ccei et la suite oxacto de cohomolopgic, on voit que pour tovto suite
cxacte
0 -8 458 5,81 450
de Modules cohérents au voisinage de y , l'homomorphismec
Lr (5@ £%6)) » P! £ (5 £*(sn))
ost surjcctif au voisinage de y , cn d'autres tormes lc fonetcur

8 ~ Rl (5@ £*(s)) =1(9)

cn lc Module cohérent @ au voisinago de y est excct 2 droitc en & o Utilisant

unc préscntetion finiec de @
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m n
SY - OY & 50
au voisinage dc y 4, on voit par un argumcnt connu quc le morpaismo canoniouc-
T(Q) ® & +T(2)

cst un isomorphismoce

Ce Qe Fo Do

(1ii)e = I1 suffit dc prouver que 1'homomorphisme pour los complétés des fibres
dos dcux membres on y'  est un isomorphismece Utilisant 1.3 pour 1'un ct 1l'autrc
membrc, on est ramené freilement au cas o Y ot Y' sont rdduits respectivement
a2 y ot y', avec un anncau local ertinicne. Soit & 1le Module sur Y défini
par l'annceu local ©_, , considéré commc un module de type fini sur Gy s ct

applicuons (ii) : la conclusion vouluc apperaft.

COROLLAIRE 1.5. - Supposons, sous les conditions de le4, qulon ait méme

HP(X , 5/ %) =HP®(X .S 5) =0 .
&, 5 S %) = B2, s 5)

Alors rP-1 f, (3) est libre au voisinage de y , et lthomomorphisme canonique

1 1
RP~ f*(s)y EN k(y) » HP™ (Xy ’ 5/my )

y

est un isomorphisme.

La derniérc =sscrtion cst un cas particulicr dec (ii), cn prcnent pour ¢ 1le
Module de suprort {y} d<fini par le Oy-qnodulc k(y) = C . D'autrc part, on voif{
comme plus haut & ,1l'zidec de la suitc cxacte de cohomologic que lc fonctcur
T(8) = gP~l f*(‘S ® £*(9)) en lo Module conérent €  au voisinage do y , ost
cxaict, ct comme il cst isomorpho 2 T(OY) ® ¢ , ccla montrc cuc T(OY) = rP7L f*(‘é)
ost plat cn y « Commec se fibrec cn y cst un modulc de tvpe fini sur l'anncau

local nocthéricn Oy s cllc cst donc libre, cc qui achéve de prouver le5.
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REMARQUE 1.6+ = Lo théoréme de scmi=continuité de Grauert (donn¢ dans [3] comme
conséquence de 1.1 ) affirme que si X est proprc sur ¥, § coaéront sur X
ct plat sur Y , alors la fonction y ~~ dim Hp(}(y , s/my $) sur Y ost somi-
contimie supéricurcment. I1 s'cnsuit que si cette dimension cst nulle en ¥ (com=

me dans 1.4 ), olle l'cst dans tout un voisinage de y .

Enfin, nous utiliscrons égalcmcnt la conséquence suivante, qui figure égalcment
dans [3], du théoréme dc finitude l.1 3

THE’.OR‘EIME 1.7¢ = Soient f ¢ X »Y un morphismec proprc d'cspacos analytiques,
$ wn Module cohérent sur X, plat par rapport 2 Y , posons pour tout ye Y ¢

x(¥y) = 5 (- 1)P ain BP(X_, SA0 ) .

Alors la fonction y ~~» )((}’) sur Y est localoment constontos

2. Lpplication sux faisccaux tris anplcse

Soiont f ¢ X - Y un morphismc proprc d'cspacces analytiques, £ un Modulc in-
versible (= localeoment libre de rang 1 ) sur X 4 En vertu de 1.1 1lc Module

&= f,(g)
sur Y cst cohércnte Considérons 1'homomorphisme canonique
%
£(8) » £ ,
ot supposons cu'il soit surjectif, do sortec quo £ apparalt commc un Modulc quoticnt
* PP :
dc f (&) « Par définition du fibré projcctif sur Y défini ver & ([5];, V, 2.2.),
il on résulte alors un Y=-morphisme
i.t X -P(&)
eppelé comme de justc canoniquce On dit que £ ost trés ample pour f , ou cncorc
trés ample rclctivement &2 Y , si 1'homomorphisme f*(S) -+ £ cst surjectif ct le

Y-morphisme corrcspondant iﬁ unc immorsion, donc nécesseircmcnt une immcrsion

forméo (puiscuc X ost propre sur Y ct P(6) séparé sur Y ). On dira que
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£ cst ample pour f si, pour tout’' y € ¥ , il cxistc un voisinage ouvert U de
y ot un enticr .n >0 tels que Senlf—l(U) soit trés amplc rclativement 32 U
Le morphisme f ¢ X »Y cst dit projcctif s'il cxistc sur X un Module inver—

siblc ample pour f .

TEDOREME 2,1+ = Soiont £ : X Y un morphisme propre ct nlat, £ un Module
inversible sur X , y un point de Y tol que ﬁ/n £ sur X soit un Module
trés emple, et que H (X s £ ) =0 , ilors il ox:.stc un voi 81nz.gc. ouvert U de
y tol que g£|f” Lr) soit tres amplo rclativement & U o Do plus, £ (€) = & ost
libre au voisinage de v »

Le dorniére asscrtion est un cas particulicr dc l.5. D'autre part, cn vertu de

1.5, on sura
& /m & =H(X g/m £
/ v Oy ( y 2 /Y )

gt comme &"/Tﬂy £ cst cngendré par scs scctions par hypothésc, on voit que

f*(&) -+ £ ost surjectif aux points de X_, donc dans un voisinage de Xy s
qu'on pecut supposcr dc la forme f-l(lﬁ) puisquec f ecst proprec donc ferméo. On
peut donc supposcr, & condition de¢ restreindre Y , que f*(g) -+ £ ost surjoctif,
donc définit un Y-morphismec

i: XP(8) =P .
Lo morphisme induit sur les fibres de y n'cst autrc quo le morphismo
' o
X =& & =H (X £ £
X, - P(&ly)) , avee &(y) &y/my o ( o Ay )

défini par le Modulc tres ample ﬁ/fny £ sur XY , donec c'est unc immcrsion,

Le théoréme 2.1 1résultc alors du lemme élémentairc suivent ¢

LEME 2.2 = Soicnt X 4, P des csnaces analytiques propres sur. ¥ , 1 s X »P
un Y-morphisme, y € Y un point de Y tcl cuc lc morpnisme iy : Xy - Py induit
sur les fibres soit unc immersion fermée. Alors il existc un voisinage ouverh U de

¥ tcl que le morphisme X|U - P|U induit mar i soit unc immersion fermée.
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Commc P ost propre sur Y , il suffit de trover un voisinage ouvert V do
P, dans P tol cue lo morphismo 173(V) »V induit par i soit unc irmersion
fermée (car on pourra alors prendre V de la forme P|U) . Pour ccci, il suffit de
montrer que pour tout z € Py s 11 oxistec un voisinage ouvert Vz do 2z tcl que
iﬁl(Vz) »V_ soit un irmersion fermée, car on prendra alors pour V la réunion
des VZ s 2 € Py e Or 1'hypothése implique que la fibre de 1 on 2z cst réluite
3 un point dont 1l'anncau local est réduit au corps k o Coomo 1 c¢st proprc, on
est ramoné a prouver 1'énoncé suivant (qui cst d'aillcurs wm cas particulioer do
o1 ) e

COROLLAIRE 2.3, = Soient i : X - P un morphismc proprc d'cspacos analvtiquos,
z un point dc P tol quo i~r(z) soit réduit 2 un point x , dont 1'anmcan
local ost réduit au corps k . Alors il cxistc un voisinago ouvert V do z  tol

que lc morphisme induit 1"L(v) >V soit unc inmersion forméoe

Considérons lc morphismo diagonal X =X *p X 5 c'ost uno immersion ouverte au
voisinage de x , car cn vertu du critéro, ([5] , VI, 1.9) 1 cst uno immersion
locale en x o D'autro part la fibre XZ x Xz de X *p X en z cst égaloment
réduite 2 un point, soit x' . Il cxistc done un voisinage ouvert U de x ct un
voiginage ouvert U' de x' tels quc i induise un isomorphismec de U avee
Ut , Comme X ot X xp X sont propres sur P, il cxisto un voisinago ouvert - V
de 2 dans P tel que scs images inverses dons X , respe X Xp £ 4 soiont
contenuos dens U , respe U' » Romplagant P par V , on cst ramené au cas ou
on sait déja quo X X *p X ost un isomorphismce. Mais ccla implique que 1'ap-
plicetion i ost injoctive, donec (puisqu'cllc est propro) un. homéomorphismec do
X sur unc partic formée dc P o Utilisent 2 nouveau [5], VI, 1.9 , la conclu-
sion de 2.3 apparaite [Ne Be - 242 ot 2.3 restent valables sans supposer quo le
corps de basc soit C o]. Par suite 2.1 cst démontré,

‘

Nous utiliscrons 2.1 dans lec cas particulicr suivent ¢

COROLLIAIRE 2424 «~Sait X unceowbc & gnre g " cu-dessus dec Y (eu scns de 1'exposé
(5], I, 1), ct soit Q= Q]i/Y le faiscecau de scs JLl=différconticlles rclctives
qui est un Module ipversible ([5], VII, 2.9). Alors ¢

a, 81 g=0, 9@--n cst trés ample rcletivement 2 Y pour tout n >1 .
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be S1 g=1, ct si s cst la scction marquéé de X sur Y , correspondont

donc 2 un Idéal inversible J sur X , alors Qg"n cst trés ample relctivement
3 Y pour n>=23.,

ce Si g=2 , alors f}?n cst trés ample rclativement 2 Y pour n >3 .
de S1 g >3, alors fn cst trés amule reletivement &8 ¥ pour n =2 o

Utiliscnt le théoréme de Ricmann—Roch pour lecs courbos dec genre g ordinciros,
on voit en-effet quc dans chacun des cas cnvisagés, les deux conditions de 2.1
sont vérifidcs.

REMARQUES2 ¢34 = On montre focilement que les résultets indiqués sont "los mcile
leurs possibles" qui soicnt valables sans autre restriction sur la courbe X sur
Y que la donmnéc du genrc. On notera que ces résultats impliquent que sl g=1,
glors X os* nécessaircment projoctif sur Y o C'est sous cettc forme csscnticle

lement que nous utiliscrons les résultats délicats rappelés cu n® 1, dens le cong=

trugtion des cspacos de modules promisc dans [5], I 3 cllc nous permot d'appliquer
les techniques projoctives, c'ost-i=dire la théoric des schémas, gricc au diction—
nairc algébrique~analytique fourni par lc théorémec de Graucrt=Remmert rappclé au

numéro suivent (ot qui est boaucoup moins délicat 2 établir). Lo lccteur qui répu=
gnerait 2 utilisor lc théoréme de finitude de Grauert, pour le théorio des cspecos
de modules, notcra que les résultats ammoncés dens [5], IT, nouvent sc déduirc ine
dépendamment de ce théoréme, 2 condition do se.bornor a priori aux courbes X de

genre g au-dessus d'cespaces analytiques Y s tclles @ue X soit projuctive
sur Y .

2.+ = On construit facilcment des courbes de gonre 1 scns scction meraude
au~dessus d'espaces analytiques compacts (par oxomplo sur unc courbe rotionnclle ),
qui nc soiont pas projcctives sur Y o Soit cn cffet G unc courbe clliptié;uo
ordinaire 2 point marqué, considéréc commc un groupc anclytique, ot considérons
les fibrés princinaux homogén:s analytiques sur Y , do groupc G « Si V ocst
l'cspace tengent 3 G a4 l'originc et s lc groupe fondomental de G , ploncé

dens V dec la fagon habfttuclle, on a unc suite cxectc canonique

O-+n+V->G->0 9

¢

d'od unc suite cxcete de foiscecoux sbélicns sur Y ¢
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0 - OY(n) - GY(V) - %(G) >0 ,

d'ol unc suitc oxacte de cohomologic, qui stéerit

.ee »HI(Y s Z) éz n - HYT , o) c;c v s Hi(Y, 9, (6)) SH (Y, 2) @, T
-»Hz(Y, OY) ®; V

qui précisc 1'eonscmble H]'(Y ’ GY(G)) des classcs de fibrés princineux homogénos
analytiques sur Y deo groupe G o Si par oxomple Hl(Y s OY) = H2(Y N OY) =0,
(ec qui est lc cas si Y cst une courbe retiomneclle) on trouve

nt(v , (@) SH(E ,2) 0, 1

D'aprés un résultat de SERRE [7], un fibré principal homogdnc anclytiquo de

groupc G sur unc variété projcctive non singulidre Y nc paut 8trc projcctive
sur Y , donc algébrique, que si sa classc cst d'ordre fini (¢t réciproquomont

' d'ail].curs), ce qui pcrmet donc de construire de tecls fibrés sur la droitc ration-

nelle y , qui ne soicnt pas projoctifs sur Y

3« Le théoréme dc comparsison do Graucrit=Remcrt.

THEOREME 3.1 = Soient Y un cspece enalytiquo, X =Py =BG Lh=p"xx
1'cspaco projcctif-type de dimension rcletive » sur Y, £ 8¢ XY lc morphis=-
me structural, X un comvact de Y , Of(l) lc Module inversible canoniguc sur'
X, 5 unModule cohérent sur X . Pour tout cntlor n, soit
$(n) = S OY(l)en « Sous ces conditions

2, Los Modules R% f*(ﬁ) sont cohdrcntse

be I1 cxiste un enticr n o tel que n 2n| impligue que 1!'homomorphismo
canonique f*(f*(ﬁ(n)) +%(n) ost surjoctif aux points de k) .

ce Il existo un entier h_, tcl que n >n, implique RP f*(‘S(n)) =0 sur

C
X pour p>0 .
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Co théoréme, lorsque Y ecst 1l'espace analyticuc final, réduit 2 un®point, est
substanticlloment équivalont aux théordmos de GRGA [5], Comme dens [6], il y eurait
licu d'intcroréter, ou mieux d'énoncer, lc théoreme 3.1 commc oxpriment 1'équiva-
lence entre la "géométric olgébrique dee schémas rolatifs projectifs sur Y ", ct
le théoric dos "espaces analytiques projectifs sur Y ", au scns du n® 2 ; comparcr
1'Introduction a 1'exposé [5], V. Lz véritcoble significotion de 341 ne pout done
apparaltre qu'unc fois dévcloppé le langage dos schémas sur des ospaces cnnelés
quclconques, cc que nous n'avons pu foire dans lc présent séminairc, faute de tompse
Meormoins, nous scrons obligés pratiquement d'cdmettre dée los deux oxposés suivants,
notarment pour lo théorsme d° existencs dss uspacos modulairos de Hilbert ,
quc les théorémes concornant lcs schémas projectifs sur d'autrcs peuvent s'appli-
quer aux morphismes projectifs do lo géométric analytique, sous peine de rccopicr
laboricusoment, dans lc conter*e do la gdondtrie rmalytique, de noubroux développe-

ments qui ne sont dorits que dans le dpg des schémas.
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