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Sémincire Henri CARTAN 16-01
13e année, 1960/61, n° 16 17 et 24 avril 1961

TECHNIQUES DE CONSTRUCTION EN GEOMETRIE ANALYTIQUE

par Alexander GROTHENDIECK

IX. QUEIQUES PROBLEMES DE MODULES

Dans cet cxposé, nous psssons cn revuc quclques problédmes de "modules" typiquese.
Contrairement & notre intention premisdre, nous ne démontrerons pes iei le théordme
d'existence des espaces modulaires de Hilbert, nous born:nt & renvoyer & 1l'cxposé
assez détaillé [3], I7. dans le cadre des schémes, qui s'cpplique cussi en prine
cipe en géométric analytique ([2], VIII, 3). Clcst ce théordme qui sere 1l'outil
cssentiel dans 1'exposé suivent pour la construction dec 1l'espace dc Tcichmiiller

défini dens [2], I 3 nous n'utiliserons donc que le n° 1 duv préscnt cxposés

l. Les espaces modulaircs de Hilberte.

Soient X un espace analytique sur un autrc S , & wun Modulc cohérent sur X.
posons, pour tout cspace enalytique T au-dessus de S ,

HT) = ensemble des liodules cohérents quoticnts de 8’1‘ qui sont plats
sawr T , et & support proprc sur T s

ou on pose comme dthabitude XT =X xg T, 8'.[‘ = image inversc de & sur XT o

Le czs lc plus import-nt est celui ot X cst proprc sur S , donc XT est propre
sur T , ct ou done $(T) est simplement 1ltensemble des iodules cohérents quotients
do ST qui sont plits sur T . Intuitivement, on regerde F(T) comme 1lfenscmble
des "frmilles de Modules cohérents quoticnts dc & " , porométrées par T o Lors-
que T wverie dans 1abcatégorie (4n) /s des csprces znnlytiques sur S,  §(T)

cst un foncteur contravariant en T , & valcurs dans la catégorie des ensermbles,
comac il résulte de [2]. VI, 2.4.

CONJECTURE 1., ~ Le foncteur contraverisnt § sur (4n) /T cst représcniables

Lorsqu'il 1ltcst, nous désigncrons llecsprcc <nslybicuc sur S qui représenic ce
foncteur par M&/X/S + Le cas 1lc plus importcat ost eclui o & = @ , doe
F(T) = cnsemble des sous-cspaces analytiques fermés dc X‘I‘ s qui sont mropres ct
plots sr T , quton interpréte intuitivement comme 1l'cnscmble des familles de sous-
espaces anclytiques propres de X/S percmétrés por T/S . Oa posc alors
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HﬂbX/S = QuOtOX/X/S ’

et 1l'espace analytique représentatif est sppelé ll'espace modulcire de Hilbert de

X/S

Hous admettrons ici le théoréme suivont, (comperer [3], IV) :

THEORBIE l.ls - Si X est mrojectif sur S , en particulier si X est S—iso-
morphe & un sous-espace analytique fermé de gsr =95 x f » alors pour tout Module
cohérent & sur X, Cluot&,\/X /s existe. En perticulier Hilby /s existe.

le cas général de ce théoréme se raméne assez facilement au cas ou
X=F, &=¢ , erce a [2], VIII, 3.1. Utilisent [2], IV, 3.1, on est donc
ramené cu cas ou S est l'espace enelytique final, réduit & un point, et
x=F, & =.OI:r « On a alors construit dens [3], IV, un schéme de modules, somme
d'une suite de schémas projectifs sur C (ou méme sur Z , si on y tien%), et il
résulte de (2], VIII, 3.1, que l'espacé analytique associé & ce schéma est une so-
lution du problémes

En pratique, on a & considérer des sous-foncteurs §'(T) du fonctewr 'I) ,
qu'on se propose de représenter ; le critére habituel [2], IV, 5.9, permet souvent
de stassurer que le foncteur § est représentable par une partie ouverte de

1'espace anzlytique Quotg/X /s qui représente § o Ainsi :

COROLLAIRE 142, - Sous les conditions de l.l, les sous~foncteurs suivants du
foncteur de Hilbert T ~~— ¥T) sont représentables psr des ouverts de liespace
modulcire de Hilbert h:LZLbX /s :

ae :El(T) = ensemble des sous—espaces analytiques fermés de XT qui sont simples
sur T o

be 82 (T) = ensemble des sous-espaces analytiques fermés de XT simples sur T
et dont les fibres ent exactement n composentes connexes.

Ce 8‘3 (T) = ensemble des sous-espaces anzlytiques fermés de XT plats str T
dont les fibres sont toutes de dimension m .

L]

de 8‘4 (T) = ensemble des sous—especes -~n:lytiques fermés de XT plats sur
dont les fibres ont un genre srithmétique donné Y .

Le cas (a) résulte du fzit cue si Z est plet sur T , llensemble des poiris
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de Z qui sont simples sur leur fibre, i. e. en lesquels Z est simple sur T
([2], VI, 31 (i)) est ouvert, donc si Z est propre sur T l'ensemble des

te T, dont 1la fibre est simple, est ouverte. Le cas (b) résulte du fait que si

Z est simple et propre sur T , le nombre des composantes connexes de Zt est
une fonction localement constante en t ; c'est 1a une conséquence des résultats
de [2], VIII, 1, mais qui dans le cas qui nous occupe o 2 est projectif sur

S , peut se déduire gréiée a [2], VIII, 3, du fait analogue connu en géométrie
algébrique, et qui s'obtient en remerquant que dans la factorisation de Stein
ZTt> T de Z-+T, T'-> T estun revltement étalé de T ([1], III, 7, donc
le nombre des points de T! sur t est une fonction localement constante en +t o
le cas (c) résulte du fait que si Z est propre et plat sur T s 1o fonction
t~~ dim Zt sur T est localement constante ; iei encore, il suffit de 1'éte-
blir quand Z est projectif sur T , ol celec résulte du feit analogue déja connu
en géométrie =lgébrique ([1], IV}.Enfin le cas (d) est une conséquence de [2],
VIII, 1.7 3 en lloccwrrence, il suffit d'ailleurs encore d'invoquer le résultat

correspondant en géométrie algébrique, démontré dans [1], III, 7.

En conjuguant des conditions sur des éléments de J(T) , dont chacune s'exprime
par un ouvert dans 1l'espace modulzire de Hilbert, on trouve évidemment une condi-
tion exprimée par 1'ouvert intersection. Donc conjuguant les ces (b), (c), (d)

précédents, avec n=1, m=1, on trouve ¢

COROLLAIRE 1.3+ ~ Sous les conditions de l.l, le sous-fonctecur suvivant G du
foncteur de Hilbert § est représentablc per un ouvert de l'cspace modulaire de
Hilbert ¢ O(T) = ensemble des sous-espaces =nolytiques fermés 2 de X, qui
sont des "courbes de genrc g " au-dessus de T , au sens sulvent ¢t 2 est simple
et propre sur T , & fibres connexes, de dimension 1 et de genre g (is e de genre

arithmétique 1 = g)e
(Ne Be — Pour g # 1 , c'est la notion utilisdée dans 1'exposé [2], le1).

Nous renvoyons a [3], IV, 4, pour d'autres cas, ou des foncteurs rcmerquables

sont représentés par des ouverts dans un cspace moduleire de Hilbert, tcls les
cspaces modulaires Hom, (X , ¥ Mz, Ism(X,7Y Tmm Y) , ct
pac ~,Eg( s O x/s ’ M”,,S( » 1) -~S(X sy ), cte,

tous d'usage fréquent en pratique. Nous renvoyons égelement a [3], v, 5, pour
1'étude différentielle des espaces modulaires de Hilbert, permettant de reconnaf-
trc parfois si 1'espcce modulaire de Hilbert est simple sur S cn un dec ses pointse

Nous z1lons ici zu contraire domner un exemple &' un phénoméne cité dans [3], IV, 5,
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d'une surface projective non singuliére X etd'un point 2z de Hilby =H,
correspondant & une courbe non singulidre Z sur X , tel cue =z soit isolé dans
H et que son anneau local dens H soit un enneau {nécesssirement artinien) non
réduit, i. e. l'espace tangent de Zariski de H en 2z est £0 (Dans 1= termi-
nologie classique, {z} est alors une famille algébrique maximale de diviseurs
sur X , et le "systéme linécire caractéristique" de la famille en 2z n'est pas
conplet)e Notre exemple est inspiré d'un exemple plus compliqué de ZAPPA.

Soient Y un espace anslytique projectif, & un Module cohérent localement li-
tre sur Y, X =P(§) 1le fibré projectif associé([2], V, 2.2), £ : X Y son
morphisme structural, g une sectionde X sur Y , défini donc par un Module
quotient inversible £ de & , et soit Z 1le sous~espace analytique fermé de
X défini par 1'immersion g ¢ Y -» X . Donc le morphisme Z -» Y induit par f
est un isomorphisme. Il en résulte facilement que les pbints z! sur H!' = 'I_-‘I}'_J_._gx
voisins du point 2z défini par 7Z correspondent & des sous-espaces analytiques
Z' de X ayant la némepropriété/é}savah'quebmmﬁsme Z% » Y induit par f est
un isomorphisme (comparer [2], VIII, 2.2, ob il suffit de remplacer les mots
"immersion fermée! par "isomorphisme", la démonstretion étant encore analogue a
[2], VIII, 2.2, et en fait plus simple). Donc pour z' voisin de z , %! ast
défini par une section g!' de X sur Y , i. es par un Module inversible quotient
£' de & o Supposons pour simplifier que £ = OY (cas auquel on peut dtailleurs
toujours se ramener en tensarisent & par go! , ce qui ne change pas X ), alors
pour 2! voisin de 2z , le point u!' de l'espace modulaire de Picard P = Picy
(cfo 1m° 3) défini par £!' est voisin de llorigine u , pour z! voisin de 2

(En fait, on a un morphisme de 1l'ouvert H! = ;l X/Y de H représentant les
' Y/C
sections d¢ X sur Y , dans 1'espace modulaire de Picard P , comme on voit sur

les foncteurs associds). Soit $ 1le noyau de 1'homomorphisme canonicue
€-+£ =0y 4§ on a une suite exacte canonique

v W

OAOY-»S—-)F—;O ’

d'ou une suite exacte en tensorisant avee £!'
v v
0L 5 Eg e S &0 .

La donnée de z! , i. e. de g' , équiv-ut & la donnde d'un £! (correspondent &
un u'€ P voisin de u ) et & un homomorphisme surjectif & -» £!' , défini donc

per une section ¢' de & @ £! . Supposons meintenent, pour simplifier, Y
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connexe et non singulier, et qu'on ait :
ae Pour u! voisin de u &t distinct de u, I'(¥ ,8g &) =0,
be diml"(Y,é) =1,
ce I'(Y, %) £0.

Les conditions (a) et (b) impliquent =zlors que 2z est point isolé de H , car
si 2z' wvoisin de 2z correspond & u' € P et & une section o' de é@ e, cet-
te dernidre sera en vertu de (a) une section de £' , donc ser:it nulle si on avait
ut £u,; (car £' sera algébriquement équivalent & O pour u! voisin de u ,
donc ne peut.alors avoir de section non nulle que si £ est le faisceau trivial) ;
cela montre donc quton a £ © OY s donc en vertu de (b) la section ¢! est pro-
portionnelle & ¢ , donc définit le mfme quotient de & que ¢ , d'ou z' =z «
Dtoutre part un calcul facile montre que 1l'imepe inverse par la section g du
Lodule GX/Y tangent & X relativement & Y est isomorphe a é@éu% (c'est
par exemple un cas particulier de la formle générale qui fait svite & [3], IV,
5439 donc 1'es1$ace tengent de Zariski & H en 2z , interprété comme l'ensemble
des morphismes dans H de l'espace analytique D réduit & un point avec ll'anneau
local Q_[t]/(tz) , est canonicuement isomorphe (en vertu de lz définition de H et
de [2], VII, 5.3, & TI'(Y , 8) , quiost £ O d'aprés lthypothese (c)e

I1 reste & expliciter un cas ou les hypothéses (a), (b), (c) sont vérifides. Je
dis qutil suffit de prendre pour & une extension non triviale de OY par OY ’
de sorte que £23D O - L'argument précédent montre que (a) est vérifié, de

plus (¢) est trivielement vérifié, et enfin (b) est vérifié, car une section de

& qui ne proviendreit pas d'une section de $ , donc définirait unc section non
nlle de &/ = £ O » définirait un splittage de ltextension & , contrairement
‘4 1'hypothése que cette extension n'est pas triviale. D'ailleurs il existe unc
extension non triviale de @, par lui-mfme si et seulement si Hl(Y , OY) £0 .
Oa peut donc prendre pour Y n'importe quelle courbe projective de genrc g 21 ,
et pour X une surface réglée sur 1r courbe T

En conclusion, 1l'existence d'éléments nilpotents dans les cnneaux locaux des
¢speces modulaires de Hilbert doit &tre considéré comme un phénomene trés fréquent,
se présentent dans des situstions des plus simplcs et des plus clcossiquese Ce ntest
Qulcn tenant compte de ces éléments nilpotents quton parvient & unc compréhcnsion
de la structure infinitésimale de ccs cspaces modulaires.
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2. Variétés de modules locales.

Dans les problémes de "variétés de modules locales", on se propose de représen-~
ter un foncteur, défini non sur une catégorie (in) ou (An) /g » meis sur la
catégorie des germes dl'espaces analytiques ([2], VI, 1), ou des germes d!espaces

analytiques au—dessus d'un germe donné. Nous formulerons ici le cas le plus sim-
ple, inspiré par KODAIRA-SPENCER.

Soit X, un espace analytique compact. Pour tout germe d'espace analytique
(S 4 8) 4 soit F(S , s) 1'ensemble des clesses d'espaces analytiques X propres
et plats sur un voisinage ouvert U de s , (dépendant de X ), munis d'un iso-
morphisme

Qs XO»XS H

étant entendu que pour deux tels objets (U , X ,¢) et (U' , Xt | ') on appel~
le isomorphisme de 1l'un sur ltautre tout germe de S-isomorphisme en s de X

avec X! , compatible avec ¢ et ¢' , (défini par suite par la donnée d'un voi-
sinage ouvert UM c UnU' de a et d'un Ut-isomorphisme u : X|U 3 Xt|yn
tel que wp = ¢' )e Il est évident que TF(S , 8) est un foncteur contravariant

de la catégorie des germes d'espaces analytiques, dens la cotégorie des ensembles.

On dit que X, admet une veriété des modules locale, si le foncteur précédent

(S y 8) ~ (S, 8) est représentable, et le germe dlespece analytique (M ;, %)
qui le représente est ~ppelé la veriété des modules locale de X (On notera
cependant qu'elle peut fort bien ne p»s €tre une veriété, i. e« x peut &tre un
point singulier de M ). '

Rappelons que si D désigne 1l'espace analytique réduit & un point,d!anneau
local C[t]/ (t.z) s le groupe des D-automorphismes de X  qui induisent 1'iden-
tité sur X_ s'identifie & H'(X_ , Gko) ([2], VII, 5.3) c'est pourquoi on ap—
pelle aussi ce groupe le groupe des transformations infinitésimeles (il vaudrait
rdeux dire : automorphismes infinitésimaux) de X » Hotons :

PROPOSITION 2.1, = Si H (X , Gy ) =0 , zlors pour tout ecspace snalytique X
propre et plat sur un zutre S , tout s e S tel ave la fibre Xs soit isomorphe
A XO » et tout S-:zutomorphisme v de X qui induit 1'identité sur Xs , 11

existe un voisinage ouvert U de s tel que u induise 1'identité sur UJ|S .

Comme X est propre sur S , il suffit de prouver que u cst 1ltidentité sur

un voisinage de XS , ou encore qu'il induit 1l'endomorphisme identique dans les
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anneaux locaux OX x Powr x € XS +« Comme ces derniers se plongent injectivement
2

dans leurs complétés, on est ramené (remplagant S per les spectres des anrcaux

1
artiniens ©O Sﬁn2+ )

soit A « Raisonnant par récurrence sur llentier n le plus petit tel que

mn-"'j' =0 , on est ramené au cas ou on suppose déja que u réduit modulo mrsl est
8

1'identitde Mais 1l'ensemble des S—automorphismes de X culi se réduisent ainsi

au cas oi S est réduit & un point, & anneau local artinien,

. . 1
forment un ensemble en correspondanae biunivoque evec do (XS ’ (SX ) ® (anmT' )
S —

([2], VII, 5.3) et est donc réduit & un seul élément. Donc u est 1'identités
C. Q. FO DO

En dteutres termes, pour tout germe (S , 8) d'esp.ce analytique, les struc-
tures sur (S , s) qu'on se propose de classifier (déformetions de X paramé-
trées per (S , 8) . dans la terminologie de KODAIRA-SFENCER) n'ont pas d'auto-

morphisme non trivial. Cela conduit & poser la conjecture suivente

CONJECTURE 2. - Soit X, wun espace analytique compact sans automorphismes ine
finitésimaux, i. e. tel que H(\(X0 » By ) =0, alors ¥~ admet une variété des
modules locele. 0

PROPOSITION 2¢2. = Supposons X, compacte et non ginguliére, et supposons que
X, admette une veriété des modules locale (M, x) o Alors l'espace tengent de

Zeriski de M en x est cenonicuement isomorphe a gt &, CEX) .
’ O

En effet, il est en correspondance biunivoque avec l'ensemble des morphismes de
D dans (i, %) , et notre assertion résulte alors de la définition de (M , x)
et de [2], VII, 6.3.

COROLLAIRE 2.3 —~ Sous les conditions de 22, on a
an(M , 0 g dmH X , G ) '
C

1'¢galité oyant lieu si et seulement si le germe (i , x) est non singulier

Par définition, dim(M , x) est la dimension de Krull de l'enneau local o, _
qui est majorée par lo dimencion de my/mi et lui est égale si et seulement si

1'anneau local est rég-lier, dtol 2.3 coxpte tenu de 2.2.

COROLIAIRE 2.4, — Sous les conditions “e 2:2. si l'on a
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H(X_ , G, ) = O
0

, . 1
dlors le germe (M, x) est non singulier, et de dimension égele & dim H™ (X ,%Q) .

En effet, le feit que M soit slors simple en x résulte du critérc infini-
tésimal de simplicité ([2], VI, 3.1 (iv bis)) et de [2], VII, 6.3,

REMARQUES 2.5« = Le corollaire 2.4 explique le succes des méthodes de KODAIRA-
SPENCER [4] dans le cas ol HZ(XO y 6 ) =0 , et dans ce cas sevlement, puisque
o

les définitions Kodaira-Spencer sont adaptées exclusivement au eas dlune variété
des modules non singuliére (I1 est trés plausible que en général 1c veriété locale
des modules n'est pas mSme réduite, et qu'il peut sc présenter des cas, comme dons
ltexemple & la fin du n® 1, o x serait point isolé de (M, %) , i. ce la va-
riété des modules est de dimension O , mais ob 1l'onneau loccl de x n'est pas
réduit & C , i. es o4 on a néanmoins Hl(X GX ) #0 ). On fera ottention qutil

n'cst pas prouvé (mais certa:memnt vra:L) que la "fa.m:.lle modulaire construlte
dans [5], dans le ces ob X est non singulidre et H X, » GXO) = B X, , GSXC) =0,

définit bien une variété locale des modules pour X , au sens du présent exposés
Seuf erreur, il est connu seulement que le (M, X) construit dans [5] représcnte

le foncteur F dans la catégorie des germes d'espaccs analytioues non singulierse

2e6e = la condition que HO(Xb s O ) =0 , dens 1ténoncé dc lao conjecture d'exis—
tenee de la veriétd des modules localf » ntest pes surcbondentc, comme onle voit par
cxemple lorsque X est une "variété de Hirzebruch" (fibré non triviel en droites
mrojectives sur 21 )+ Il est cependant possible, lorsque X, admet des automor-
phismes infinitésimaux,en analogieavec l'exemple de probldme de modules développé
dens 1'exposé I, de modifier le probléme de modules initial en éliminant les au- -
tomorphismes, 'par exemple par utilisation de points merqués en nombre suffisant,
ou de tout autre procédé, et il est plausible qu'on obtienne des variétés de mo-
dules locales, munies alors de prégraphes dtéquivelence (jouant le r8le de lles-
pace de Teichnfiller muni de son groupe d'automorphismes), permettant de récupérer
le foncteur T , et mdme le catégorie fibrée des déformations locales de X, o
Ces espaces modulaires locaux & prégraphe d'équivclence seront alors des invariants
du probléme de modules envisegé (défini en llcccurrence par X ) dens la mfme me-

sure que les espaces modulaires & opérateurs T associés aux foncteurs rigidi-
fients P dans [2], I.
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2.7+ = Dlautre pert, il y a des cas bien connus ou la voriété des modules locale
pour X, existe, bien que X, admette des sutomorphismes infinitésimeux non
triviauxe Il en est ainsi par exemple lorsque Xo est un tore complexe. La raison
de 1o représentabilité de T dans ces cas semble dft au feit cue le foncteur §
est alors isomorphe & un foncteur F'! correspondant a la classification de struc-
tures sana automorphismes. Ainsi, dans le cas d!un tore complexe, choisissons un
point a dens X , et posons Ft(S , s) = ensemble des classes & un isomorphis-
me prés de déformations de XO paramétrées par (S , s) , munies en plus d'un

germe de section au-dessus de S en s , passant par le point marqué a . Utilie-
sant le fait qu'une telle famille est un groupe au-dessus de (S , s) , on voit que
5 est isomorphe & §: . Dfautre part, les structures classifides par §' sont
sans automorphisme: (par exemple porcequ'un cutomorphisme infinitésimal de X, ,
qui invarie a , ie. ec un champ de vecteurs sur X, nul en a , est nul)e. En
conclusion, il semble que le condition vraiment naturelle pour l'existencoe d'une
variété de modules locele classifiont les déformetions d'une certaine espéce de

structure complexe, soit bien 1l'absence d'automorphismes infinitésimcux dticelle.

248+ - Lo technique exposée dans [3], II, permet de prouver l'existence d'une
variété formelle des modules pour un espece analytique compact X, sans auto-

morphismes infinitéaimaux, i. e. d'une algébre locale A sur C , quotient d'une

algebre de séries formelles, et telle que 1l'on 2it un isomorphisme de foncteurs
en la C-algébre locale B , dc rang fini sur C

n
(oM, 21 gxres & 1 B) — HSpec (8)) )

ot Spcc(B) est liespace eralytigue réduit & un point d'ennecan local B (Lors-
que la variété locele deo: modules (M, x) oxiste, 4 n'est donc autre que le
complété de lianneau Jc¢:al OM«,X pour se. topologie mx-adique). Ltassertion
analogue d'existence dc variétés formelles de modules est dlaillcurs également
valable pour les avtrce problémes de modules enviscgés dens le présent cxposée Il
cst possible que la clef diune démonstration des conjccturcs 1 ct 2, utilisant lc
résultat cité de géométrie formelle, sc trouve dons unc théoric généralc de pas—

sage du formel & 1fannvtigrz, (malheureuscment inexistantc pour 1'instant).

2¢9« = I1 est possible de donner une formule pour l'espacc tongont de Zariski
3 la variété locale des modules (M, x) en x , généralisant 2.2 au cas ou X,

n'est pas supposée simplec En dtsutres termes, il fout détorminer 1tcnsemblc des
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déformations de X, paremétrées par D = Spec G[t]/ (tz) « On trouve cuc ct'est le
sous—espace vectoriel de

1
Ext;o (Xoxxo;g,%()
XUXXO

(ot g est 1'Idéel diegonel sur X_ x X ), formé des éléments dont 1'image ca~
. o 1 o) 2
nonique dans H (X x X_ ; Ext G ,09) =0 (&_, Ext (0 » %))
X xXO ) o

oK ‘““"f’xo

correspond & des extensions commtatives du faisceau d!'anneaux OX par le noyau

(o]

de corré nul OX .
(o

24¢10e = On peut essayer d'obtenir des théoremes dlexistence pour des variétés
locales de modules poer des techniques projectives, dens le cas ou Xo est supposé
un espace analytique projectife Le difficulté ici tient au fait cue si X est
propre et plat sur S , et si une fibre Xo = XS est algebrique projective, il ne
s'ensuit pas en général que les fibres voisines soient algébriques (Exemple
familles de tores complexes). Ces difficultés ne se présentent pas si

HZ(XO y & ) =0, ousi X, est simple de dimension n , et si le iModule inver-
o}

- sible Q§ des différentielles de degré n sur X est ample, ou si son inverse
o ,

est ample (on peut alors appliquer [2], VIII, 2.1)s En 1'absence de telles hypoth&-
ses, on peut plus générelement gse proposer de trouver des veriétés locales de
modules pour un espace enalytique Xo polarigé, (classifient les déformations

loccles de Xo evec s» polarisation), lorsque XO mmni de sa polarisation n'a
pas d'automorphisme infinitésimsl non nul.

I1 est plausible que dans ces c=23, une construction par des méthodes projectiwes,
vtilisant l'espace moduleire de Hilbert, soit possible.

3. Espaces modulaires de Picerd.

Soient X un espece snalyticue sur S s, £t X -5 son morphisme structural.
On eppelle groupe de Picord relatif de X sur S 1le groupe

Pic(X/S) = H°(S , R £, (6p) ’

ol O;; est le faiscecu multiplicatif des unités du faisceau d'anncaux Oy .

1 | % . ., JP
Comme R™ £ *(OX) est le feisceszu associé au préfaisceaun
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1,.~1
U~-H( (@, ) = Pic(f™ (U))
swr S, (oh pour tout espace cnalytique % , Pic(z) = H'(Z , o%) adsigme 1e
groupe des classes, & un isomorphisme prés, de Modules inversibles sur Z , qu'on

peut appeler le groupe de Picard absolu de Z ), on voit qu'un élément de Pic(X/S)
est donné par u.n recouvrement ouvert (Ui)

eI de S , et des lodules inversibles
£, dens les £ (U i) » tels que pour tout couple (i, j) , les Modules

gi[f (U, 0 Uj) ct ﬁjl £l (U, n Uj) solent localement isomorphes relstivement.

a Ui n Uj s 1e co tout s € I’i n Uj a un voisinage ouvert V C Ui n Uj tel que

ﬁilf"l (V) soit isomorphe & 2 3 If—l (V) « Nous supposerons par la suito cuc 1'homo-

morphisme canonique Ogq - f *(q() est un isomorphisme, donc que
(%) | Cof Tt (6 5

alors la suite spectrale de Leray pour f et le faisceau Ox donne une sulte
exacte en basses dimensions :

0 » Pic(S) = Pic() -» Pic(¥/s) »H3(S , o)

relicnt les groupes de Picard absolus de X de S zu groupe de Picard relatif,
‘donnant en particulier unc inclusion 3

Pic(X)/Pic(S) ¢ Pic(X/S) .

En zénéral cette derniére n'est pas un isomorphisme, cer dons la description
donnée ci-dessus d'un élément de Pic(X/S) , on ne peut en général prendre un re—
couvrement de S réduit su seul ouvert S o Néanmoins, lorsque X admet une sece
tion g sur S , 1l'irclvsion précédente est un isomorphisme, cer on vérific fa-
cilement alors que Pic (K/S) cst sussi en correspondance biunivocue avec l'ensem-
ble des classes & un isomorphisme prés de Modules inverisbles £ sur S ;, munis
d'unc "rivialisation cu-dessus de g ", i. e¢. d'un isomorphisme Og AN g*(ﬁ)

On notera quec 1l'isomorphisme (») implique gue tout automorphisme d'un tel £ R
respectant 1'isomorphisme @S'“g'* g¥(e) , est 1'identité, donc dans lc cas envi-
sagé Pic(X/S) clessifie les objets 3 un isomorphisme prés d'unc certaine espice
de structurc sans automorphismcse Ccla explique le r8le des hypothéscs précédentes
dens lc théoréme dlexistence énoncé ci-dessous ; on noterz que lersqulon ne sup—

posec pcs que X admet une scetion localement zu-dcssug de S (condition qui est
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vérifide cn toﬁs cas si X est simple sur S , ou s'il est simplc sur S en un
point au moins de chaque fibre), il y a lieu de modificr la définition du groupe
de Picard rclatif donné ici, dc fagon & obtenir cncore des théorémes d'existence
‘pour 1tespace modulairec dc Picard. Une telle définition modifiéc est importante
surtout en gdométrie algébriquc, ou on rencontrc couramment des schémas algébri-
qucé sur un corps k , n'asyant aveun point ratiomnel sur k , i. ce aucune section

sur Spec(k) o Hous ne la donnerons pas ici, nc désira=nt pas cntrer dans des dé=-
tails techniques.

Soit maintecneant T wun espacc analytique variable su-dessus de S , ct posons
commc dthabitude XT =X xgq T « Alors

T ~~ Pic (X.T/T)

est un foncteur contravariant en T , & valeurs dans la catégorie des ensembles.
Stil cst représcntable par un espace analytique sur S , ce dernicr prend lc nom
d'cspace modulaire de Picard de X sur S « On notera d'aillcurs que le fonectcur

T anms Pic(XT/T) est en fait un foncteur & velcurs dans lcs groupcs commtatifs,
ct non sculement dans les ensembles ;

5 cn dlautres termes, e8i 1l'cspace modulasire de
Picard existe, c'cst un groupc commitatif dens la catégoric des cspaccs analytiques

sur S , ou comme nous dirons simplement, un groupc analytiquec commutztif cu-des—
sus de

S o« Cc fait nc joue pas d'aillcurs dc r8lc dens la construction projcctive
de 1ltespace modulaire dc Picarde

Bien cntendu, lorscuc EQQX/S existe, alors pour tout changement dc basc
' > S, Pioy,sq, oxiste ot est isomorphc & Picy/q xg st ([2], IV, 3¢7); cn
particulicr, la fibrec dec EEQX/S scn s €S , cst 1'espace modulcire de Picard
"absolu" (i. c. rclativement & ltespace analytique finsl, réduit & un point) de
la fibre X_ . Classiquemcnt, on s!'étoit borné cu cas ou S éteit 1'cspacc zna-
1yticue fingl, ct le plus souvent au cas ol, dc plus, X cst compoctc et non
singuliére, dc préfércnce kPhlériennc ; ce qu'on appcleit alors commnément la
"variété dc Picard" dec X , n'est 2utre slors que 1o composantc conncxc dc 1'é1é-
ment neutre daons gggx/s s cfe 343 ci-zprése I1 importe ccpandant dans de nom-
brcuses. questions de travsiller avce g}gx/s tout entier commc un c¢spaec analy-

tique, c'est pourquoi nous svons dff nous écarter dc 1la terminologie reguce On

notcra d'ailleurs que dans lc cas ou S est qucleonque (ie ee intuitivement

1orsqq'on étudic les espaces modulaires dec Picerd d'unc f-millc dt'cspaucs analy-

tiques paramétrée par S ), il n'cst nullement cortain que lcs composantcs
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conncxcs des fibres de E_J..EX/S forment un sous-cnsemble rzisonnablc, disons ou~
vert, de E-]o‘&}(/ 3 l'asscrtion ansloguc cn géométrie algdébricue, cn caractéristique
p>0, cst cn tous cas fausse. I1 cst psr suite trés doutcux que la définition
classique dc 1o variété de Picerd commc une variété connexc, puissc s'étendre aux
famillese Il serait plus raisonnahle sens doutc de prendre ltcnscmble EA«G)E/S des
points de figx/s qui corrcspondent & des Modules inversiblcs sur X, dont la
classc de Chern rztionnclle cst nulle (en géométric clgébrique, on dirait : qui

définit un élément de torsion dens le groupc dc Néron-Severi), qui o de bonncs

mropriétés cn théorie des schémos (il cst ouvert, ct probeblement de type fini sur
S).

Nous indiquerons, a titre d'cxemple, lc théoréme d'cxistcnece suivant, qui cst cn
fait un théordme dc théoric des schémes, ct sc démontrc sans difficulté a ltaide
dc lel, ct des sorites de [2], IV

’ N .
THEOREME 3¢le = Soit f ¢

¢ X »35 un morphisme dlespaces analytiques ayont lcs
propriétés suivontes @ '

ae £ omt plat ct projcctif (esposé 8 15, définition, p. 6).

be Lthomomorphismc OS - £, (OX) cst un isomorphisme, ¢t lc reste per cxtonsion

de 1o basc (on montre gque moycnnent (a), il suffit pour ccei quec lcs homomorphismes
e »H° (XS ’ OX ) soicnt des isomorphismes) e
8

ce X odmet localement unc section sur S .

Sous ccs conditions, Picx/s cxistce

Voici 1'idée de 1lc démonstratione Ia qucstion ét:nt localc sur S , on pcut sup-
poser quec X cdmet unc scetion g sur S , done intcrpréter Pic (XT/T) comme

Pic(XT)/Pic(T) grice & (b)e Soit F(T) 1lc sous-cnscmble de Pic(XT/T) défini

per les Modules Inversibles £ sur X, qui sont trés amples relativement 2 T ,

ct tels que, pour tout t €T , on ait Hl(Xt s &/m £) =0 pour i>0.0n

noterc. quc ccttc condition est stable par extension de la base j3 cuc sl elle est

vérifiée cn un point t , clle 1l'est dons tout un voisincge, ot que dtautre port
pour tout liodulc invcersible £ sur XT ct tout oqvcrt rclativement compcet U
dc T , il cxistc un enticr n tcl quc n >n_ impliquc que ?{n) satisf-it
cu~dessus de U & 1n condition qu'on vient dlenvisager, i. ce définit un élément
dc F(U) o De ceci ctdes switesde [2], IV, 5, on dédvit frcilercnt que

T ~~~ Pic (XT/T) est rcpréscnteble si ct sculemcnt si lc fonctocur T~~~ F(T)
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llest, et alors Picy /s cst somme d'une suite croisscntc d'ouveris tous isomorphes
a 1'espacc cnalytique sur S représcntant T o D'autrc nirt, & tout élément &

de J(T) , représenté par un Module inversiblc
fibré projectif Pp =

1ité du sous-~fonctecur

£ , corrcspond canoniquement un
@(fT *(SS)) s ct on peut sc borncr & étoblir 1o représcntabi-
5, (T) de F(T) formé por lcs & tcls quc la dimension
rcletive de PE sur S soit r partout (car § scra rcpréscnté por 1l'cspace
analytique somme de coux qui représemtent les §, )e Soit G(T) 1tcnscmble des
couples

(E,u , 08 &eF(T ,ct ot u cstun isomorphisme wu @ Pa—m-—-»gr .

T
C'cst un fonctour contravariant en T , et on a un homomorphisme fonctoricl
© . 5. .

Dtautre part, on constote aussit8t que G(T) cst cn correspondance biunivoque avece
l'cnsemble deg Te~immersions i1 ¢ XT -»R; telles quc l'imege inversc dc O r(l)

Fr
sur  Xq définissc un élément de T.(T) , ct que 1'homomorphisme canonique
on' = h,(® (1)) » £, (3*(9 (1)) soit un isomorphismes Utilisant le théorém

P Fr,

d'existence lel, on cn conclut que ©® est représentoblc par un ouvert Q de

ltespace modulaire de Hilbert S x Hilb__.'s En vertu de [2], IV, 4, Q est muni
d'un graphc d'équivalence provenant du ~“morphisme © - S’r s ct qui s'obticnt dtail-.
leurs aussi & 1l'aidec des opérations évidentcs du groupe projectif T = GP(r , )
sur Q via scs opérations évidentes sur G (compte termdufdtque I' cst lc groupe
des automorphismes de Er ), comme imnge du morphisme corrcspondant suivant, qui
est un monomorphisme ¢

QxT=QxQ o
I1 résulte alors de [2], IV, 4.7, que ffr est représentablc si ct seulcment si lc
quotient P = Q/I existe, ct si Q est un fibré principal homogéne sur P , de
groupe I' 3 et ~lors t}r cst représenté par P o Or le passcoge ou quotient peut
sc faire iei sans difficulté, cn définissantconvenshlementdes cwerts Q, dc Q stables

par [ , rccouvrant Q , et qui sont T'—isomorphes & decs produits Zi x e

On fere attention que, sous les conditions de 3.1, l'cspage moduleire n'est cn
général pes séperé sur S , per cxemplc & causc de 1o possibilité dc fibres cxeep—
tionnellcs dc X sur S , ayant plus de composantcs irréductibles que les fibres
zénérales« On peut montrer que lorsqus dans 3.1 , los fibros do
S sont dos schémas algébriques intégres, slors &GX/S

X sur

est sdparé sur S,
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et de fagon plus rpéedse 1* ospace analytique sur S représontant 1le
foncteur ¢ Introdult ci-dessus est alors 1' espace somms d'unc suite
d! espoces analytiques sup S

définis par des préschémas quasi - projectifs
sur S

. Pour le.voir, on représente coet espace somme un
quoticnt d'un espcec moduleire classifiant certains diviscurs(qu'on construit &
1'cide de lel), par une relction dtéquivelence plate et propre, expriment 1!équi-
velence linéaire des diviseurs, et on applique un résultet de [3], IIT.

Comme nous l'avons déja sign=1é, mfme en restent cssentiellcment dons le cadre de
la géométrie algébrique, les conditions de 3el ne sont pas les seules naturellcs
pour obtenir un théoréme dlexistence d'cspaces moduleires dec Picerde Ainsi, on
pout montrer que tout schémn clgébrique X projectif sur un corps quelconque k
admet un schéma de Picerd, done si lc corps dc base est C , il cdmet un espaee
modulaire de Picerd au sens analytique complcxee Du point de wvue de 1o "géométrie ’
formelle", 'l'hypothése naturelle pour l'existence dtun espace modulcire de Picard
senblerait le suivante ¢ X est propre sur S , plat sr S , et O est "cohn-
mologiquement plat sur S en dimension O ", i. ‘e. f*(Ox) est localement libre-
et sa formation commute & 1l'extension de la base (cette dernidre condition signi-

fiant sussi simplement que les homomorphismes f, (G) - H® (X 5 & ) sont sur- -
: S

jectifs). Ces conditions sont vérifides par exemple si X est compact et si S

est réduit & l'espace analytique final ; on va voir que dans ce cas Picx existe
effectivement.

Considérons 1= suite exacte classique de groupes analytiques

0-+2 +CC%=0 ;

~~

pour tout espace anslytique X , elle donne naissance & une suite exacte pour les

faisceaux de germes de morphismes de X dans Z , C , Q* , ie €e¢ & une suite
exacte

0% 585 0

»>Zy GX » 0y o ’

ou Zy désigne le faiscesu constent des entiers sur X , d'ol une suite exacte
de cohomologie

8 KX ,2) +HO(K , Q) » HO(K , 6) »H (X, ) » H (X, 0) »H (X, )

> ees L]

De mfme, pour tout morphisme f : X -+ S , on 2 une suite exccte de faisceaux sur
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S faisant intervenir les foncteurs R' f, pour les Zy , Oy » Oy  Ceci permet

d'aborder 1l!'étude de l'espace modulaire de Picard, par voie typiquement transcen-~
dante.

Nous utiliserons la proposition suivante, qui m'a été signalée par Je-Pe. SERRE :

PROPOSITION 3.2+ = Soit X wun espace analytique compact, alors 1l'homomorphisme
canonique

Hl(x y B) ”Hl(x ’ Ck)

(composé des homomorphismes canonigues . X ,R) = Hl(X y O) - ut x, OX) ) est
injectif 3 a fortiori, 1lt'homomorphisme canonique

1 1
H (X ,2) »H (X, 0)

est injectif et a une image fermée (puisque gt x,RxN ut x,2) e R )e

Soit Xo lo sous~espace cnalytique réduit de X ayant mfme espace topologique

sous-jacent que X j; il existe (is es le faisceau des éléments nilpotents de -

OX est cohérent), en vertu d'un théoréme connu de OKAe On a un diagramme commita-
tif dthomomorphismes canoniques

B (X, B) ———SH (X, 0)
r
L H
H (Xo » Beo—— (Xo ’ %{o) ’

qui montre qu'il suffit de prouver 1ltassertion pour Xo s 1e ee qu'on peut suppo-
ser X réduite On peut évidemment aussi le supposer connexce Comme X est réduit,
1'ensemble des points ou il n'est pas simple est un ensemble fcrmé rare, d'ol on
conqlut facilement que toute fonction znalytique f sur un ouvert de X , telle

que df = 0 , est localement constante. On a donc une suite exacte
05 QX - OX - dOX -0 ’

ou dox est le sous-fzisceau de Q;: des 1 -formecs analytiques aui sont localement
des différenticlles exactes (Ne Be ~ Dans le cas ot X est simple, clest le fais-

ceau des formes différentielles fermées). On en conclut une svitc exactc de coho-
mologie ¢
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1 1
0+Q-HE,C ~H X, 9) ’
ou 0 cst ll'cspace des l=formes différentielles sur X qui sont localecment des

différentielles exactes (Ie fait qu'on puisse mettre un O sur la 'gauche provient

du fait que X est compact réduit, donec HO(X y ) = H°(X ’ OX) est surjectif).
Compte tenu de cette suite exacte et de 1'inclusion Hl(X s R) = ft Xx,0 , on
voit que 342 équivaut & 1'énoncé suivant, d@ & BLANCHARD : une leforme différcn—

ticlle analyticque sur X qui est localement une différenticlle exccte, et qui cst

4 périodes réelles, est nullee

//gﬁgs'f"lf
Rappelons la démonstration de BLANCHARD : Sogh> éyftement universcl de
e

e

X,ct w le forme sur X' image inverse qasj/a Stoyry donéy), w sur X' « Comre

’ . Fed ee g IR 4“ =
w!' est localement une différentielle exacte,,«c'(;:r»\xﬂi“f.“ésigai@ ement conncxc, on
= b

a w' =4df' , ot f' est une fonction analy '-qg ngn‘k'/ﬁ
tante prés)e L'hypoth&se que les périodes de @ 0%’\@2

partie imaginaire J(f!) de f! est invariantc pa?

inie & unc cons-
signifie que la

groupe fondamental e
de X opérant sur X' , donc provient d'unc fonction continue g sur X « Cette
derniere cst localement la partic imeginaire d'une fonction znalyticue swr X ,
d'ol on conclut qulelle ne péu'b prendrc son maximum quten un point ocu voisinage
duquel elle est constante. Comme X est compacte et connexe, il s'ensuit que

g

est constante, donc f!' est constente, donc w' =0 , donec w=0,

C. Q. F. D.

THEOREME 3+3e = Soient

X un espace analytique compact, alors ‘P:‘Lcx cxistce
Posons

P

Coker (' (X , 2) -» H (X , )

Q

Ker (82X , 2) » B5(X , 9)

ct mmissons P et Q dc leurs structures naturclles de groupes cnelyticucs
(cellec de P étant connexc, celle de Q

nique dc groupes anzlytiquecs @

discrétc)e On a unc suitc cxactc cano-

O»PﬁPicx-'Q-'O .

En particulier, P est isomorphe & la composantec connexc de 1tclément neutre de
P:i.cX .
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DEMONSTRATION. — Pour tout espace analytique T , posons Xp =X x T , et soit
fp 3 X;» T le morphisme structural. Dleprés les généralités précédant 3.2, on
a une suite exacte de faisccaux sur T

1 1 1 * 2 2
(1) «ee > ® fT@xT) +R fT(oxT) R fT(o)Lr) > R fT@xT) > R fT(eXT) R
dtautre part on vérifie facilement qulon a des isomorphismes
RY (0 )—o o V) = e @,
0(0 )= o 07) = o g

gl £ @XT)—"‘—» Op ch = r%

avee

i

v Hi(X,O)

1}

r*=m(, 2) .

Notent que 1'image de lthomomorphisme canonique rl . vt est:fermée, soit P
son conoyau, et Q le noyau de r? L v « Ce sont des groupcs analytiques, et 1la
sulite exacte préeédente prend la forme

@) 0 + 0, (P) - R fT(qu) + 0,(Q) » 0 ,

suite qui est fonctoriclle en T . Or soient hp ct hQ les foncteurs sur (4An) ,
4 valeurs dans les groupes abéliens, rcpréscntés per P et Q , et F lc fonc-
teur T ~~— Pic (XT/T) . On a donc une suitc cxacte dthomomorphismes

(3) OahPaF—)hQ .

Pour voir quec F est rcp;'ésentable, il suffit de prouver qu'il est rcprésentable
reclativement a hQ [2], IV, 3.7, i. cs que pour tout espace analytique T , et tout
élédment n e hQ(T) Cuo(r, 0.() , le fonctcur F sur @_g)/T qui associc a

*
tout T* suwr T 1'cnsemble F (Ti) des sections de ! fT!(GXT) sur T! dont

1'image dans HO(T! , OT,(Q)) est 1'image inversc de n par Tt T : cst un
foncteur représentable. Or soit ! le sous-faisceau dlensemblcs de R £ (OXT)

imgoe inwerse dc n par lc morphisme rb £ (OXT) » 0,(Q) o A causc de l'exzctitude
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de (), cfost un faisceou principal homogéne sous On(P) , et & cc titrcil définit
un fibré principal homogéne analytique M sur T , de groupc P « Il cst elors
immédiat de vérifier que cc dernier représenter F o Ccla prouve done l'existence

de Picy » de plus la suite cxacte d'homomorphismes (3) définit unc suite d'ho-
momorphismes

OaPaPicX-*Q*O ’

dont on vérific aussit8t qu'elle est exactc, ct dc fagon précisc P est lc noyeu
de Picy - Q , et Picy estun fibré principal homogénc sur Q de groupc P .
Ccla signifie con effct que pour tout cspacc analytique T 4, la suitc oxactc cor-
rospondante dc faisccaux sur T 3

0~ OT(P) - OT@-i—gX) - OT(Q) -0
est exacte, or cette suitc n'est autre que (2).

Bicn entendu, cctte démonstration nc prouve pas que, lorsquc X provicnt dtun
schéma algébrique propre sur Q s alors Picy provient égalemont d'un schéma
- en groupes sur C , comme le montre la théoric algébrique du schéme dc Picard.
Dtautre part, une adaptation de 3.3, au cas d*un cspacc de basc quelconque S
qui engloberait lc théoreme dvexistendc 3.1, sc hourtc & des difficultés dc pas-
sage au quotient d'un S-groupe snalytique per un sous—groupc znalytiquc discrcte.
Ces difficultés disparaissent lorsqu'on suppose quc X cst fibré localement tri-
vial sur S du point de vue topologicuc, ct quec OX cst cohomologiguement plat
sur S cn dimension - O ¢t 1 : on trouve quc dans cc cas, .E"_j_:c*x cxistc, et cst
une cxtension dtun S—groupe Q A fibres discrétes, par un S-groupc P , au
quoticnt d'un fibré vcctoricl associé du dual dc Rl f (OX) par un "réscau" dis-
crect R1 £ @X) y qui est un fibré localement trivial sur S du point de vuc to-
pologique. Le détail de 1z démonstration, calquéec sur cclle de 3e3, cst laissé
.au lcectcurs
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