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Séminaire CARTAN-~SCHWARTZ ‘ 2101
lée année, 1963/64, n° 21
4 et 11 mai 1964

COBORD ISME

par Claude MORIET

1. la dernidre étape de la démonstration de la formule d'Atiyah-Singer.

En conclusion de 1l'exposé précédent, nous sommes amenés & étudier deux fonctions
ja et jt définies sur l'ensemble E' des couples (V , & , ou V est une va-
riété différentiable, orientée, de dimension paire, compacte et sans bord, et &
un élément de K(V) . Plus exactement, E' est 1l'ensemble des classes d'isomor-

phisme de couples (V , &) , 1l'isomorphisme étant défini de maniére évidente. Ces

fonctions possédent les propriétés suivantes :

(0) S'il existe (W, n) , oo W est une variété différentiable orientée compacte,
et n un élément de K(W) , tels que (V , & soit isomorphe & (M , n| ) ,
alors ji(V y & =0 (i=a,t);

(1) 3500, 8 + 3,00, 8) =5,(V+V, 54 8) (i=a,t);
@) 5,00, 8 + 3,00, =5F,85en (H=a,t);
(3) 3,00, 8 <500, &) =50xv,508) (i=a,t)

(On note V + V' 1la réunion disjointe de V et V' , et on note & + & 1le fi-
bré de base V + V' , dont la restrictiond V est & et la restrictiona V'
est &' )

Remarques - On a déja démontré que 1l'indice analytique et 1'indice topologique
vérifient les conditions (1) et (2). Les propriétés (0) et (3) résulteront de ce
qui suit pour 1l'indice topologique, et d'exposés ultérieurs pour 1l'indice analy-
tique ;3 d'ailleurs, elles ont été démontrées dans 1'exposé n° 20 pour 1l'indice
topologique.

Sur E' , la réunion disjointe donne une loi de monoide abélien. L'ensemble des
éléments de E' qui sont des bords (au sens de la condition (0)) est un sous-
monoide. On notera A' le quotient (la relation d'équivalence est la suivante
a est équivalent & b si et seulement s'il existe e et f dans le sous-mow-
noide tels que a +e =b + f ). A' est un monoide abélien avec élément neutre
(1a classe des bords), qu'on notera additivement. C'est un groupe : pour avoir
l'opposé de (V , & , onprend (V x I, o) , o a est l'extension de & 2
VxIjz;lebordde (VxI, o est (V,8 «+ (W , & ot V- estlavariété
V mmie de 1'erientation opposée 3 (V- , & est donc 1'opposé de (V , &) dans
A,

~
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le produit tensoriel [(V , &) , (V' , €] > (Vx V', &  &') induit sur A'
une loi d'algdbre commutative. Les conditions (0) , (1) et (3) expriment alors que

i (i =a, t) estun homomorphisme de A' dans Q .

On peut faire les mémes constructions & partir de l'ensemble E des classes de
couples (V, &) , o V est une variété compacte sans bord de dimemsion quelcon-
que (orientée), et & un élément de K(V) . On obtient une algdbre A graduée
(par la dimension des variétés), anticommutative, et A' est alors la sous-algébre

des éléments de degré pair.

- Soit alors I 1le sous-groupe de A engendré par les éléments qui s'écrivent
(V,F,)+(V,n)-(V,E,$'n).

1 est un idéal.

On posera
I' =InA', B=A/I et B'=AY/I',

B' s'identifie & la sous-algébre de B formée des éléments de degré pair. les
conditions (0) , (&) , (2) , (3) expriment alors que I3 (i =a, t) définit un
homomorphisme de B' dans Q (homomorphisme d'algébres) ; il induit donc un ho-
momorphisme de B! ngQ dans Q .

~

Ie résultat fondamental de cet exposé s'énonce :

» *
THEOREME l. - B ® Q est isomorphe & une algeébre de polynbmes en les variables
Z

p; dedegré 4i (I entler >1) et ¢; de degré 2 , ob 1'on peut choisir pour

p; Jla classe de (sz.(E) , 1) et pour ¢, la classe de (Pl(.q) , El(g)) .

[On a noté 1 1le fibré trivial de dimension 1 .

COROLIAIRE 1o - B! ® Q est isomorphe & B eg .
Z 2

o~

ceilncident si et seulement si elles

COROLLAIRE 2. - Les fonctions ja et jt

coIncident sur (PZi(g) , 1) pour i 31, et sur (Pl(g) , El(g)) .

Le théoréme L sera démontré au § 7 de cet exposé. Nous aurons besoin pour cels
d'un certain nombre de résultats de cobordisme que nous allons démontrer tout 4'a-
bord (dens les paragraphes 2 & 5). Par ailleurs, nous vérifierons au § 8 que Ja
et j, colncident effectivement sur (P,.(C) , 1) et sur (P (C) , E;(C)) .
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2., le foncteur Q* .

Soit X un espace topologique. Considérons les couples (V , f) , &0 V est
une variété (différentiable, compacte, orientée, sans bord) et f une application
continue de V dans X . On considérera que deux tels couples (V,£) et (V' ,f')
sont isomorphes s'il existe un difféomorphisme orienté h de V sur V' tel que
f =f' o h . L'ensemble quotient sera noté E(X) . La loi de composition

(v, , @, )] +V, £f+£)

fait de E(X) un monoide abélien, qu'on notera additivement. (Ici, on note f +f*
1'application de V + V' dans X dont la restrictiona V est f et la res-
triction a V' est f' .) On dira que (V , f) est un bord s'il existe un couple
(W, g) , ot W estune variété (différentiable, orientée, compacte) & bord,
telle que (V , f) soit isomorphe & (OW , g|OW) . L'ensemble des bords est un
sous-monoide de E(X) . On notera (X) le quotient. O (X) est un groupe (1'é-
1ément neutre est la classe des bords, l'opposé de (V , f) est (V- , f) , car
(V,£) + (V7 ,f) estlebordde (Vx I, fop) ). Ce groupe est graqué par
la dimension de V .

Soit 4 wun sous-espace de X . On notera E(X , A) 1l'ensemble des classes de
couples (V, f) , o V est une variété différentiable compacte orientée et f
une application continue de V dans X +telle que f(OV) soit contenu dans A .
Dans E(X , A) , oh définit une somme par la formule

f £ f+£
((V, aV)""'> (X: A)) + ((Vt ’ 6V')—--> (X’ A)) = ((V+V' 9 IV + N')

> (X, 4)) s
elle fait de E(X , A) un monoide abélien.

On dit que (V , f) est un bord s'il existe une variété W compacte orientée,
de dimension égale & la dimension de V plus 1 , et une application g de W
dans X ainsi qu'un-plongement d¢ V dans le bord de W , tels que g|V =f et
que g(oW - V) soit contenu dans A . Et le quotient de E(X , A) par le sous-
monoide des bords est un groupe C@(X y A) gradué par la dimension des variétés.

On obtient ainsi un foncteur (X , &) ~>»C;(X , &) , défini sur les paires d'es-
paces topologiques. Et on vérifie que C;(X) = C@(X s #) « Nous allons montrer que
ce foncteur Q*(X s &) vérifie les axiomes d'Eilenberg-Steenrod, sauf 1l'axiome de
- dimension. (Un foncteur qui vérifie ces axiomes sera appelé foncteur homologique

gsans axiome de dimension.)
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A, Suite exacte d'homologie.

Définissons 1'opérateur bord. Soit (V , £) un élément de E(X , 4); (3V, f\av)
est un élément de E(A) (de dimension un de moins), et ceci nous donne une appli-

cation
Qn(X 9 A) —)Qn_l(A) .

Les inclusions A -X et (X, §) -—'L> (X , A) permettent alors d'écrire la sui-

te d'homomorphismes

Iy 0
Qn(A) — Qn(X) —_ Qn(X y ) —> Q1 L) —> Qn—l (X)

PROPOSITION L. - Cette suite est exacte.

L'exactitude en Qn(X) eten Q (A) est évidente. Il est trivialque Os j =0.

by

I1 reste & montrer que Ker o0 c Im S

IEME 1, - Soient V une variété de dimension n , et f une applicationde V

dans X telle que f(dV) c A . Soit V' une sous-variété de dimension n de V
(fermée dans V ). Supposons gque gt (&) contienne l'adhérence de V - V' 5 alors
v, £ et (V*, flv,) ont méme image dans Q (X , L) .

Démonstration du lemme (Pour tout ce qui concerne les questions d'arrondissement
des angles, je remvoie aux exposés de DOUADY [6])e = Modulo arrondissement des an-
gles, O(V x I) est une variété & bord dont le bord est obtenu en recollant les
trois variétés V x {0}, V x {1} et (V) x I . On a donc deux plongements
VsV x{0} et V' ->V'"x{1l} de V et V' dans le bord de V x I (1e second
plongement étant avec changement d'orientation). Ie couple (VxI,fo pl) réa=
lise alors 1'équivalencc & zéro de (V , f) - (V' , fw,) .

_ Démontrons maintenant que Ker 0 cImj, o Seit (v, oV, f) dans En(X , 4) .
Dire que son image dans Q (&) est nulle, c'est dire qu'il existe W , de bord
NV ,et g WA, tels que glov = f\av . Considérons la variété recollée

v Uyy W=V, o Clest une variété sans bord, et f u g est une application de V_
dans X . D'aprés le lemme, l'image de (V_, f u g) dans Qn(X , A) est la méme
que celle de (V , f) . '

B. Homotogie .

PROPOSITION 2, = Soit ¢ wune homotopie entre les deux applications goo et ¢
de X dans Y . Alors les applications ¢, &b ¢4 de Q (X) dans Q (¥)
sont égales.
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En effet, si (V, f) est dans E(X) , il faut montrer que V., 0, £) et
v, 9y © f) ont méme image dans Q*(Y) . L'équivalence est réalisée par

(Vx I,q/(fx idp)) .

Ce Excisione.

PROPOSITION 3. - Soient A et B deux ensembles ouverts gqui recouvrent X .

L'injection (B, & nB) » (X , A) induit un isomorphisme de Q*(B , A nB) sur
Q*(X ’ A) .

Montrons la surjectivité. Soit (V , oV , £) un élément de E(X , &) 3 il exis-
te une fonction différentiable ¢ sur V , & valeurs dans (0, 1), égale & 1
sur oV u f-l(X - B) et & zéro sur f’l(X - L) , et qui est transversale sur la
valeur 1/2 . Posons alors V' = @'1(1/2 , 0) 3 V' est une variété différentia-
ble, et d'apres le lemme 1, (V , &V , £) et (V' , oV', flv,) ont mfme image
dans Q (X , 4) ; mais (v, ove , flv,) appartient & E(B , A nB) .

Pour montrer 1'injectivité, si deux éléments (V , £) et (W, g) de E(B,4nB)
sont équivalents dans Q*(X , A) par une construction analogue & la précédente,
on remplace la variété qui réalisait 1'équivalence par une plus petite dont 1'image

est contenmue dans B .

3. le morphisme naturel du foncteur « dans le foncteur X ~> H*(X x BSO ; z) .

Soit (V, f) dans E(X , &) . Scit ; 1'application classifiante du fibré
tangent stable de V ( ¢V envoie V dans BSO , et en fait, seule la classe

d'homotopie de cette application est définie). L'application f x qv de V dans
X x BSO induit sur les homologies une applicgtion

H*(V,av;fg)aH*(XxBSO,Ax_BSO;E).

On notera ¢(V , £) 1'image de la classe fondamentale de (V , dV) par cette ap-

plication.

THEOREME 2.
(a) oV, f) ne dépend gue de la clgsse de (V , f) dans C;(X , A) s
(b) 1l'application ¢ ainsi définie de Q*(x , &) dans H*(X x BSO , A x BSO 3 2)
est un homomorphisme de groupes, et ¢ définit un morphisme du foncteur homologi~
que @ dans le foncteur homologique X ~>H(X x BSO 5 Z) .

Seul (a) n'est pas trivial j; nous allons donc montrer que oV , £) est mul
quand (V , f) est un bord.
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Si A est vide, supposons que V = et f = gy (On sait que 1l'application
classifiante mv est la restriction & V de 1l'application classifiante qw .)

Ecrivons le diagramme commutatif

oy 005 30 > B, (a0) = B (7
(g x qu)* 1 (f X %)*
Hn+1 (X = BSO , X x BSQ) ———> Hn(X x BSO0) .

Ia classe fondamentale de MW est dans 1l'image de Hh*l(w , W) , puisque c'est
1'image de la classe fondamentale de (W , OW) ; son image dans Hh(X x BSO) est
donc nulle. '

Si A n'est pas vide, V est une sous-variété plongée dans le bord W d'une
variété W . On vient de voir que 1l'image de la classe fondamentale de OW par

((g x Ww)law)* est nulle ; considérons donc le diagramme commutatif suivant :

H_ (W) > H_ (3, M-intérieur V) ———> H (V ,
l“g"“’w)\aw’* \ / < W),
Hn(X x BS0) > H (X x BSO , A x BSO)

La ‘classe fondamentale de (V , V) est 1'image de celle de OW , donc son ima-

ge est nulle.

4, Structures multiplicatives.

DEFINTTION. - On dira que le foncteur homologique T est multiplicatif si,

quelles que soient les paires d'espaces (X , A) et (Y, B) , o A est ouvert
dans X et B ouvert.dans Y , on a un homomorphisme

P, ) e T, B) — T® x T, (X x B) U (A x 1))

de telle facon que p définisse un homomorphisme du foncteur
(x,48), F,B)~~TE,4) T, B)
dans le foncteur
(X,4) ,FT,B))~TExY, XxB)u(ax1).

Exemples. - Le foncteur "homologie singuliére" est multiplicatife
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On en déduit que le foncteur (X , A) ~> Hy(X x BSO , A x BSO , Z) est multi-
plicatif. En effet,

H (X x BSO , A x BSO) ® H_(Y x BSO , B x BSO)
sfenvoie dans
H*(XxYxBSOxBSO, (X x B) u (A xY)) x BSO x BSO)
qui s'envoie dans
H (X x ¥ x B0, ((XxB)u (4 xY)) x BSO)
grice & la loi de Hopf de BSO .

THEOREME 3.

(a) Q. est un foncteur homologigue multiplicatif ;

(b) 1*homomorphisme ¢ respecte les structures multiplicatives.

En effet, E(X , 4) x E(Y , B) s'envoie naturellement dans

Q*(XXY,(XXB)U(AxY)).

by

Pour cela, &3 V ——f—->X et WLE>7 s On associe

fxg
VxW———>XxY.

(En fait, il se pose un probléme d'arrondissement d'angles, et si 1'élément de
EXxY, XxB)u (4 x7Y))

n'est pas bien déterminé, sa classe dens ¢, 1'est.) On vérifie alors facilement
que cette application passe au quotient et définit une structure multiplicative
sur Q* .

Pour démontrer (b), il suffit de remarquer que la classe fondamentale de
(VxW, 3V x W) est le produit des classes fondamentales de (V sy ) et de

5 Calcul de Q © Q »

Par tensorisation avec Q , 1'homomorphisme ¢ donne un homomorphisme ¢ du
foncteur homelogique

(X, 8 >Q&, kL sQ
dans le foncteur homologique,

(X , A) ~ H (X x BSO , A x BSO 5 2) ® Q »
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De plus, & respecte les structures multiplicatives. Dans la suite, on identifie-
ra H*(X x BSO 3 Z) @ Q & H#(X x BSO ; Q) gréce & la formle des coefficients

universels.

THEOREME 4y = & est un isomorphisme de foncteurs.

(a) Il suffit (& cause du lemme des cing et des suites exactes d'homologie) de

démontrer que pour tout espace X 1'homomorphisme

&(X)

Q) & Q > H, (X x BSO ; Q)

est un isomorphisme.

(b) On sait que c'est vrai quand X est un point. C'est le résultat fondamental
de THM (cf. [1]).

(c) On en déduit par suspension que ®(S™) est un isomorphisme pour tout n .
(On montre que, pour un foncteur homologique T quelconque, on a un isomorphisme

fonctoriel Tp+n (s® , point) sur Tp (point) (pe Z) ; d'oh un isomorphisme

fonctoriel de T (s™  sur Tp (point) @ T

n (point) ; ce qui entraine im-
médiatement (c).§+

p+n

(d) %) est un isomorphisme si X est un polyédre fini. Ceci se démontre en
ajoutant les cellules les unes aprés les autres ; le procédé est analogue & celui

qui a été employé dans l'exposé 15 pour le foncteur K .

(e) Pour passer des polyédres finis au cas de X quelconque, nous allons utili-
ser la remsrque suivante : quel que soit X , on peut considérer le systéme induc-

tif des applications des polyedres finis dans X . (Un objet de ce systéme inductif
f

est une application Kf —>X , ou Kf est un polyédre fini. Un morphisme est une

application @fg\= Kg - Kf ’ \

(0 ® Q , ce systéme inductif nous donne un systéme inductif de groupes.

telle que g =1f o wfg .) Par application du foncteur

IEMME. - Ceci définit Q (X) € Q comme la limite inductive des Q,:(Kf) ®Qq .
C'est absolument évident & partir de la définition de Q. (X) .

De méme, H, (X x BSO 3 Q) s'identifie & la limite inductive des H (Kf xBS0 5 Q) .
Et puisque & est un isomorphisme pour les polyeédres, c'est aussi un isomorphisme
pour X .

Observons que, d'aprés la formle de Kﬁnneﬁh, on a

He(X = BSO ; Q) ~H (X ; Q) ® 41, (BSO ; Q) ~H (X ; Z) ® ,H,(BSO 5 Q) .

o~
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Ceci met en évidence sur H (X %x BSO Q) une structure de module gradué sur 1l'al-
gébre graduée H (BoO Q) . D'allleurs, par 1l'application naturelle X x pt -X ,

Q. (X) ® Q est un module gradué sur 1'algébre de Thom Qu(pt) ® Q . Si on 1dent1f1e
1'algébre de Thom & H (BSO Q) , 1l'isomorphisme

®: G X)sQ-HX Q)8 QH*(BSO Q)

est un isomorphisme pouy les stiuctures de module sur H, (BSC 5 Q)

6. Structure de B g Q comme module sur 1'algébre H (BSO ; Q) .

Ce qui précéde s'applique en particulier lorsqu'on prend pour X 1'espace Z xBU .
Compte tenu du fait que 1l'ensemble des classes d'applications V -2 x BU s'iden-
tifie & K(V) , on voit que le groupe additif (gradué) de 1l'algébre A définie au
§ 1 s'identifie & Q(Z x BU) ; donc A ®Q s'identifie & Q(Z x BU) ® § , qui,
par & , est 1somorphe a H(Zx BU) @ H (BSO 5 Q) .

Au § 1, on a considéré le sous-module I de A engendré par les éléments de la
forme (V, &on) -V, & - (V,n) . Or 1'addition des Pibrés correspond 3 une
loi de Hepf su¥' Z x BU . Plus généralement, soit X un espace de Hopf. Soit I(X)
le sous~groupe de Q*(X) engendré par les classes d'éléments de la forme

(V,f'g)"(v,-f)"(vyg) ’
oh f , g sont des applicgtions V - X , et o f.g est la composée

diag. fxg
Ve———--oao VxV —>X x X ——X

(1a derniére application étant celle de la loi de Hopf de X ).

PROPOSITION 3. ~ Par 1'isomorphisme & , le sous-module I(X) ® 9 de Q (X) 9

s'appligue sur le sous-module de H*(X s Q) ® H (BSO Q) engendré par les €1é-
ments de la forme

(w) e w - (eu)vew- (sv)uow,

ou u,veH(X;Q) , weH(BSO Q) ,et ol € H*(X;g)eg est 1'augmen—
tation en homologie (définie par 1'application X -» pt) ; uv désigne le produit

de u et v pour la structure d'algdbre de H (X 5 Q) définie par la loi de
Hopf de X .

Démonstration. = Soit (f , g) 1'application composée de la diagonale V -V xV
fxg
et de 1'application produit V x V————=sZ x X . On s
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f=ﬂl°(f,g)’ g'-T-TbO(f,g),

en appelant m et m, les deux projections X x X »X . Ie couple W,(£,e)
définit un élément de Q*(X x X) , et tout élément de Q*(X x X) peut 8tre obtenu

de cette maniére. Comme

?: QX xX)eQ->HXxX;Q) @QH*(BSO;Q)

est un isomorphisme, on voit que 1l'image de I(X) ® Q par o(X) est égale & 1'i-

mage de l'application

H (X xX 3 Q) ®QH*(BSO 3 Q) > H (X5 Q) @QH*(BSO 5 Q)
égale & (o = (1), = (ny),) ®1 , o a: X xX X désigne la loi de Hopf. Or

H*(X xX 3Q) =~ H*(X

a~n

Ve

d'aprés KUNNETH ;5 tout élément de H*(X xX;0Q) e QH*(BSO 5 Q) est donc une som-
me d'éléments de la forme u® v ® w , et la proposition est établies

La proposition 3 met en évidence le fait que I(X) @ Q est un sous~module de
Q (X) ® Q pour sa structure de module sur l'algébre de Thom, ce qui est d'ailleurs
facile & voir directement. D'une facon précise, 1l'isomorphisme ¢ induit

(%) (Q®)/1%) ® @ ~ (H (X ; Q)/D(X)) ® (H,(BSO 5 Q) ,
en notant D(X) le sous-espace vectoriel (sur Q) de H*(X 3 Q) engendré par
les éléments de la forme
w = (ew)v - (ev)u .
Nous nous intérésserons au cas ou X = Z x BU , la loi de Hopf étant
(n, x.(n", x') =(0+n, xx'),
obn xx' désigne le composé de x et x' e BU pour la loi de Hopf de BU qui

correspond & l'addition des fibrés.

PROPOSITION 4, - L'injection x - (1 , x) de BU dans Z x BU induit une sur-

jection
A s H*(BU 3 Q) H*(g x BU 3 Q)/D(Z x BU) ,

dont le noyau est le sous-espace N des éléments "décomposables" de 1'algébre

graduée H*(BU 3 g) s c'est-d-~dire le sous=espace engendré par les produits uv ,

ou u et v sont homogénes de degrés 1 .
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Pour le voir, considérons plus généralement un espace de Hopf connexe Y (ici,
ce sera BU ). L'algébre d'homologie H*(E x Y 3 Q) s'identifie & 3% x H*(Y ;3 Q)
muni de la loi de multiplication

(n ’ ¥)e(n' ’ y') =(@+n*, y'),
en notant yy' le produit des éléments y et y' de l;algébre d'homologie
He(Y 5 Q) « Ainsi D(Z x ¥) , qu'on notera simplement D , est le sous-espace Q-
vectoriel engendré par les éléments de la forme
(1) (n+n',y') =@, (yy) - (@, (e)y") »
En particulier, si y et y' sont de degréds >1 , ona (I, yy') €D ; donc
A induit une application linéaire

A s H*(Y 5 Q/N-H(ZxY ;5 Q)/D.

On veut montrer que c'est un isomorphisme. Scit e € HO(Y 3 Q) 1'élément unité
de 1l'algébre d'homologie, qui constitue une base de 1'espace vectoriel HO(Y 3 g) .
Définissons une application lindaire

bt H(ZxY;Q)->H(Y;Q/N

comme suit : p envoie la classe de (n ’ e) dans la classe de ne et, pour y
homogéne de degré >.1 , envoie (n, y) dans y . les éléments de la forme (i)
sont envoyés par p dans O : on le vérifie lorsque y =y' = e , puis lorsque

y est de degré 1 et y' =e , et enfin lorsque y et y' sont tous deux homo-
génes et de degré > 1 (dans ce dernier cas, p envoie 1'élément (i) en yy'e N).
Ainsi p passe au quotient et définit une application lindaire

s H(EZxY;Q//MD-H{E;; YN,
et il est immédiat de vérifier que cette application est réciproque de 1'applica-
tion A' .

Coe Qe Fo Do

La proposition 4 et 1l'isomorphisme (%) montrent que ¢ induit un isomorphisme
de B®Q (comme module sur 1'algébre de Thom Q. (pt) ® Q) sur

(5, (BU 5 Q)/M) @ B (BSO 5 Q)

comme module sur 1'algdbre H*(BSO s g) .

7. Structure de B ® Q comme algébre.

Au § 1, on a considéré sur 4 © Q et sur son quotient B ® Q wune structure de
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Q-algébre gradude, la multiplication étant définie par le produit tensoriel des

fibrés :
(v,g)x(w,n)=(vxw.e;@n), e KV), ne KW .

L'isomorphisme & : A ® Q-——+> H, (zZ xBU 5 Q) ® H (B30 3 Q) est un isomorphisme
d'algébres, & condition de con31derer sur 7 x BU“ non plus la structure d'espace
de Hopf envisagée au § 6, mais celle qui correspond au produit tensoriel des fi-
brés. Si on note (x , x') -» x .~ x' 1'application BU x BU -» BU qui correspond
au produit tensoriel des fibrés, la structure d'espace de Hopf de Z x BU consi-
dérée désormais est

(n, %), @, x")) >, xAx").

Puisque I est un idéal de 1l'algébre A , et que ¢ applique I ®Q sur

D(Z x BU) ® H (BSO 3 Q) (avec les notations du § 6), D(Z x BU) est un idéal
de H(Z x Bﬁ Q) pour la structure d'algébre considérée maintenant, et & in-
. duit un isomorphisme d'algébres

x
—

Be Q (8 (2 BU ; Q)/D(Z x BU)) ® o (BSO ; Q)

De plus, l'injection x - (L , x) de BU dans Z x BU est compatible avec les
structures d'espace de Hopf considérées maintenant ; donc 1'isomorphisme défini

dans la proposition 4 :
' H (BU 5 Q)/N = H (Z x BU 5 Q)/D(Z x BU)

est un isomnrphisme d'algébres. En résumé, & définit un isomorphisme de 1'alge-
bre graduée B ® @ sur le produit iensoriel des algébres graduées H, (BT 5 Q)/N

et H (BSO ; Q) , étant entendu que la structure miltiplicative de H (BU 5 Q)/W.

est celle définie par le produit tensoriel des fibrés.

I1 reste & expliciter les deux algdbres H_(BU ; Q) /N et H, (BSO 3 Q) + Cette
derniére est connue : diapres TH0OM, c'est une algébre de polynﬁmes

g:[pl s see pi Iy ooo]

ou Ps € H (BSO Q) est 1'image de la classe fondamentale de l'espace projec-
tif complexe P i(g) par l'application classifiante Pzi(g) -» B3SO du fibré tan-
gent (stable) de Péi(g) « I1 s'ensuit que si on considére p, comme un élément
de Be Q, cet élément est défini par le couple (PZi(E) , 1) , en notant 1 1le
fibré trivial de dimension 1 , de base Féi(g) .

Reste & déterminer 1l'algdbre H_(BU 5 Q)/N . Rappelons d'abord (cf. (3], §1)
‘que H (BU ; Z) , pour la structure d'algtbre définie par 1'addition des fibrés,



21-13
est une algebre de polynbmes
E[Cl 9 see o cn ’ ooo:l

ol chaque ¢, de degré 2n , est 1'image de la classe fondamentale de Pn(«q)

par l'application classitfiante Pn(g) - BU du fibré canonique En(g) , de base
Pn(g) s & fibres de dimension (complexe) 1 . Donc, H,(BU ; Q)/N est un Q-module
libre ayant pour base les images des c (notées encore c, ), & condition de ra-
jouter ¢, = 1 o Il reste maintenant & trouver la table de multiplication des c,
pour la structure multiplicative définie par le produit tensoriel des fibrés.

Le produit CpeCy € H2(p+ )(BU Q)/N est la classe (modulo le sous-espace N
des éléments décomposables) de 1'image, dans H, (p+ )(BU Q) , de la classe fon-

damentale de la variété P (C) x P (C) , par l'appllcatlon
Pp(—q) x Pq(g) - BU

qui est classifiante pour le £ibré E_(0) @ B -

Pour tout &€ K(V) , (dimV =2n) , 1'image de la classe fondamentale de la
variété V par 1l'application classifiante V - BU du fibré & est un élément
de Hzn(BU 5 Q) , dont 1'image dans H*(BU 3 Q) /N est un multiple entier de c, s
qu'on notera A(E) c o On attache ainsi & tout (V, & wun nombre entier A(E) .

PROPOSITION 5. = Soient & € K(V) s dimV =2p , et ne€ K(W) , dim W =2q .
Alors

MEen) = (0 ) ME) A, avee (p, o =d2rEl,

Si on admet pour un instant cette proposition, et qu'on observe que K(E (C)) ,
AE (C)) 1 (3'aprés la deflnltlon de c, et de cy ), on obtient

c..c_ =AE_(C E (C = .
p*Cq = M 0 e q(~)) Cprg = (P s @ Coiq
Cette loi de multiplication montre que 1'algébre H *(BU 3 Q)/N est une algébre de
polynfmes & un générateur ¢, 5 de degré 2 . L'élément correspondant de 1'algébre

B ®Q est défini par le couple (Pl (9_) s B (C)) , ce qui ach&ve de prouver le
théoréme 1 dqu § L.
I1 ne reste plus qu'ad démentrer la proposition 5. Pour cela, on observe que le

caractére de Chern ch(€ ® ) est égal au produit ch(&).ch(n) , pour la multi-
plication externe en cohomologie

(W 5 Q) o H'MW; Q) -»H(V W 3Q)
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Si on prend la valeur du caractére de Chern sur la classe fondamentale d*homologie,

on a donc

() ([V x W] , ch( ©n)) =([V] , ch(§))«([W] , ch(n)) »

Dans H*(BU 3 9) , le caractére de Chern est un élément dont on notera chn la
composante de degré 2n . On sait ([3], §1) que ch =~ est orthogonal aux éléments
décomposables de M, (BU ; Q) , et que

— 1

e, s Chh? = 1/n!
(cela provient du fait suivant. Si on note ci € H?l(BU 3 Q) les classes de Chern,
on a (cn , (ci)n) =1, et c est orthogonal & tous les mondmes autres que (c]'_)n

(ef. [3], §1) ;5 de plus, le coefficient de (ci)n dans ch =~ est évidemment égal
a l/n: )o

Ainsi ch, définit une forme linéaire sur l'espace des éléments de degré 2n
de H(BU ; Q/N, et, pour un &€ K(V) , dimV =2p, ona

V] , eh(8)) =2 M8

Ceci, joint & la relation (k*), donne aussitét, pour dimV =2p , dimW =2q ,

et en posant p+q=n 3
1 1 1
ar MEen) =27 M8) « 7 M),

ce qui établit la proposition 5.

8, Calcul des indices J, et 3, sur les générateurs de 1l'algébre de cobordisme
B®Q . -

Rappelons {Bxposé 20, page 20-09) que, pour tout W e K(X) (od X est une va-

riété orientée de dimension paire), on a posé
Ja(W) = 1a(w.xo) , Jt(W) = it(w°xo) ,

avec = X(Oi(Do)) s élément de K(B(X) , S(X)) défini par 1'opérateur D, de
1'exposé 17. Nous voulons vérifier que j, et j, sont égaux sur les générateurs
de 1l'algébre B @® Q , c'est-a~dire :
(1) sur les éléments (PZn(g) s 1) , ou 1 désigne le fibré trivial de dimen-
~ sion 1, de base P2n(9) 5
(ii) sur 1'élément (Pl(g) y El(g)) .
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Commengons par le cas (i). Cela revient & prouver que ia(xo) = it(xo) pour
chacune des variétés orientées P2n(9> « Or on a vu (exposé 17, proposition 2.2)
que 1l'indice analytique de 1'opérateur D d'une variété X orientée de dimen-
sion 4n est égal & 1'index de Thom-Hirzebruch de X , c'est-a-dire & 1'indice
d'inertie de la forme quadratique définie par 1'application bilindaire (symétri-

que), composée des applications
(X 5 B) x B%X ; R) > HPX 5 R) 5R,

la premiére application étant le cup-produit, la seconde définie par la valeur sur
la classe fondamentale d'homologie. Si X est connexe, lg seconde application est
un isomorphismes Dans le cas (qui nous intéresse) ou X = Panz) s 1'algébre de
cohomologie est une algébre de polynfmes tronquée & un générateur c € HZ(X) , la
dimension de H?n(X) est 1, et la forme quadratique est positive; puisque le
D Ge Hzn(X) « Donc 1'in-

dex de Thom=Hirzebruch de P2n(C) est égal & 1 . Quant & 1'indice topologique de

générateur de H4n(X) est c-B , carré du générateur c

D, 5 il est donné par la formule (cf. Exposé 19, page 19-12)
<Ln(pl 9 vee Pn) ’ [Xj)

pour une variété X de dimension 4n , o Ih désigne le polynSme de Hirzebruch
en les classes de Pontrjagin du fibré tangent & X (ef. [7], ch. I, §1) ; or,
pour 1l'espace projectif PanE) , la valeur de Ln(pl s sue pn) sur la classe
fondamentale d'homologie est 1 (cf. [7], lemme 1.5.1).

On a ainsi vérifié que les deux indices ia et it de 1'opérateur DO coinci-
dent sur les générateurs de l'algébre de Thom, ce qui prouve incidemment qu'ils
sont égaux pour tous les éléments de 1'algdbre de Thom : cette égalité n'est autre
que le théoréme de Hirzebruch relatif & 1'index ([7], Hauptsatz 8.2.2))

Reste le cas (ii). Il suffit de voir que i, et it sont égaux pour tout opé-
rateur elliptique sur Pl(g) « On veut donc montrer que les deux homomorphismes
1a et i, ¢

K(B(X) , s(X)) . Q

sont égaux lorsque X = Pl(g) . Or
K(B(X) , (X)) » Q *K(X) ©Q (exposé 20, page 20-09)

est ici, pour X = P (C) =5°,

K(s®) © g ~ BP*IT( ; ) ;

~

c'est donc un espace vectoriel de dimension 2 sur Q « Il suffira donc de véri-

a~n
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fier 1'égalité des indices i, et i, pour deux opérateurs elliptiques sur Pl(g) ,
convenablement choisise. Prenons d'abord 1'opérateur D 3 alors ia et it sont
nuls, puisque la dimension 2 (de s? ) n'est pas multlple de 4 (cf. EXpOSe 17).
I1 suffit ensuite de choisir un opérateur D tel que ¢ (ch(D)) et ¢ (ch(Do))
ne soient pas proportionnels. Or

@ml(Ch(Do)) = (¥ - e-x)/x =2 .

Prenons pour D 1'opérateur d" , opérant de l'espace (°?° des fonctions dans
1'espace P2 des formes différentielles de type (0, 1) 3 on a (cf. Exposé 19,
page 19-08) '

@‘l(ch(d")) =(leeM/x=1ax/2.

I1 n'est pas proportionnel au précédent. On a
¢ (ch a"). P, (0)) =x/(X - 1) =1 - x/2 .

Rappelons que x désigne ici la classe de Chern du fibré cotangent & Pl(g) , qui
est égale 3 =2 fois la classe fondamentale de la variété orientée Pl(Q) (cf.
exposé 5, théoréme 2.5). La valeur de 1 - x/2 sur la classe fondamentale d'homo—
logie de P, (C) est donc 1 . Tel est 1'indice topologique de d" pour Pl(g) .

Pour finir, il reste & vérifier que 1l'indice analytique de 4" est L1 . Or le
noysu de d" est le sous-espace de 0%°  formé des fonctions constantes (espace
de dimension 1 ), et on va montrer que le conoyau de d" est zéro, ce qui prou-

vera bien que 1l'indice analytique de 4" est 1 .

I1 reste simplement & prouver que, pour l'espace P, (C) ("sphére de Riemann"),
d" applique 0%*° sur 0%1 ; toute forme aifférentielle w de type (0, 1)
sur Pl(g) est de la forme d4"f , pour une fonction f convenable. Pour le voir,
on considére le recouvrement de la sphére de Riemann formé des deux ouverts U et
U' suivants : U est le plan de la variable complexe 2z & distance finie, U’
est le complémentaire de 2z = O , point & 1'infini compris. Il est bien connuqu'il
existe dans U wune fonction g telle que d"g = w dans U ; de mBme, on a une
fonction g' dans U' , telle que d"g' = w dans U' , Dans U nU' (c'est-a-
dire pour 0 < |z| <~ ), ona da"(g - g') = 0, autrement dit g - g' est holo-

morphe. On sait qu'on a alors
g-g' =h-Nh',

et h est holomorphe dans U , et h' holomorphe dans U' . Alors la fonction
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f,égaled g~-h dans U, et d g' -h' dans U' , est telle que 4"f = w ,
ce qui achéve la démonstration.
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