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UN THEOREME TAUBERIZN RELIE AUX ESTIMATIONS DE
VALSURS PROPRES

par

P. MALLTIAVIN

On se vpronose de démontrer un théoreme taubérien & reste
correspondant a un besoin spécifigue issu de récents travaux sur
les onérateurs elliptiques.

Rappelons le principe de la méthode de Carleman. LX désigne
un opérateur elliptique sur un domaine D, on se donne des con-
ditions aux limites conduisant & une extension selfadjointe

[aY

L de LX . Supposons le swnectre de L discret ;

%1 {5 AZ e K Xn_sg..., notons par vkn(X) un vecteur propre
+ 00
associé 3 An . Choisissons 1la suite des {?A (X)} de
n
‘n=1

telle sorte qu'elle soit orthonormée.

Posons

8(x,y,A) = y—" vy (x) vy (y)
An<>\

Notons par N(A) 1le nombre de voleurs y vropres < A , on a

N(A) = J];e(x,x,}\)dx

D'autre part si r est un entier, z&€C , la fonction de Green

GZ(X,y) de z + 1Y st'éorit

e y) = | (s 0 alelxy, )

O

f@zm,x)dx _ f+°°dN(/\>

D Jo BTN

d'ol
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Posant o (AN) = N( A1/r) alors
S(z) = ‘j-G (x,x)dx
D-Z

oi S(z) est la transformée de Stieljes de o=

S(Z) - f+wdf ()\)
0 zZ -~ >\

On est aingi amené au probléme Taybérien.

Supposant connu un développement asymptotique de S(z) , peut-
on en déduire un développement asymptotique de o~ ?

La réponse que l'on peut donner & ce probléme dépend essentiel-
lement du domaine de validité du développement asymntotique de S.
3i celui-ci est valable simplement sur 1l'axe réel positif, un
théoreme d'Hardy Littlewood donne alors la partie principale de
o~ 3 l'estimation du reste que 1l'on peut obtenir sous ces hypo-
theses est médiocre, on obtient 1l'ordre de la partie principale
divisé par un facteur logarithmique. Ceci ne neut pas 8tre amé-
lioré si le domaine de validité de S est un angle ayant 1l'axe
réel négatif pour bissectrice.

Pélix Browder a obtenu [1 Jdes estimées de la résolvante
sur des courbes de la forme

y = z lx]g z = X + 1y x »0 .
Dans une conversation nersonnelle, Félix Browder me posa la question
de savoir ce qu'il était possible de déduire d'estimées sur de
telles courbes. Dans cette direction on a 1l'énoncé suivant :

°

Théoréme ¢ Soit do~ une mesure positive, portée par l'axe réel.

R
o~ (R) =¢f do~
o)

Posons
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(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(2)

(2.1)

- Soient &:,(3 » X trois nombres réels donnés

- 1< <0, (3<o<, O<5<1,

Notons par [' la courbe

y = I g8 , x>0 , z=2x+1iy
Notons par

_ To(ot+ 1) ~iTCK
aled) = sin X ©

max.{[3 + 1 ,0¢4—5}

e

i

Alors 1'hyvothese

S(z) = a(X) 2%+ O(zﬁ) z€ET, z = , 0 argz { 2T

entraine :

Si © 30, gue
o (1) = 1% 4 0(1®10gT) , T — +o0,

Si 6 <¢ 0, gu'il existe une constante A telle que
c*(T):Td+1

+A+O(TelogT) , T = +co .

Aprés la publication de [2] j'ai regu une lettre de M. Ake Pleijel
me disant qu'il connaissait des résultats de ce type qu'il n'tavait
pas jusqu'alors publiés, et que sa méthode d'approche était fondde
sur l'utilisation de la formule 7 de [3] .

Démonstration °~ : Réduction du probléme.

Nous allons d'abord faire apparalitre le reste
0‘*,(T)=o'*('l‘)—T°(+1 T >0

d"‘1(T) o~ (T) PO

]

Ltidentité

+0o, & -im
o

Z=-1 sin TtX
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L.3)

donne que 1.2 s'éerit
“+o0 dc—“1(t)
sy = |70 41
A z-%

= O(ZB ) z€ ' .

Nous allons effectuer une transformetion conforme pour trans-

former | en deux droites paralléles & l'axe rdéel.

Remarquons d'abord qu'en awpliquant le principe de Phragmen-—

A%

Lindel8f 2.2 vaut non seulement sur I mais dans le domaine I

limité par I' et 1l'axe imeginaire. L'application du orincine de
“\J

Phragmen Lindeldf est 1égitime puisque, dans I, 81(2) est borné.

Effectuons la représentation conforme
w=v+iw=2z"8

La demi-droite w =1, w» O a pour image la courbe [

1
N =‘A(X) xS ol A(X) - 1 quand X —> +

~ 1= )
Cette courbe est cont$nus dans 'f . Par suite posant
M(u) = 8, (u1-5)
on obtient que 2.2 s'éerit 3
M(v¥i)=0 (v1"5) vV — +®

Approchons la mesure o7y par une guite de mesures Pn composées
de combinaisons linéaires de masses de Dirac. On peut choisir les
mesures Pn de telle sorte que
d pn(t)
T = [

convergent uniformément sur I vers S1(z).

Tn(z) est une fonction méromorphe. Il en sera de méme de
e
_ 1-¥
Mn(u) =T, (u'"0)

Notons par dr<n(v) la mesure qui est constituée en plagant en
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| chaque pdle de Mn(u) son résidu. La relation

Rés 1% (M) = (1-4) x”'f‘RésX (T,)
implique que

a ﬁn(x1—5) = (1=¥) x4 dPn (x)

La limite wvague de dPn existe donc quand n —> o, soit dp

cette limite. On a alors
0. 4) ap (=78 = (1) ¥ a0 ()
Nous allons dans le paragraphe 4 évaluer dp par un "calcul de

résidus". Auparavant nous établirons guelgues lemmes.

6 ) Lemmes préliminaires

501) Lemme ¢ I1 existe une congtante A2 , indépendante de n , telle

gue
" ( )\ < ‘ ‘ -1 w=v + iw
u A w
n ; [w] < .1
Preuves

L'hypothese faite dans le théoréme de la convergence absolue de la

transformée de Stieljés entraine que

i xe
3.2) { do~ (t) _ Ay < oo
oo t+1

On a pu choisir les mesures Pn aporochant o— de telle sorte

gu'elles satisfassent uniformément & 3.2

t+1l {24, \g

lTn(z)\ 4 A1 sup _—

d'ou en revenant & la variable u on obtient 3.1.
Pour pouvoir appliquer de fagon utile le théoreme des résidus,
nous devrons au préalable multiplier Mn(u) par des multiplica-

teurs convenables ayant pour objet de compenser la croissance preés

de w=0 .,
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¥.3)

5.4)
3.5)
k.6)
T )

p.8)

=N
~

Lemme : Donnons-nous a » 2 , notons par R, le rectangle

o
!V" ¢ 10 log a |w| <1 (u =v + iw)

Alors on peut trouver unes fonction h(u), holomorphe dans Ra
vérifiant

h(v) > O V€Ra v réel,

h(v)>z1i si v <+

n(v £ i) =1 {v¢<(10 log a )

lh(i 10 log a = iw)‘ :LE#

De méme pour tout ¢ >0 donné, on peut trouver une constante nu-

mérique A2 2,1 , Telle gue notant par il s le rectangle

]v' < A2 , iwﬁ < 1

~
on puisse trouver une fonction h holomorphe dans R , satisfai-

sant 3.4 et 3.5 tandis que 3.7 vaut _encore sur les c8tés verti-
AL
caux de R et 3.6 €tant remplacé par

B(v T i) = &t

Preuve : h et b seront choisies sans 281705 dans 1l'intérieur de
R, et R . Alors 3.6 , 3.7 et 3.8 déterminent compleétement

log h et 1log I . Pour obtenir 3.5 , 11 suffit d'évaluer la mesure
harmonique des c8tés verticaux de R, (resp de R ) relativement

a l'origine.

Calcul de Résidus.

Donnons-nous un entier q , soit Vs tel que
e £ v, { eatt

Soit h la fonction construite var le lemme 3.3 en prenant
"qﬁ
a = e

Posons _
In(vo) = Jg Mn(vo - u) h (u) du

o
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(4.1)

(4.2)
(5)

(5.1)

(5.2)

En utilisant les majorations 3.2 et 2.3 on obtient uniformément

£

_ -4
I,(vg) = 0(v, 7% q)
D'autre part le théoreéme des résidus donne
I(v,) =2 iTr\fh(vo~'§) dy, (%)
(ol on a convenu de prendre h(v) =0 si lV'l> 10 log a)

d'ol n — + @

3 :
1= +1
jh(vo-E) ap(%) =0(qg v, "%, el { v, (et
Noug pouvons répeter sur h le raisonnement fait sur h . Nous

obtiendrons
v =% *¢&
jh(v0 =) ap (%) =0(v, )

Nous allons dans ce paragraphe utiliser 4.1 et 4.2 combinés avec

1'hypothése taubérienne do— >0 .

L'intégrale figurant dans 4.2 est minorée en vertu de 3.5 par

Sl
Q
[o])
-
+
i
o
jo N
<
|

Prenons £ de telle sorte que

—ﬁi + & <L, ,
1-¥ ‘
Alors 5.1 et 4.2 entraineront que
of
"'VO+1 -:r:-g
jap] =0y )
vo—1

ce qui d'aprés 2.4 se 1lit
o\(x+x5)—0" (x) =0 (XOL.HS)
estimé qui donne une majoration de la multiplicité d'une valeur

propre.
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. : AT K 1
Notons maintenant par \%913 fonction caractéristigue de F;JK j
: ' +1
e T 1 { el . Posons
\!,/:: h % k(fl
Alors

q}(v) = ct® si  T+10q g v < ¢" - 10 g
d'ou utilisant 5.2

ij) MOT) = 1(Y) =0 (j(h*k(?) an) + 0(q exp (()‘7('58 a))

Utilisant 4.1. on a

j\h*\( dM =0(al¥" = T ) exp (%—_‘%'))

ce qui permet de lire 5.3

}-4) G*R(X') - G‘i(x) = 0 (xelog X) o x {x' <ex .

En particulier on a

5.5) o= (7)) = o~ (eT) = 0(x &T9)

Si & > 0 on somme 5.5 r variant de O é{;og T] , et on utilise
5.4 pour estimer o*q(T) - c*;(exp [;og T] )

On obtient alors
o= (T) = 0 (1° 1og T)

8i 8 < 0O on somme 5.5 1r viriant de [;og T] a +woxet on obtient

ainsi la démonstration ccmpléte du théoremc.
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