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SUR LA THEORIE DES SEMI-GROUFES DISTRIBUTIONS - 76 -
par P

JAAK PEETRE

1. RAPPEL SUR IES SENMI-GROUPES USUELS. DEFINITION DES SEMI-GROUPES DISTRIBUTIONS.

Nous commengons par rappeler quelques faits bien connus sur les s.g. (semi-
groupe) usuels (cf. Hille-Phillips [4] pour les détails et pour des indications bi-

bliographiques).

Soit E un espace de Banach et soit kEYV(E) l'algébre des opérateurs bor-

nés dans E. Soit ~§+ le demi-axe des nombres réels strictement positifs,
M§+ = {t> 0} . Un 8.g. dlopérateurs bornés dans E , c'est une application G
de M§+ dans & (E) telle que la propridté de semi-groupe suivante a lieu :

(1) a(t + s) = c(t)e(s), %, se R,

satisfaisant de plus & une condition de continuité convenable, par exemple, la
suivante :

fqgt

(2) (%) G(to)y -t

le g.i. (générateur infinitésimal) de G, clest 1'opérateur non-borné A défini
par

(3) A = lim forte (G(t) = I)/t.
t -0

le résolvant de A, c'est 1l'opérateur borné R(A) défini par
(4) R(A) = (a-A)",
A parcourant le complément du spectre de A.
Une des raisons pour qu'on étudie les s.g. est~leur rapport avec-ie probleme de
Cauchy pour les équations différentielles opérationnelles. Indiquons briévement
ce rapport, En effet, soit u e SD(A), le domaine de A , et posons

u(t) = ¢(t)s, t ¢ R
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Aors on vérifie facilement que u satisfait & 1'équation
du/dt = Au
et & la condition initiale

lim forte u(t) = a,
t =» 0

clest-a-dire qu'on a résolu le probléme de Cauchy pour cette équation.

De ce rapport avec le probléme de Cauchy vient aussi 1'intérét de la Ques—
tion suivante : Etant donné un opérateur non-borné A quelconque, dans quelles
hypotheses peut-on affirmer que A soit le g.i., d'un s.g. G ? Le résultat clas-

sique dans cette direction est le théordme de Hille-Yoshida (1948)

Pour que A soit le g.i. d'un s.g. G fel que

(5) lim forte G(t) =1 ;
t-= 0
(6) He(e) Il <1,

il faut et il suffit que le résolvant R(A) de A existe pour A réel >0 gt

satisfasse 3 1'inégalité
(7) HR(OA)N <4/x , A réel>0.

Le théortme de Hille-Yoshida a des applications importantes dans la théorie
des équations aux dérivées partielles ; mentionnons les cas typiques suivants

a) Ltéquation de la chaleur, E =1, ou C, 1l'espace des fonctions conti-

1
nues bornées - Hille, Yoshida, Feller ete.
b) Ltéquation des ondes, E = L2 - Yoshida, Lions etc,
¢) Ltéquation de Schrodinger, E =1L, .
Par contre, la méthode ne s'applique pas dans les cas suivants
d) Ltéquation des ondes, E = Lp (p £ 2).

e) Ltéquation de Schrodinger, E = Lp (p # 2).
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En effet, par exemple dans le cas de d), on peut démontrer (cf. Littman [7])
qu'il existe des données dans Lp (p #2) telles que la solution correspondante,
pour t > 0, n'appartient pas & LP s elle ntest en général qu'une distribution.

Ceci montre en particulier que la notion de s.g. actuelle est, au moins
du point de vue du probleme de Cauchy, beaucoup trop étroite. D'ol vient la né-
cessité de 1'introduction des s.g.d. (semi-groupe distributions),

Comment les définir ? Dans le cas de s.g. usuels on introduit souvent 1l'opé-
rateur borné G(¥ ) défini par -

(8) «9) = [ 0(t) o(s) as

0
ol -nous nc nous intéresserons, pour le moment, qu'd ce cas- 9 é-izl s llespace
des fonctions indéfiniment différentiables & support compact contenu dans’wg}+ ’

mmni de la topologie "naturelle", On vérifie facilement les propriétés suivantes !

(9) (9 +0)=0(9) +a(d), 9 ,0eD,

(10) 6(e9) =co(P), ceg 9ed

(11) (P *U) ac(e) (), , Ve §D+ (% , convolution) ;
(12) o(9) W (9, ) , 0 40,

On notera que (11) correspond & (1), et (12) & (2). On arrive maintenant aussit8t
4 la définition des s.g.d. 3 Un s.g.d. d'opérateurs bornés dans E, c'est une
application G de ﬂ?+ dans 35(E) telle que les propriétés (9) - (12) ci~dessus
ont lieu.

Ltétude des s.g.d. a été commengée par Lions [5]. (Cf. également Foias [3],
ol 1l'on étudie le cas des s.g.d. d'opérateurs normaux dans des espaces de Hilbert,
et Yoshinaga [12].) En particulier, Lions établit, pour la classe des 8.g.d.

dits réguliers, un théoréme analogue au théoréme de Hille-Yoshida
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Pour que A soit le g.i.1) d'un s.g.d. G(régulier) il suffit gue le résol-
vant R(X) de A existe pour Re\ assez grand et satisfasse 3 1'inégalité :

(13) | rR(M) V) < l}\\q, ReX assez grand,

q €tant une constante.

Remarquons qu'il y a pourtant une différence manifeste entre ces deux résul-

tats. En effet, on notera que, au moins formellement (G(t) = o4 1),

(03]
R(A) == [ ot (1) at,
0

ctest-a-dire que R(A) et G(t) sont 1liés par une intégrale de Laplace 3 valeurs
opérationnelles, Donc il s'agit 14, dans un certain sens, dun probléme d'inversion
d'une intégrale de Laplace. On trouvera alors que le théoréme de Hille-Yoshida est
1lié & la formule d'inversion de Post-Widder, tandis que le théoréme de Lions est 1ié

4 la formule d‘'inversion de Fourier, (Rappelons que si

Y N
F(,\)-.-f e’ £(t) dt,
0
alors on a, selon Post-Widder,

n
£(t) = un S @pH g0
n! t t
n- o
ou bien, selon Fourier,

f(t) = > 7(1 - f o ¥A PA) darx
- ReA = const.

le lecteur pourrait consulter Widder [11], Chapitre VII).

Le but principal du reste de cette conférence est d'établir (v. n°5), pour
une classe encore plus restreinte que les s.g.d. réguliers, un résultat de la méme
nature que le théoréme de Lions, et donc 1lié & la formule d'inversion de Fourier,

mais beaucoup plus précis. Nous donnons aussi (v. n° 4 et n° 6) des exemples

1) Pour définir lé'g.i. dans le cas de élg.d. on ne péﬁt plﬁs utiliser la féZEﬁ;-
le (1) ; pour la définition dans ce cas, v. n° 5,
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de s.g.d. appartenant & notre classe, et nous en indiquons enfin (v. n° 7) quel-

ques applications,

Pour simplifier la présentation nous allons ajouter & la définition des s.g.d.
une certaine hypothése auxiliaire., Introduisons les sous-espaces suivants de

E ("range" et "null-space")

(14) CJ?) ={a]a=§G(hP),)ay,“PyéCxD_'_,ayéE}

et
(15) «/V={aIG(‘P)a=0,‘P€®+} ‘

Aors on va supposer, dans ce qui suit que

(16) @=E, N=o.

2. DEFINITION DE G(T) POUR T ¢ %+ .

Soit *&4’_ l'espace des distributions sur l'axe réel R & support compact

——

!/
contenu dans »§+ , muni de la topologie "naturelle". On notera que %+ est une

e

algébre, pour la convolution, et que ®+ est un idéal dans %_:_ .
Soit G un s.g.d. Alors G(¥),Ye («D+ , est un opérateur borné dans E.

Notre but est de définir G(T), T e ‘8;, comme opérateur non-borné de domaine R.

Pour les s.g.d. réguliers ceci a été fait dans Lions [5] qui utilise une idée de

L. Schwartz., Ici nous suivons un autre chemin qui peut-€tre est plus - pratique.

La méme méthode a été utilisée, indépendamment, par Yoshinaga [12].

Soit Tég)_*_, a GKR Posons alors :

L

(1) (1) a="2 G(T*\PL) a
L
ol1 V?L €:D+, a € E avec a =ZL a(y ) )a L* Vu la propriété d'idéal deCQ*_ ,

le second membre de (1) a un sens., On montre facilement que cette définition est

consistante :
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IEME 1. G(T) a est uniquement déterminé par (1) ; si T = \?écb+ on a
¢(T)a = ¢( ¥ )a.

Nous pouvons maintenant étendre les propriétés (1.9) - (1.12).

PROPOSITION 1. Soit a € (R. Alors on a

(2) e R, 1 e B,

(3) a(m+S)a = G(T)a + G(S)a, T, S e%: ;
(4) ¢(eD)a =c G(T)a, c€ C, T é’:%’+ ;
(5) o(ms)a = o) (S)e, T, s € &
(6) ¢(T)a =~ G(To)a, T~ T .

DEMONSTRATION : Conséquences immédiate de (1).

Si T=0 b’ (masse unité placée au point %) on éerira

(7) c¢(t)a = &( ét)a, a € CR)
Nous avons alors la formule suivante (v. (1.8))
(8) a(T) =j° () ¢(t)a dt,

0

"ltintégrale" étant prise au sens des distributions,

Notons aussi le résultat suivant.

-—-)
PROPOSITION 2. Soit T € ”&Jr. Aors G(T) est pré-fermé.
’ CR
DEMONSTRATION : Soit a, «une suite dans telle que
8, = o0, G(T)a.9 - b,
avec b & E, Il faut évidemment montrer que b = 0. Or, pour toute ¥ € CD+ on s
G(P)b =1im G&(¥) G(T)a}) = lin G(¥ *M)a,, =0 .

Autrement dit, ona b EJ)’. Donc, d'apres (1.16), ona b=0,
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Dans ce qui suit on va désigner par G(T) 1la fermeture de G(T), Te ‘8; .

3. SEMI-GROUPES DISTRIBUTIONS DE CLASSE @

Remarquons d'abord que dans le théordme de Hille-Yoshida (v. n° %) on a posé,
sur les s.g. en qQuestion, deux conditions : une condition & l'origine et une condi.
tion & 1'infini, C'est justement ce qu'on va faire aussi dans le cas des s.g.d.
Nous commengons, dans ce numéro, par discuter la condition & 1l'origine.

Si \Péqb_l_ (Te Cg_;), s € R_, on pose

v () = v (v) = Lody).

DéFINITION 1. Ondit qutun s.g.d. G est de clagse @7 si, et seulement si on a

o
(1) (o) 1. eo,@éﬁl, {)@(t)dt = 1
ou, ce qui est une condition équivalente :
(11) 1 Jle(v )l < oo,~!>c':iD .
80 s +

Ltéquivalence de (1) et de (1') résulte aussitdt du théoréme de Banach-
Steinhaus.

Voici maintenant notre résultat principal.

‘I‘HF:OREME 1. G est de classe f’) si, et sewlement si, pour tout T >0, il

existe des constants € et k, k entier > 0, telles que 1'inégalité suivante a

<

lieu @

[ D
(2) le(w )l <c¢ f tkl\o(k)(t)]dt, P € . ,¥ = 0 en dehors de (0,7 )
)

REMARQUE 1. Comme il va résulter de la démonstration ci-dessous, ce résultat est

1lié & la notion de "limite d'une distribution en un point" due & Lojasiewicz [8].
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DEMONSTRATION : "Suffisance", Il résulte de (2) que
T

\\G(*PS)” <C f £ |\p(k)(t)} dt,t\OeCDJr,\D =0 en dehors de (0, T], s€(0, T]
[¢]

aror (11).

"Nécessité". On prend 1 =1, pour fixer les idées. En utilisant le théo~

réme de Baire, on voit qu'il existe C et k telles que

2
(3) 1 G(*Ps) H < cf1 }\p(k)(t)[dt,‘@s@ 2 =0 en dehors de [27",2], s.< 1.
2-

On en déduit facilement
- 41

@ o)l <o 2% J\P(k)(t)ld‘c,‘PéiD,
o= =t

NI SR v
© =0 en dehors de [27 ~V, 27Vt sg2 .

-V .
En effet, on applique (3) & la fonction ¢ (27 %), On choisit

cx),e:D (v=0,%, I, ...) telles que

. o)
(5) Lo~ e (8) =1
Y == °*
-V -V d
(6) o, (t) = 0 en dehors de [2 1, i I
J o
(7) lQ(y (%)) gcj 2” (5 = 0,1, ...) avec Cj indépendant de »

Soit “?6@_ ,¥ =0 en dehors de (0,1]. Alors, vu (5), on a
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Donc, en utilisant (4), (6), (7), on ovtient :

® . - +1 .
Ne(#)l € T Helex )N gor FVE 7 | (voe, ))(e) fas <
y=0 Y= 0 g

koo 10 g LW
\<cjzo(j)ck._j2‘j+ {)t“? () at.

L'inégalité désirde (2) en résulte aussit8t en tenant compte de 1'inégalité élémen-

taire suivante :
(e}
(8) Z #1e WDieas < i j(;tkl@(k)(t)ldt,‘l’ﬁfb, j<k.

COROLLATRE 1, Soit G de classe C% o Soient t , C, k gomme dans le Ba, 1,
Soit Te€ (8; avec T =0 en dehors de (0,T] telle gue 1° T est une mesgure,

{0} ayapt la mesure O per rapport & |T!et 2° la restriction de T(k) a

R est une mesure telle que
et

®
(9) [ #Fo® @ < o .
o+

Mors G(T) est borné et (2) =z licu, avec ¥ remplacé par T (et G(¥) par

6(T)). Il en résulte que

— @©
(10) * o(r) Bt 1, s-0, [ Tthat =1
0
et _que
(10t) 1m M G(Ts)\\ <.

s~»0
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DﬁMONSTRATION ¢ Considérons dfabord le cas particulier ou la restriction de T

& B est indéfiniment différentiable. Soit P une fonction indéfiniment dif-
férentiable, avec P =0 pour t<1, P =1 pour t=2, o<P<4, ailleurs
et posons ‘?ﬂ, (x) =P (%) ™(x) . Alors on a(vu t°) \?ﬂ, T, n- 0, Done,
dtapres (2.6), G(¥p)a->6(T)a, N -0, a €N . or, dtapres (1.16), Ry ost

un sous-ensemble dense de E. Donc il suffit d'évaluer lim || @(¢ n )R
N->0

En effet, en appliquant (2) & ¥, , on déduit facilement

T
e oo ) 1< J & 2™,
' O+

N=0

d'oh 1'énoncé dans le cas particulier., Le cas général en résulte aussitdt per
approximation.

Prenons maintenant

k(3-t)5"1 powr t<t )
(11) (t) = si k>0,=5, si k=0.
0 pour t> 1

Alors les hypothdses 1° et 2° du Cor. 1 ont lieu. On notera que, d'aprés (2.8),

(12) (T Ja = I6(s)a = ‘k‘k Z (s = t) G(t)a at, a € S

ce n'est que la moyenne Je Piesz dtordre k de ¢(t)a.

Voici maintenant une variente du Th. 1.

TH@ORﬁME 2. G est de classeé si, et seulement si, pour tout T > 0, il existe

un entier k>0 tel que IkG(s) est borné pour se& (0,T] et tel que
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(13) o) & 1, 50

ou bien, ce qui est équivalent, tel que

(131) o 1) %) V] < oo
s=0

DéMONSTRATION : "Suffisance". Spécialisation du Cor. 1.

"Nécessité"., Nous pouvons supposer que

(14) ) t%es) 1] <, s e (0,T1

Soit ¥ eiD avec V=0 en dehors de (0,T]. Soit aé%. Alors, en intégrant

par parties dans (12) et en utilisant (2.8), on obtient

e(¥)a = %—f— f £* @(k)(t) IkG(t)a dt,
: 0

dtol, vu (17),
T
e e | #le®)las 1l all,
: 0

d'od (2). Donc G est de classe Z§ , dtaprés le Th, 2.

4, UN EXEMPLE D*UN SEMI-GROUPE DISTRIBUTIONS DE CLASSE b .

Nous pouvons supposer que L soit reflexif, ceci pour éviter quelques diffi-
cultés concernant l'intégration des mesures & valeurs opérationnelles.,
Soit 60(32 1'espace des fonctions continues sur C tendant vers 0 a

ltinfini., Une mesure spectrale dans E, c'est une application P de 60(0)
MA

dans f,(E) telle que les propriétés suivantes ont lieu :
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(1) PO+¢)=23)+2($),8,0e € (g ;

) Med)=o (@), cec,be € (o) |

(3) P ¢) =23 p(9), 8,4 B (o)

(4) ) e, g, s |8 | <y
(5) 2(3) uniforme P(@o)’ $ uniforme @O

Le spectre o (P) de P, clest le support de P, considéré comme mesure &
valeurs opérationnelles. Vu la refléxivité de E, on peut définir P(®) pour

toute fonction @ continue et bornée sur < (P), par la formule :

(6) "~ P(D) = 1im faible P P, 3),

o pyeB (), lp i<, p, M 4. 1es propristés (1) - (5) se généra-
» 0~ 4 iR

lisent immédiatement & ces § .

}
DEFINITION 1. On dit gue oCC satisfait g la condition (F) s'il existe des cons-—

tantes 4, B, telles que

(7) Red < mex (4, B log! Al),
On démontre facilement le lemme suivant,

IEME 1; Soit d’Cth gatisfaisant & la condition (F) Alors il existe, pour tout

T >0, des constantes C et k, k entier > 0, telles que
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®
(@) a 1800 | <o F # o nles, 0 Y,
: 0

0 ) P A
V=0 en dehors de (0, 7], @()x) =f e ¥ (t) at.
0

Posons

(9) 6(9) =2(9),9 erD+, 30 =f ot p(vas
0

lorsque { est bornée sur o (P), en interprétant toujours P(®) comme 1a

limite faible (6).

PROPOSITION 1. On suppose que o (P) satisfait b la condition (F). Alors

6(¥) existe pour toute ~P€2D et définit un s.g.d, de classe é .

REMARQUE 1. Ce résultat généralise les résultats de Foias [3] (cas : E = espace
de Hilbert, G(¥) normel). Celui-ci montre aussi (cf. en particulier 3], lem-
me 1.2) que, dans son cas, la condition (F) sur o (P) est nécessaire pour que

G(¥ ), donné par (9), soit un s.g.d.

I [
DEMONSTRATION : Le lemme 1 montre .que &( &?) existe pour toute Y € D—y et
que 1'inégalité (3.2) & lieu . De plus, il résulte de (1) - (5) que (1.9) = (1.12)

et (1.16) sont vérifiés. Donc G(¥) est un s.g.d. de classe 6)

5. SEMI-GROUPES DISTRIBUTIONS DE CLASSE &"m

Dans ce numéro nous discutons les conditions & 1'infini.

DéﬂNITION t. Soit m un nombre réel > 0. On dit qu'un s.g.d. est de classe 8'?1:1

si, et seulement si on a

(1) SUP”G(‘PS)H/(Hs)m <o, \?e:D+ .
s
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Evidemment tout s.g.d. de classe Zk) 0 est de classe é’5

Nous pouvons facilement étendre les résultats du n°® 3 au cas des s.g.d. de
classe me.

J 3
THEOREME 1. G est de classe ;ﬁ;n si, et seulement s'il existe des constantes C
et k¥ entier =0, telles gue 1'inégalité suivante a lieu :

(2) Hao(v)lt <¢ jo(m)m = \@(k)(t)}dt, \De®+
0

COROLLAIRE 1. Soit G de classe &-’m . Soient C, k comme dans le Th.l. Soient

=g
Te E+ (sans aucune hypothdse sur le support) satisfaisant aux hypothdses 1° et 2°

ropestie

du Cor. 3.1. Alors G(T) est bornée et (2) a_lieu, avec ¢ zxemplacde par T (et

6(?) par G(T) Il en résulte que

(3) sup U(@ H/(1+s)m <o .
s

THEOREME 2. G est de classe a‘pm si, et seulement s'il existe un entier k>0

R 2 T

tel que . IkG(s) est bornée pour s & R, et tel que

(4) sup \| IkG(s) I /(1+8)® < oo

s ————

Un aspect nouveau est que maintenant on peut définir G(T) pour des distributione
qui ne sont pas nécessairement & support compact. Etant donnée une fonction indéfi-
niment différentiable { , avec U =1 pour t<1, {= 0 pour t>x2,

*u——-—
0 <U< 1 ailleurs, nous pouvons définir G(T) par la formule
———— —Q—-‘*.—.

(5) ¢(T) = limuniforme (7 ), T (x) =t@& 12z ,
N - t ; k
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pourvu que la limite existe et ne dépende pas de C . Nous avons le résultat sui-

vant, variante du Cor. 1.

COROLLAIRE 2. Soit G de classe & " Soient C, k comme dans le Th. 1., Soit
T unc distribution & support contenu dans :&; satisfaisant aux hypothese 1° et

2) du Cor. 3.1, sauf que au lieu (3.9) il faut maintenant demander

(6) i (ep)® 3 108 () at < oo, j<k .

P

Aors G(T) existe et les conclusions du Cor. 1 wvalent.

Aprés toutes ces préparations nous sommes finalement en mesure de traiter la

question fondamentale de l'existence des s.g.d. dont le g.i. est donné (v. n° 1).

Posons

(7) R(A) = - 6(1), () =AY,
et

(®) L= (5.

Alors on a le résultat suivant.

7\ é .
THEOREME 3. i) Soit G de classe <@ . Alors R(A) existe pour Re\ >0 et

est le résolvant de A . De plus, il existe des constantes C et ‘f y { entier > O,

telles que 1'inégalité suivante a lieu @

m
(9) Hr() Wl < ¢ r‘%z’;' (1+T§i\—r—) , ReA > o.

Re



Jagk Peetre : Sur la théorie des semi-groupes distributions - 91 -

ii) Inversement, si le résolvant R()\) d'un nonebornée A satisfait &

cette inégalité, il existe un s.g.d. G de classe &m tel que A est le

di. de G (au sens de (8)).

}
DEMONSTRATION : i) L'existence de R( \) suit aussitdt du Cor. 2. Nous en ob—

tenons également :

lr( )1l ¢ fo(m)m £ 1 (= \F ™A gy <
0

k
A

(14— ) T (1+6)® &t at.
]ReMkﬂ |ReA f
d'ol 1'indgalité désirde (9), avec €= k. Que R(A) est effectivement le ré-
solvant de A résulte de Lions [5]. (On pourrait d'ailleurs en dormer facilement
une preuve directe).

1ii) L'existence de G résulte de Lions [5] (ef. en particulier Th. 6.1 ;

V. aussi n°® de cet exposé). De plus, on a

(10 6(9) = - 3 & oo, 16 D,a00 - Motwga

27 i _ 1
Rek-s

ot 1'intégrale ne dépend pas de s. Reste seulement & vérifier que G est de

classe ém . Appliquons (10) & \Ps . On obtient :

(10) 69 ) =- 2;; R{_1 @ (X) lSR (—'}S—)dk .

De plus, écrivons (9) dans leo Brmec suivante :

(91) -;-HR(%){KC \M‘g (1+8)™, se R, Re Xo=1.
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On déduit de (9') et de (10') que

(11) HG(\PS)H < 22( f 13 () DdEand

ReA = 1
Ensuite on démontre le lemme suivant :

IEME 1. Soit € -k >1. IL existe une constante C telle que

(12) f 13 OO1 15 an <c Zo et(}\P(t)M\P(Q)(t)I)dt,

Re A =1

) €r®+ (X)) = ;fo gAY ¢ (t)dt.

En utilisant (11) et le lemme 1 on trouve finalement :

©

New )l e 5=/ ofte@l 19w,

0

dtoh (1). Donc G est de classe bm .

6. UN EXEMPLE D'UN SEMI-GROUPE DISTRIBUTIONS DE CLASSE b n .

Dans ce numéro on prend A =i H, H étant un opérateur elliptique auto-adjoint
dtordre N dans un ouvert V& R° 3

- _ )X o
(1) ¥ = H(x,D) = ol c“(x)D ,

oh X = (x1,...,,xn), K= (X
9 ¥y
ox, )

...,O(n), &, entier = 0,|«l =O(1+,,,+Q(n ,
4 )C‘n

9xn

1."
p¥

= (=i eeo (i et les ¢, (x) sont des fonctions suffi-

samment différentiables, avec des conditions aux limites auto-adjointes convenables

& la frontietre de V. Soit

(2) A=iH=iP()\)=i_7° AdP(A)

-0
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la résolution spectrale correspondante, dans L2(V), ou P est une mesure spectrale

dont le spectre & (P) est contenu dans R, Nous pouvons supposer ici plus :

© ®
‘e .
qu'il soit contenu dans AB+ . (Donc on peut remplacer, dans (2) JP par\g ).

-00
Le résolvant est alors donné par :

(3) R(A) = (=01 = i (_'Fl'i—r—) =if %’é—i&%
0

d'ou, en intégrant par parties,

o o e(n)
(4) R(X) = i(3+1) s a
# L o
ol IqP( ) cot la noyonnc de Ricsz dtordre j de P(u ).

En vertu du théoréme de Stone, A engendre, dans LZ(V)’ un s.g. (ou méme un

g. (groupe) d'opérateurs unitaires., Cl'est une question naturelle, au moins du

point de vue purement théorique, de se demander ce qui se passe si 1l'on remplace

L2(V) par Lp(V), = # 2. Notre conjecture est qu'on obtient un s.g.d. de
classe (27

lier.

o mais nous n'avons résolu cette question que dans un cas trés particu-

Prenons donc E = LP(V). En utilisant (4), on cobtient

WROO) T s(j+1)fzo m;\j+2 ap o W rde( )|
+

d'ou facilement (5.9) avec -e = j1, m=0 pourvu que de plus

(5) sup [ IjP(pA)f \ < o0
P’

En se limitant maintenant au cas extréme p =1 (1ce cas intermédiaires en résul-

teront en tenant compte du théoréme d'interpolation de M. Riesz), il s'agit
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donc de démontrer que

(6) sup suwp J |TR(1L,%,y) & <
L Jev v

P(iL ,x,y) étant la fonction spectrale de P(lL), clest-d~dire : le noyau de P(L)
(e(W)ex) = J P({L,x,y) £(J) ay.
v

Démontrons (6) dans le cas particulier : a) H est homogéne et & coefficients

r

constants, c'est-a-dire : H = H(D) = lo)=n S D O les - sont

e,g; ,
b) V=8 .

Alors P([i ,X,y) ne dépend que de la différence x -y @

P(U,x,y) = P(|L,xsy,0) = P(,x~y).
Done (6) vient

(7) sup f ?IjP([-L,x)l dax < 00
t gn

LN

En utilisant la transformation de Fourier on voit que

4 ix €
8 X = f X dEx s
© e =T e
avee & = (5.1',..., {n), zC= x, E1+...+xn E.n , ot ensuite

1 & N

(9) 19p( 1L ,x) =(——3;1— w ¥ H({ku (1 - B( &)t =L g

2T =
dtou

n

(10) Itp(u,x) 1 ¢ uV .
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De mfme, en intégrant par parties dans (9), on déduit que, plus généralement,
1 a
N r j N .

(11) (b7 1=z 1p(p @) <o, r<i,

ou, en combinant (11), r = j, avec (10), que

n

N

(12) | t9p(p ,3)| <o x ’

=~

(7 1= 1)Y
dtou facilement (7). Nous avons démontré le résultat suivent.

PROPOSITION 1. On considdre le cas particulier ol a) et b) ci-dessus ont lieu.

Mors A estle g.i. d'un s.g.d. G de classe EE)O.
Le cas général reste ouvert. Mais, évidemment, on l'a réduit ci-dessus &

un probldme pour la fonction spectrale : démontrer (6), dans le cas général. Dans

la littérature on a beaucoup étudié le comportement asymptotique de la fonction spec-
trale (citons les noms : Carleman, Pleijel, Minakshisundaram, Levitan, Gg.rding, etc.
cf. Bergendal [2] pour des indications bibliographiques) il s'agit 1a toujours d'évae-

luer ou la fonction spectrale elle-méme, ou bien son intégrale sur la "diagonale"

de V x V. Voici donc un probléme pour la fonction spectrale, d'une nature foute

nouvelle,

Enfin remarquons (v. n° %) que le s.g.d. engendré par A est 1ié &

"1'équation de Schrddinger"

u R .
ot = 1 Hu. Reste donc ouverte encore la question
analogue pour les autres équations d'évolution associées & H, par exemple "1'équa-

tion des ondes"

=4

2
L _ . Hu. (Le cas de 1 "1'équation de la chaleur" =2 . Hu
@tz Dt

bien entendu, est déjh résolu par la théorie de Hille-Yoskida).
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7. SEMI-GROUPES DISTRIBUTIONS ET ESPACES D'INTERPOLATION.

Rappelons d'abord la définition de certains espaces d'interpolation, introduits
par Gagliardo, Lions, etc... dans la forme qu'on en a donné dans [9].

Soient XO , X‘l des esnaces de Banach tous deux contenus dans le méme espace
vectoriel topologique séparé X s les injections correspondantes étant continues.
On peut alors former X, + X

0 1 leur somme, qui est encore un espace de Banach.

Pour a€X0+X1, semfvi_'_ posons :

(' Watb oy
aO Xo + 8 8,1 X1

(1) K(s,a) = inf( 1|

=a, + a, aiGXi(:L:O, 1)

Les espaces d'interpolation sont alors obtenus en posant des "conditions de crois-

sance sur K(s,a), de la forme

(2) b [K(sya)] <0

ot § = [K] est une fonctionnelle convenable, par exemple, on peut prendre
(ctest, e~-entiellement, le cas considéré dans Lions [6]) :

)|

) (jm(s—eK(s))P g’z’)p’ 1<p<o0 ,

P =% [XI= § °

sup s—e K(s), p=o

avec 1 <p<K oo, 0<O<1., L'espace correspondant & la fonction 3 sera désigné

par (XO ) X1) Z_SQ N
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Prenons maintenant :

(3) Xo = E' X‘ﬁ :%(A), 8 = - G( 6'0)’
G s.g.d. de classe Cf) .

Alors on a les résultats suivants 3

PROPOSITION 1.. Soit @ﬁgq_ s f 0 (t)dt = 1. Alors on a les inégalités suivantes :
0

(4) 1 o( ‘?S)a -all<co k(s,a), s<1,

et

(5) K(s,a) <swp \la((xp) _ Ja-all+
. 7L s o

+\\G(‘s"s)a—a\\+ cs lal}, s < 1,
C étant unc constante qui dépend de ¥ .

COROLLAIRE 1. Ona ac(BD(4))d  si et seulement si a€E et

@ [(&J(S:‘P)] < oo , avec

Wa( ¥ -all, s<1
ngp (¥4 da-a s

Q)(S’\P) =

pour toute Y& ®+

Le Cor, 1 généralise un résultat dfi, essentiellement & Lions [6] dans le cas

des s,.g. usuels.
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Finalement remarquons 1le, clest un résultat dans le méme ordre d'idées, qu'on
peut "également étendre au cas des "g.d. de classe CDm" 1'inégalité de Bernstein
ainsi qu'une autre inégalité classique de la théorie constructive des fonctions qu'on

pourrait appeler 1'inégalité de Jackson (cf, Achieser [1], Chapitre IV et V ;

of, également [10] pour la relation avec les espaces d'interpolation). Ceci

dépend, bien entendu, d'une théorie analogue des g.d. qui n'est pas donnée ici.

N,B. = Une version plus compléte du sujet traité dans cet exposé, avec tous les
détails, sera publiée prochaineuent aillcurs,
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