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SYSTEMES LINEAIRES, HYPERBOLIQUES NON STRICTS

par

Jean LERAY et Yujiro OHYA

Introduction

1. HISTORIQUE.~ Les systémes strictement hyperboliques se ré-~olvent dans
des espaces de fonction ayant un nombre donné, fini, de dérivées (Petrowsky [10],
Leray [5], [6], GBrding [1]). Une équation & caractéristiques multiples ne
peut plus &tre résolue dans de tels espaces (Yemaguti [12] ; Mme Lax [4] ;
Bsrmender [3], ch. V, qui réserve le terme "hyperbolique" au strictement hyper-
bolique). Mais elle peut 1l'8tre dans des espaces de fonctions indéfiniment
différentiables : les espaces de Gevrey Y(‘X) (Hsrmander [3], théoréme
5,7.3, traite 1'équation linéaire & coefficients constants ; Ohya [9] traite

1'équation linéaire a coefficients variables, dont le polynome caractérigtique

est un produit_de polynomes strictement hyperboliques 3 le domaine d'influence

existe. Ce domaine peut s'étudier comme dans le cas strictement hyperbolique,
(5], ch. vI).

Nous allons étendre ce résultat d'Ohya au systéme lindaire ; nous complé-
terons ses conclusions en employant une famille plus large de classes de Gevrey :
elle s'étend de la classe des fonctions analytiques & celle des fonctions ayant
un nombre fini de dérivées bornées ou de carrés sommables.

Notre méthode peut s'appliquer au systéme non linéaire, gréce & un théoréme

de L. Waelbroeck [7] sur la composition des fonctions.
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2. SOMMAIRE.- Nous résolvons le probléme de Cauchy, hyperbolique non strict,
par epproximations successives ; ces approximations s'obtiennent en résolvant
des problemes de Cauchy strictement hyperboliques ; pour prouver leur conver-
gence il faut employer les normes de toutes leurs dérivées.

A cet effet, suivant une suggestion de L. Waelbroeck, nous employons des
géries formelles ; la preuve de la convergence se réduit & la résoltuion d'un
probléme de Cauchy pour des séries formelles ; ce probléme se résout en s'aidant
du théordme de Cauchy-Kowaleski (problime de Cauchy analytique).

Le probléme posé se trouve néanmoing résolu dans des classes de Gevrey non
quasi-snalytiques : elles contiennent des fonctions & supports compacts ; le

domeine d'influence existe, ce qui, pour nous, caractérise 1l'hyperbolique.

Notre raisonnement différe beaucoup de celui d'Ohya ; cependant, il est

né de son étude.

On trouvera l'énoncé de nos conclusions aux n° 23, 24, 25 et 26, & la fin

de ltarticle.

§ 1. Norme formelle

?

3. NOTATIONS.- X =R~ . Etant donnée une fonction f: X = C ,
nous notons 3
1 [
ekl = 0 e P axd® 5 Jexio= . j26) |5
X x €X
Lp(X) 1l'espace de Banach des f tels que \f,X[p <w (1<p<w).
Choisissons des coordonnées (x1,...,19 ) sur X ; notons @
of
D.f =— ’
- - i ’DXi
(o 1 N
D f=D1 P DQ f ou g = (61"'.7 O—_P), !O_Iz 0-1 +oco+68 ;
m i 1 c \
b f’X\p:' lol<m ot lD f’X\p 2 04 gl =00t 9t

Lg(X) 1'espace de Banach des f telles que \Dmf,X\p < w}; clest 1'espace de

Sobolev,
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Bien entendu, [Dc-f,X}p =® si Dcfgle(X).

4. DEFINITION ET PROPRIETES.- Nous nommons norme formelle de la fonction
f1X>C 1la série formelle de la variable [ , & coefficients =0 et
£+ ¢

s

(4.1) IDOOf,X-v pfp = gl

irig
|

sup {Dgf,xl , ol lsi=8 .
o b

Notons [DY,f] le commutateur de DY et f, c'est-h-dire 1'opérateur

tel que
[09,tle=0%(fg) - £ D%, o g:X=( ;
définissons la série formelle
@ X pB
(4.2) l[D 2l X, pl = T o s |07,flex] .
P 8=0 o p
ps pe
Nous allons établir les propriétés suivantes, o " —7 F << [—T G
5 osl’s g st s
signifie Fs < Gs Ys.
Formule du produit.- Si 1 = 1 + 1 , alors
» g r
00 ©
(4.3) iD“’ (fe),X, p]p «<p®£,x, Ply ]D &%, P L, .
Formule du commutateur.- Si 1 = 1 + L , alors
o »P g *r
0 00
(4.4)  [D%¢lex, e | < [P¥nxe| -jox| 107 % 0], -

Signalons qu'il est aisé d'appliquer (4.6) & (4.4), puisque toute série formelle
F(P) >0 vérifie évidemment

(4.5) P(p) - 7o) < p 2EL)
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Formules de la dérivée.-

)
(4.6) = [Doof,x,p[p «< JZ iDijf’X’plp?
9
(4.7) leDjf, X,Plp < o5 0% ,x,p lp .

5. PREUVE DE LA FORMULE DU PRODUIT,~ Définissons la série formelle en

&= (£17°'-,£Q) :

-
(5.1) lDOOf,X ;glp = T -5’-,—- IDGf,XIP ,
olt
o O c¢
¢ = £11 e Ly .
Nous avons
(5.2) [D%° (£),X ;% lp < [1%£,x 58 lq . {D‘”g,x 4R

(« signifie < pour les coefficients homologues).
Preuve de (5.2).~ D'aprés Leibniz
A . .
L %) = & Lt ole), o A+p =0
ol T N
o
d'apres Holder
|
l(DAf)-(DHg), le< lD"f,X]q ’D“g,xir ;
done N U
5

B
IDm(fg),X ;C‘p<< E -%'\_T 'Dkf,qu""lI—i' [D g’X{r ’

ce qui prouve (5.2).



J. Leray et Y. Ohya, Systémes lindaires... § 1 - 24 -

o

Lemme 5.- Soient ¥ (&) = g %T‘PU, P(E), 8(L) des séries

formelles vérifiant

(5.3) 8(8) <@ (E)¥(E) (0<vyo<+ m, ete.) ;

définissons comme suit des séries formelles Q(p), Y(P), (L) :

S

o0
(5.4) d(p) = ZO*%;sgp Yg , oOU lo1=s .
s=
On a

(5.5) o(pP) < a(P)U(P) .

Preuve.- Notons Q= §1+...+{, 9 3 la formule du bindme donne,

pour |ol= s @ o

g

L2 v s
st a o!

La définition (5.4) de P(P) peut donc s'énoncer*) comme suit : Q(p) est
la plus petite série formelle en pP= L, +.iut{ p aui majore w(&), clest=-
a-dire qui vérifie :
w(g) << d(p).
Done
0(E) << ¢(&).v(&) < ¢ P). W(p)

et, par suite

R(p) < d(p).W(p).

Preuve de la formule du produit (4.3). On applique le lemme & (5.2).

*) Cet énoncé est emprunté & L. Glrding [14].
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6. PREUVE DE LA FORMULE DU COMMUTATEUR.- Le calcul établissant (5.2) donne
o0 ] 10 | 00
\[D 9f]g,X ’ i\p < [iD £,X 5 E‘q - g f’Xiq]-‘D g,X, § ‘I’ .
On applique le lemme 5.

7. PREUVE DES FORVULES DE LA DERIVEE.- Preuve de (4.6).- Aux deux membres,
S

les coefficients respectifs de =T sont

]
sup iDG f,x\p< T sup \DGDif,X\p . on lstl-t=lols.
i

a! c
ps
Preuve de (4.7).- Aux deux membres, les coefficients respectifs de e
sont
o ! N
sup |D D.f,X! < sup [DC £,X], ou ol =lol=s.
(e} L p (yi p
§ 2. Quasi-norme formelle.
2+ .
8. NOTATIONS.- Soient (%, %,,..., Xp) des coordonnées de R~ " ; soit
Y 1la bende de 39 1 dréquation

Y:o<x, < Y| ;
soit St 1thyperplan de cette bande d'équation

S, 8 % =1, ol ot Y| &

f:Y = C,
N o P
nous notons ‘f,St‘ la norme de sa restriction a St et D f ses dérivees,
P
ou O = (0-0,0‘1,.,.,0'@ ) s (o |désigne T, +eeet TP (o) < (r,s)

signifie :c, <1, [T 45 .«
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Pour ¢ = (3,0,...,0), D9 est notd Dg .

9. DEFINITION.- Etant donnée une fonction

9

f:Y¥ > C
un nombre p (1< p<®) et un entier n >0, nous nommons guasi-norme

formelle de f 1la série formelle, dont les coefficients sont des fonctions de

t & valeurs >0 et < m:
n,m — _l_ Y G
(9.0) [P"%n,s,, P = % i } pir,syplp s ob  [y|<n,

sup lDY L

Y’S -Yl-— g ’S'tlp cu l\(lsn, OSS, (5-.—'_(0,5).

Nous emploierons la norme formelle

s v 1 PP Yo |
(9.2) |P¥®ey,Pl= T 5757 e p'por
\(9 ' G X
ol l‘HQn, 0<s, o=(0,8), xe¥ ;

autrement dit

(9.3) {Dn’mf,y,ploo = spp™®e,s, 0l o ost<ITl,
%

en convenant que

sup Epsc’bs(t) = T p°swp P (t) .
t s s t

Soit a{x,D) un opérateur différentiel ; ses quasi-norme et norme
formelles

[Dn’ma,st,Plp et Dn’ooa,Y,P[oo

sont les sommes de celles de ses coefficients ; nous notons
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o 2k v
(9.4) |[0™%,ale, 5Pl = \( sTar s |070%ales, |

ohoglYI<n, 0<s, o=(0,s)

10. PROPRIETES.- On a les formules suivantes :
1 1

E Tl

Formule du produit.- Si g alors

(10.1) P (ge),5,, P | << [0 %2,5,P | DM Pg,s, 00, .
Preuve.~ D'aprés la formule de Leibniz

[ (g0), spp ], < T A=

’ﬁou’gv

pour |o +p{<n ; donc, a fortiori, pour |&|< n, ‘p‘gn 3 il suffit alors

120 )0 )5, P |

d'appliquer au second membre la formule du produit (4.3).

Formule de la dérivée.- De (4.6) et (4.7) résultent les formules, o j # O :

P
9 n,m n, o
(10.2) 50 {D ’ f,St,Plp <« 3§1 \D Djf,st,pip

9

(10.3)  |pm® D.£ st,p] <=

iDn’Oof,St,p}P (;>0) .

Le n® 11 va prouver la formule suivante, que les § 3 et 4 emploieront :

Formule du commutateur.- Soit -:;:Jc-l- +-l.- s soit a(x,D) un opérateur
norma.ll‘) d'ordre m ; ona, si n>1

(10.4) [Dn’oo,a]f,st,P‘p << ¢(m,n) ;Dn’ a St’p‘ (1+p @ap)l rin=1,0G t’p!r

o% c(mn) ne dépend que de £, m et n .

B AR

1) Le coefficient de Dﬁl (qui est nommé premier coefficient) vaut 1 .
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11. PREUVE DE LA FORMULE DU COMMUTATEUR.=- On a
¥ D7 ,alf = DO-[DX ,alf + [Dc,a]DY f;

d'ol, vu les définitions (9.1) et (9.4) :

X

ou

1
Yl<n; by =TT
b

les coefficients de sont des dérivées de ceux de a d'ordres < n. Done,

Y
vu la formule du produit (4.3) :

{1)0"‘%Y £,8,,P ]p «< c(m,n)an’ooa,St,Ptq ibmn-1 £ SpP |,

Pour établir la formule du commutateur (10.4), il suffit donc de prouver

que

(11.1) ![DO""’ alp! £,5,,P ]p < o(m,0) |07 %a,8,, | (1+ '5'5> o1 ®e,s,P |
si h{ |< n. I1 suffit de le prouver quand a est monome :
a(x,D) = am(x)D“ , ou [o|< m.
Quand |« |< m-1, la formule (4.4), ol l'on remplace X par S, et olt
1'on majore -[f,X!q par O, donne
% eI’ £,5,,0 |, < o [P 78,80 e Easattiar XN
et prouve donc (11.1).

Quand (&) = (m,0), alors a =1, puisque a est normal ; donc, vu

la définition (9.4),

l[DO’oo,a]DY £,5,0 [, =0
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Supposons enfin (&) < (m=1,1), c'est-a-dire a(x,D) = a<x(x)DiDG
ou 1< i<2 , h’ilg m - 1 ; remarquons que les formules (4.4), (4.5),

(4.6), (4.7) donnent

(0.0]
[[D ,f]Dig,X,P |P<< 35 lpijf,x,P [q P %lpoog,x,P [r ;

D5+Y

d'ou en remplagant f,g,X par 8y £,8

t .
“D’mabeS Pl <ocp''®a,s P p=2 Iyt g g P
4 ’ t! P ’ t’ q /a p ? t’ !1‘ ?

ce qui achdve la preuve de (11.1), donc de la formule du commutateur.

§ 3. Approximations successives

12. L'F.'}QUATION SPRICTEMENT HYPERBOLIQUE a les propriétés que voici (voir
[11, (51, [6D) :

sur la bande Y, soit un opérateur a(X,D) d'ordre m, normal et régulie-
2)

rement hyperbolique™ pour les hyperplans S . 5

on suppose donné un entier n >1 tel que le premier terme \Dn a’Y‘eo

de la norme formelle \Dn’ooa,Y,p loo soit fini ;

2) Soit g(x,p) 1le polynome caractéristique de a, c'est-a-dire la partie
principale du polynome a(x,p) de p. On suppose qu'il a les propriétés sui-
vantes pour Pyseses Pp réels : .

g(x,p) a toutes ses racines p, finies, réelles (hyperbolicité) et
distinctes (stricte hyperbolicité) ;

tout polynome g(co,p), qui est une limite pour |x | > oo de &(x,p),

a lui aussi ses racines p, finies et distinctes (hyperbolicité régulidre).
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. . . . + :
alors l'opérateur a se minore comme suit : si le " ,s est une fonction

o 12
sommable de t, alors

dt' + ¢ le+n’1 £,8

oo

t’|2

[+]

4
01 n
(12.1)  |o° £,5, izgc jo |p"at, s )
les nombres c ne dépendent que de ‘Dna,Y 'oo .
Cette minoration implique évidemment le

Théorsme d'unicité.- Le probléme de Cauchy d'inconnue u

poy

donn:

(12.2) au=v , ™y s

(o}

1 > soit fonction sommable de t.

La fin de ce n°12 va montrer que la minoration (12.1) de a permet de

a eu plus une solution telle que 11)’:“11,8,C

majorer comme suit la solution (12.2) du probléme de Cauchy (12.2)
Lemme 12.,- On a

(12.3) [P, 5,01, < (s, 0)

en notant W(t, P) 1la série formelle que définit le probléme de Cauchy

e - o (p)(1 + P 2T (e, p) = (%, P)
(12.4)
P (o, p) =e(P),
ol C,, $ et © sont des séries formelles en P telles que
¢, [0 Pa,y,p |, < ¢, (p)
(12.5)

+n-1,00 .
coan’oov,St, e ‘2 < G (t, p) , o le ! u,So,p 5 < e(p,

les c, étant des nombres dépendant de iDn a,Yioo .

9,...,

M1

3) clest-d~dire : ulS D, ulS, domnés.
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m+n-1

Note 12.1.~ I1 est immédiat de calculer D u|So , donc de majorer

le+n_1’03u,So,P lz en fonction des données. Par exemple, si

P uls, =0 et I™vls, =0, alors D™ Muls, =0
et 1'on peut prendre o( P) = 0.

Note 12.2.- La résolution de (12.4) est élémentaire : les coefficients
%;(t) de @(t,p) = i%?- %g(t) s'obtiennent par des quadratures portant

S
sur des fonctions >0 ; ces formules gardent un sens quand les coefficients

4)

des données C1,kb,e ne sont pas sommables

Théoréme d'existence.- Le probléme de Cauchy (12.2) posséde une solution

u, telle que iDm+n-1u,St ‘2 est une fonction bornée de t, quand les premiers
termes
n m+n-1
s, [, o [P, I2

des séries formelles figurant dans (12.5) sont respectivement sommableset finis;

c'est-a-dire, guand ¢(t,0) est une fonction bornée de t. Cette solution

vérifie (12.1); clest-a-dire :

(12.6)  |p™ly s , -

t
tl2 Se E ‘Dnv’stt}g att + Cle+n-1u’So
0

Preuve du lemme 12.- Supposons les r premiers termes de la série

formelle '(t, p) bornés ; c'est-i-dire les r premiers termes des séries
formelles

le+n—1

%50 |, S0l PR,

respectivement sommables et finis ; on sait que les r premiers termes de

4) Nous pourrions aisément nous limiter au cas ou elles le sont.
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-1
:Dm n u,St,P 5 sont alors bornés, Soit < tel que (o) < (0,7).

Puisque
a D°u=-[D% ,alu + D% v,

on a d'aprés (12.6) :

t t
Dm+n—1 Ddu’StIZ\ Cj’ ID [D ,alu, bt' i2 at! + ¢ j 'Dn'_DGV,S dt!

o112

o
o

+ iDm+n—1 Do'

les c¢ étant indépendants de r ; chacun des termes de cette relation est une

fonction bornée de +. Remplagons le premier membre par ;D\“' u,S,C 12
s
appliquons 1, -:{1-'— -%;- sup , ou [‘{}g n, |cl=s<r; il vient, en modi=
Y, s . . 6

fiant les ¢ qui restent indépendants des =z :

t
Dm+n-1,oou,st,p lz <« cf ‘[Dn’oo,a,]u,s
0

4
" [e0]
t,,szdt' +c% ]Dn’ V)5 P lzdt'

s o]

21 gy

> mod . pr

Majorons le second membre par la formule du commutateur (10.4) 5 11 vient :

m+n-1,® n,mo
ID P8, p {2 < c}D ’ a,Y}m(1 + P dt!

m+n-—1 oo
{ t' » P 12

t
+ cj iDn’cov,St,, P!2 at? + ‘Dm+n_1’wu,So, pl mod. pr .

0
L'intégration de cette inégalité est classique ; elle donne ceci, en prenant

2

dans (12.4) et (12.5) des c, assez grands, mais indépendants de r : on a

(12.7) iDm+n-1u,St, p}z < @(t,p) mod P

pour O<t<T, <Tr < |Y]), si pour ces valeurs de t les coefficients de
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pJ (3=0,..., r=1) dans ¥ sont des fonctions bornées de t.

Or la définition de ¢ (%, P), par (12.4) et la Note 12.2, montre que

si le coefficient de pr"‘l dans  vaut o pour t =T, alors tous les

coefficients de ps (s >r-1) valent o pour T<t<|Y|. Donc (12.7) im=-

plique (12.3), c'est-a-dire le lemme 12,

13. E/}QUATION DECOMPOSABLE EN EQUATIONS STRICTHMENT HYPERBOLIQUES .= Sur la

bande Y , soit

a=a1 ece ap

un opérateur d'ordre m, produit de p opérateurs normaux, réguliérement hyper-
boliques pour les hyperplans St 3 soient m1 yecey mp leurs ordres :

m=1m + cee + I °
1 P

Posons-nous sur Y le probléme de Cauchy d'inconnue u :

(13.1) au=v , Dm"1u|S =0

o

quand on se donne un entier n >p tel que :

(13.2) P yls, =0,

ce qui impligue D™ P yls =0 ;

[¢]

m1+...+ m.=Jj4n
(13.3)  |p VY|p<®  (0<i<p)

a‘j+1 o

Soient C1, C, et ( des séries formelles en [ telles que

2

( m1+...+ m.-Jjm,mo
c ID J

(o]

aJ+1 ’ Y,p ‘m<< C1( p) pour j = O,..C,P.1’

(13.4) Qe [t + [P P Payy, o) <o (P)

Co IDn’mV,St, p t2 << Lp (t: p) ’
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. m +oo o+ ,-j+n

4 ’ 1
les c, étant des nombres dépendant de |D 254 ,YI o
Soit (t, P) 1la série formelle en p que définit le probléme de Cauchy
- 0, (P)(1 4 p = =P w6t 0) = G5, p),
(13.5)

@t - C(P)0 + P2 )]"J e(t, P) =0 pour t =0, j=0,eee, p=1o

Lemme 13.1.- an vy Sy ]2 est une fonction sommable de t, en particu-

lier si Lp(t,O) est une fonction bornée de + pour 0< ¢t < Y alors le

problime de Cauchy (13.1) possdde une et une seule solution telle que

- . . , . PP
le n=p u,Stl2 soit une fonction bornée de +. Cette solution vérifie :

(13.6) ]Dmm"p’oou,st, ply<< o(t,0);
et aussi

(13.7) |pTRPrL w,8;, |, < 0,0 p)(1 +-5-,5+ gp)q 9(t, p) ,

si q satisfait les conditions 0<q<p, D PH v‘so =0 .

La note 12.2 s'applique au probléme (13.5).

Preuve.- Notons v, = v et envisageons les problemes de Cauchy dtinconnues

v,j (j=19-°°’p) :

a. v, = vV, .
J o3 J=1 J

Le n°12 et une récurrence sur j montre qu'ils définissent sans ambiguité des
m1+o ° o+m ."j

Vj tels que |D ’StIZ est une fonction bornée de t. On a 3

.

m,+eo.+m, +0=p
D L J v

et, vu le lemme 12 2

m,+s. e+, +N=],00

1
(13.8) b S Pl < v (s, )
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les L‘f)j étant les séries formelles en P que définissent les problemes de

Cauchy :

(13.9)j [ —C(p)(1+p 2p) 305 Pl =4 (t,p),¢j(0,p)=o

ou kl)o = k}) y J=1,e0e3p. Vu le n°12, u= vp est la solution unique du

probldme (13.1) ; (13.8) donmne (13.6), car q)p est la solution v du pro-
bleme (13.5).

La preuve de (13.7) est la suivante : il s'agit de prouver que

(13.10)  pP0Vu,s,, P ], < o,(P)(1 +F5 + 2% w(t, p) ,

pour tout Y tel que
\Ti$m+n-p+q , ou q<p .
Nous le prouverons en montrant ceci :
10) 1'équation a u = v implique une relation
(13.11) ol = ey (x,D)u + f\‘ (x,D)D; 7P

ou ey et f\( sont des opérateurs différentiels ayant les propriétés que

ordre (e ?f) < (wtn-p,q) , ordre (fx) <q

les coefficients de ey et fY sont des polynomes en les dérivées d'ordres

<n-p+gq des coefficients de a ; ces polynomes sont de degré q.

2°) on a

(13.12)  pPey (x,Dhu,,, p L < e, (p)(1 + E5) 0(s, P) 5
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3°) on a de méme :

(13.13) lDwa (z,D)D;F v 1S4 P |2 < ( Pt + ’g)t Q)Op

e(t,p) .

La preuve de (13.7) sera alors achevée.

Preuve de (13.11).- Cette relation est évidente si ( *() <(m+n- P;Cl) :

on prend eYu = D\(u H f\( = 0,

Y - p&n-p B
[»]

I1 suffit donc de le prouver quand
’ “3 ! =q>1,
en la supposant vraie pour “3‘1< q .

Appliquons Do~ P D® & 1'équation au=v ; nous obtenons

g-1
D' u = g(z,D)u + z: h(x,0) TP u s 2P Py
=1

’

ordre (g) < (min-p, q), ordre (hj) < (0, g-3).

Remplacons dans la relation précédente les D1‘1)1+n-p+3 u par leurs expressions
(13.11) : nous obtenons (13.11) pour la valeur donnée de Y .
Preuve de (13.12).- La formule du produit (4.3), de la dérivée (4.7) et la

définition (9.1) de la quasi-norme formelle donnent

)q le+n-p,co WS

© ) .
o ey WS Pl < Oy P)1 + 25 s Ply s

on majore le second membre par (‘13.6)°

Preuve de (13.13).-0n prouve de méme (1%.13), en employant la formule
(13.14) o |pP 02 vy5,p ], < (F9)7 (s, P), pour F<a,

dont voici la preuve. Puisque ])Iol-p+q viS0 =0, ona
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. 1 p—j-.1
n- t-t!
D, P+ v(x,t) =)(; ST—L—p-j-ﬂ! Df)l v(x,t') dt' ;

: t p=j=1
O NPt | t=1t! | (0O
|p® 057" V’St"plz«g p—g-1)1 | D?V’St"p'z ast s

c'est-a-dire, vu la définition (13.4) de Y= Y, :

- gl i t — ' p-j-1 1
(13.15) ¢, [P Dh7FH 755,100 |5 <<f %wo(t', p) dt' .
0

Or, puisque ¢ (t, P) >> 0, 1'équation (13.9)1 donne

donc

° (’b1 !
¢1(t, p)>=o0, =T Vo3
1'équation (13.9)2 donne alors
®¢2
2
1ol . N 2" b, 94)1 £ &
d'olu, en appliquant 5t & (13.9)2 : @t2 >> >t 3 finalement :
23y 297
(13.16) -——-E > —""—_'—_.&1—-1- > LR >> q) . >>O pOU.I' jgp .
g.t @tJ— P=d

D'ol, puisque dtapres (13.9) G,)J.(O, P)=0 si §>0z

1 . t . ' )
T L (pognypmi-t - 29,80 0)
% LTS—'%T)" Vo(t!, plat! <<é (o311 v T

t . | .
i 27 J
(=) P72 2 (1 ' z p _2 'p(t% Pl.
f (p-j=2)1 L')1(Jc ) P! Ko< L‘)p-.j(t’ p) < ot g
0

Fn portant cette indgalité dans (13.15), on obtient (13.14), ce qui achéve la

preuve de (13.7) et celle du lemme 13.1.
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Notons que (13.16) résulte de 1'inégalité $o(t, P) >> 0 et des relations
(13.9)3, ol 1'on peut remplacer la condition %(o, P) =0 par ¢j(0, p) >0 ;

on peut donc énoncer le lemme suivant, ol

1-C(‘I+POp

Lemme 13.2.~ Supposons C1 >0,

=2 -1 P, p) >0,

bl
‘gt‘LJJ (typ)>>0 pour t =0, J=0,1,.0sy p=1 =

Alors

P
0<< P,unny 0 208 P)

> tF

14. LE SYSTE\ME DONT LA PARTIE PRINCIPALE EST DIAGONALE.- Sur la bande Y,
v
soient des opérateurs différentiels a(x,D) et b\,L (x,0) (K, V=1,2y...,N) du

type suivant :

a(x,D) = a1(x,]))... ap(x,D) est le produit de p opérateurs normaux,

régulidrement hyperboliques pour les hyperplans St H

ordre (ai) =m, ; ordre (a) =m = my eeot M

ordre (bg)=m+nu-nv-p+q,
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o n” et q sont des entiers tels que5>
2%
0<Lg<p<Kn

Posons~-nous, sur Y, le probléme de Cauchy d'inconnue u\) (x) .

a(x,D)uY () = L. b& (x,D)uH(x) + v (x)
e
(14.1)

ZDm-‘l u” iSo =0
en supposant
nY -prq _y Y =prg 9
(14.2) D v ‘So = 0 ce qui entraine D uw’ |8, =0.

Notons C1(P), 02( p), 03( ), U(t,P) des séries formelles en P

telles qu'on ait :

5) et méme tels que

0<g<psn ,
si bg ne contient pas

t

D \mnt - n”
(',é‘g)

On retrouve ainsi un théoreme de L.A. Lednev [13] [14], par un prodédé dd
4 G, Talenti.

Signalons que la Note [11] de G. Talenti compléte certaine de nos résul-

tats ; elle emploie des méthodes analogues aux ndtres, puisque son opérateur
D \m

. Q@
est une puissance de l'opérateur strictement hyperbolique -—=<T

ot °
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m1+...+mj-j+nv y @
oo ? 201 0 ToPly << ()

.00[1 N ’Dnv PO,y b o < c,( P)
(14.3) N

~
¢, [D* ,oo‘;L,Y Plo < 5(p)

Y
coan 400 ’St’p ‘2 < d(t,p),

m +u ° -'HIIJ'.J"I’n\)

les c, ¢étant des nombres dépendant de 1D a3 s ¥ ©
nous poserons6):

C(p)(1+P@p)“L(P P )

(14.4) @
) 0 P
C C 1 +=5 = -, =)
L1 et Lq sont donc des opérateurs différentiels dlordres 1 et q .

15, RESOLUTION DE (14.1) PAR APPROXIMATIONS SUCCESSIVES.

Définition de ces approzimations.~ Cette définition supposera seulement

ceci : le premier terme de chacune des séries formelles (14.%) est fini ou som=-

mable, Rappelons que t variede 0 &

Vu le lemme 13.1, le probléeme de Cauchy

(15.1) a(X,D)uV (x) = vV (x), Dm-1 uv I 3, =0
o o v ) o nHifQ -p .y
possede une solution unique u, telle que ) u ’St 5

est une fonction bornée de t 5 (13.6) et (13,7), oh 1'on fait n = n\), la majorent.

Soit un entier k > 0 ; supposons ug_1 défini pour tout Y et

6) Si p=gq , on pose :

2, O yp- .y _ L2 O
03(1 +®t+ 2P (1 + Op)"Lp(p’ ot ? ,ap) d
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le+n -p+q,?z 108 12 fonction sommable de t ; vu le lemme 13.1, le probléme de

Cauchy
y v . -1
(5. alade) = Tl i ) 0 7l 0
' o
N : . v -p
possede une solution unique Uy telle que |D uk, t‘2 est une fonction

bornée de t ; (13.6) et (13.7) la majorentjen effet :

v ~
nY oy W 0t -prgy B _
%D bH uk_‘&,Stl2 est sommable et D b, u 15 = o,

t
vu 1lthypothése précédente, complétée par le théoreme du produit, et le lemme que
voici :

Lemme 15,1 .- 0n a DP ~2P20 w5, =0, si w’ est défini.

Preuve.- Si k =1, cela résulte de (14.2) et (15.1),. Soit k >2 ; suppo-

sons prouvé que m

m-+1

- 1}
D 2pt2q

Y2
puisque ordre (b§‘)<§n1+-ng'— n’ - pP+q, ona

V-P+q(\> t )ls

0

;s =0 ;

bHuk-Z =0,
donc, vu (15.1)k et puisque q <p :
Y
mn C =-2p+2q V(o
D w’ [, = 0.

Définitions de séries formelles.- Soient @k(t, p) des séries formelles

vérifiant les inégalités

2 -1, TP et p) > (1, p)

(15.2), .
F2 1,1 y(t, P) =0 pour £=0, 3=0,u., Bl
2 -1, P (t, 0) > L (t, p)
Dt Pl s - LPIH » P

(15.2),

D j :
-5;..1,1]3 p, (t, P) =0 pour t =0, j=0,e.., p=1
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01‘-1 k=1,2,ooc . Soit
Q0

p(t,P) = L (t,p) .
k=0

La note 12.2 s'applique & (5. 2) les coefficients des séries formelles

P, ka peuvent prendre la valeur + o; ils sont >0, car, vu le lemme

13.2 3 @j
Y J
koo, 2% 50 pour j=0,0.r, p.

219 QY

(15.3)

Lemme 15.2.~ Pour tous les k tels que lpk(t,O) est une fonction bornéde

de t, u; (x) existe et vérifie7)

(15.4), oo B0 Sy Pl < e (t,p)
V
(15.5), UM FOOW s, P ey (p)(1 w2 2% (s, 0).

Preuve.~ Pour k = 0, ce lemme est le lemme 13.1. Supposons-le établi
pour O,1,..., k=1 ulr1 existe et vérifie (15.7)1{__1 $ Or nous supposons
(]Ok(t,O) bornée ; donc le second membre de (1'5.2)k est sommable en t

pour P = 0 ; donc celui de (15.5)1{_1 3 donc

1 Dm—f—n ~pt+q

“k1’ lz'
Y

donc wy existe ; le lemme 13.1 domne (15.4-)k et (15.5)k puisque, vu

7) Si p=aq, alors (15.5)k stéerit

9 -
]Dm+n "1’°°uk,st,pig < (1 + gt '5@_9)1) ! Oyt )
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(15.5)13 et la formule du produit (10.1) 3 on a :
-v
n v W

co |D \ouuk__ws,c,pl2 <L, P (5 P) .

Complétons le lemme précédent par trois remarques évidentes :

Z:l4k(t,0), qui est d'apres (15.2) une série de fonctions croissantes =0,
k

ne peut converger qu'uniformément (3 1'intérieur de son intervalle de conver-
gence) ;

si 1&3 existe quel que soit k et si la série

o Y =p Ly
k§6 w55, |,

converge uniformément, alors le probldme de Cauchy (14.1) posséde la solution
®
v
W) = T owlx) ;
k=0

fos s . v
1'em1ss1on9)du support de v contient les supports de u, ,...,u; ,...,uv .

Nous obtenons la conclusion suivante :

Proposition 15.- Si (t,0) est une fonction bornée de t pour

0.5:1:&;\Y\, alors le probléme de Cauchy (14.1) posséde une solution u\)(x)
telle que :

v
(15.6) D% “Ps®yY 5,0 P |, << (%, 0)

v
(15.1) B FWOG g 0] < o)1+ ay s o)t ek P)

8) ... la formule de la dérivée (10.3), si P = qye..

9) ... ou domaine d'influence.
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le support de uY appartient & 1'émission de celui de v,

16. REMARQUE : SYSTEME STRICTEMENT HYPERBOLIQUE.- Si q = O 1la conclusion
précédente se précise comme suit t (15.3) permet de calculer LPk(t,O) (=0,1,...)

3 partir de  ¢(+,0), qui est sommable par hypothése,
= 9,(£,0) = ¢(%,0)
k

eat la solution du probléme de Cauchy :

(2 - ¢, (6,0)T 9(t,0) = ¢, w(£,0) + b(%,0)

[ - ¢, (+,07 o(+,0)

o] pour jzo’ooo’ p-1 .

On compldte la définition de P(t, P) arbitrairement ; par exemple en
prenant tous les coefficients des séries formelles LPk(t, p) , égaux &4 + o,
& l'exception du premier, qui est ka(t,O).

La conclusion du n°15 est alors celle-ci :

.

Proposition 16.- Supposons q = O et le premier terme des séries formelles
(14.3) fini ou sommable. Alors le probldme de Cauchy (14.1) posséde une solu-
tion u¥ (x) vérifiant 1'indgalité

2
tDm+n b " ’St lg< kP(t,O) ,

dont le second membre est borné. Le support de uY appartient & 1'émission

de celui de wv.

Quand q = 0, 1le systeme (14.1) est strictement hyperbolique ; la propo-

sition 18 est un théoréme d'existence classique.
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17. DES PROBLEMES DE CAUCHY FORMELS vont nous permettre de choisir commo-

dément des ¢ vérifiant (15.2).

Définissons deux séries formelles en P, O(t, p) et Q(t,P) par les
deux problémes de Cauchy formels :

(1) 2 0t P) = pe,(p) = 5 00, p), 00, p) =p

“we

Q

)@Q
1 op "

(17.2 = PC +C, Qo, p)=0.

La résolution de ces problémes est élémentaire : les coefficients successifs de

P se calculent par quadratures ; ces coefficients sont des exponentielles-

polynomes ; on a

J
(173) 03,0 =0; p<B(t, p) , 0= 0Ot P)
0t
(17.4) Q(¢,0) = 1¢,(0) 5 0 <<—-— Q(t p)  pour tout j .
049

La propriété de © et () que nous emploierons est la suivante : soit

.

pour tout J 3

@(t,e) une série formelle en ©, & coefficients fonctions de t ; définissons :
(171.5)  w(s, 0) = o5 P) Gt 00t p))

ce qui a wn sens car O (+,0) = 0 ; on a évidemment, vu la définition (14.4)

de L,‘:

2 J L 0%, p) 2=
(17.6) [53 -1 e p) = Ema 0(%:8))o- o(s, p)
Notons M (%, 0, -é‘)—,; , ==) 1topérateur aifrérenticl' ¥ dtordre q, 2

coefficients séries formelles en p, tel que tout Q vérifie :

10) ..., ne contenant pas ( )p Si D= Qyeee
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(17.7) Lq[eQ(t’ P) $s, 0ty )] = o St p)[Mq(t, P ,-%t- ,59-5)62(‘0:@)]9:6(1:, p)’

les coefficients de Mq sont linéaires en ceux de Lq’ polynomiaux en les

dérivées de © et 3 ils sont >> 0,

Choisissong les \p, comme suit
9,05, 0) =B PV G (v, 0 (5, 0))

les &, (t,8) étant définis par les probldmes de Cauchy formels, dont la

résolution est é1émentaire :

Oo(t,8) = G (t,0) ,

fatp
(17.8), J
>
— $,(t,0) =0 pour t =0, j=0,e0e, p~1 3
ot
(P 2. 9
== O, (+,8) =1 (4,6, 53, 75) Oy (8:0)
1P
(17.8)k J
—-J-@ (t,8) =0 pour t =0, j=0ye0s, p=1 ,
0t
oh k=1,2,... . Soit
o0}
(17.9) P (,0) = L q;k(t,c-)) .
k=0

les coefficients des séries formelles

La note 12.2 s'applique & (17. 8) 3
= 0 ; plus

—

@ (I)k peuvent prendre la valeur + o ; ils sont évidemment

précisément :

3
(17.10) 22 D (+,0) >0, -———-q)(t 0) >0 pour 3 = O,eeesPe
D4 0t
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De (17.6), ou (>>0, et de (17.8),, ok 1'on fait 6 =0 > p ,
résulte que Y, vérifie (15.2), . De (17.6), (17.7) et (17.8)k, ol 1'on
fait 6= © >>p, résulte que kpk vérifie (15.2)k .

On a

(17.41) 9k, p) = e X8 P) 6 (5 o (1, p)) 5

en particulier, vu (13.3) et (13.4) :

1, (0)
©(t,0) = e ¢ (t,0) .

La proposition 15 prouve donc ceci :
Proposition 17.- Si §(t,0) est une fonction bornée de + pour
0 <t < |Y|, alors le probléme de Cauchy (14.1) possdéde une solution u” (x) ,

qui satisfait (15.6) et (15.7) et dont le support appartient & 1'émission de

celul de v.

18, ¢ (+,6) PEUT ETRE CARACTERISE PAR UN PROBLEME DE CAUCHY FORMEL, dont

la solution n'est pas élémentaire, comme 1'était celle des problemes (17.1),

(17.2), (17.8) :

- . , 2 9 ,
Proposition 18.1.- Soit un opérateur Mq(t, Py 2T p), dtordre

q < p ne contenant pas ( g p)p

ayant elles-mémes pour coefficients des fonctions bornées de t |

, dont les coefficients sont des séries formelles
>0 en D,
(0<t< |T]). Soit {(t,p) une série formelle >0, A& coefficients

fonctions sommables de t. Définissons C]}k et & par (17.8) et (17.9), ol

nous remplagons 6 par O .

J
10) Si les coefficients de Q—-a- O(t,pP) (3 =0,.e.y q) sont des fonc-
Nt
tions sommables de t, alors @ (t, P) est une solution du probléme de Cauchy

formel :
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ke 239
(1841)  —=——= Q(t, P) =M P (%, p) + U(k, , === =0 pour t =0,
j=0,.--.p—1.
2°) On a
J J
(18.2) 2= ¢ (5, ) <« 2= Y(t,p) pour 5=0,um,
D% Dt

quelle que soit la série formelle W(t, p) vérifient les indgalités :

P

Otpuﬂt,p)<<%1umt,p>+ b(t, P)

(18.3)
’Dj

'-r:)-‘;g w(t’ p) >0 Pour j=o,oou, p—1 .

Note : Autrement dit : @ est la plus petite des solutions de (18.3).

Preuve de 1°).— u (17.10), les coefficients de la série formelle

270,
Z J (J =O"°'QQ)
k ot

sont des séries de fonctions croissantes >0 ; elles convergent donc uniformé-
ment, sauf peut-8tre au voisinage de t = IYI ; (18.1) résulte donc de (17.8).
Preuve de 2°).- Notons
K-1 _
At P) = Uk, p) = T B (t,P) st K>0
k=0
Ao(t, p) = w(t, p) .

Les relations (18.1) et (17.8) donnent, si K >0 :

4 @p
= Ble,p)>u by

D1 !

X

J
CRIA

3 >0 pour t =0, J=0,ee4y p=1 3
( 0%t
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d'autre part, vu (18.3),

2D
D¢

>>O pOU.I' jzo,lel, p9 Mqu >>O .
D'ou
27 Dy
.j>>o (.j:O"-', P) ’
Dt
successivement pour XK =1, 2,..., ; .d'ou (18.2).

En résumé, le § 3 a réduit le probléme de Cauchy (14.1) & la majoration de

la solution minimum du probléme de Cauchy formel (18.,1), clest-h-dire & la

recherche d'une solution des indegalités (18.3).

§ 4. Résolution du probléme de Cauchy formel

I1 s'agit de montrer que le probléme (18.1) posséde une solution & coeffi-
cients finis, sous des hypothéses & préciser. Il suffit de construire une so-

lution des indgalités (18.3) ; nous le ferons & 1l'aide du théoréme de Cauchy-

Kowalewski et des opérateurs que voici :
19. OPERATEURS SUR LES SERIES FORMELLES .~ Soit une suite de nombres >0 :
A= (X =1 Apseesdgrene) 3

nous ferons opérer A comme suit sur une série formelle ‘3( p) :
si

@(P)=E—§-®

S

) )

alors

AQ(p) = T g 25, .

s! s

Le produit des deux opérateurs ! = (..., Aé,...) y A" = (...,jk;,...) est
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évidemment )\'A"r—(...,kékg,...); si >\=(1,/\1,...,AT,...) alors

A@( P) = @( >\1 p) ; il nous suffira donc de nous limiter su cas ol A 1= 1

Evidemment

(19.2) A (P @) = P—-(A )

Si @ et Y >0, alors la condition nécessaire et suffisante pour que

(19.3) AQ W) < (X D)X W)
est que
(19.4) Aprs < Apdg o

(I1 suffit de le prouver quand @(p) = pf ,w(p)=p®; clest alors évident)

Nous supposerons désormais (19.4), qui implique )\ ret SAy s done

(19.5) 1= A, =0 2 A, 2220022 > e

Dtou, si O >0 :
25 (1D < A CI9)
L'inégalité en sens opposé que voici est celle que nous aurons & employer :
soit §>>.0 ; pour que
(19.6) A(——-—)J©<<(-——)(n+cp =75 (A¢), si i<
(q, & et n s constantes), il faut et suffit que

(19.7) As-—qé (M+e s)r AS s quel que soit s .

(I1 suffit de le prouver quand D(P) = P ; clest alors immédiat, vu (19.2)
et (19.5)).
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Pour satisfaire (19.7), il suffit de choisir (s,!)6 A croissant, d

étant un nombre tel que 0<q O < ;

si g0 =r, onprend £=1, n=0 ;

= ’

si 0<qd0<r, onprend € >0 et ﬂ=8p' ’

(19.8)

p' étant le nombre < O tel que f—s bl o 13
X i
si 0=0, onprend =1, £€=0

3]
Preuve.- Si (s!)” A ¢ st croissant, alors (19.7) est vérifié quand

D)
s! r .
— = < (n+¢e8)” , quel que soit s 3
(s-g)!
puisque
8! q
s S8
il suffit d'avoir
qﬁ

2 < (n+ es), quel que soit s.
I1 est nécessaire que
0<qd <.
Notons p = _g_(_S_

et Si p=1, on prend évidemment nN= 0, €=1,

Si 0<p<1, 1la concavité de s¥ montre quton peut prendre

a(eP)
N+ €8s = sf + (s-so) s , quel que soit s, >0 3
o
ctest~a-dire
1
e=pst , n=(-ps} ;

il suffit donc de prendre
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Nous satisferons (19.4), (19.5) et (19.7) en prenant

(19.9) Ay = ()70,

d étant tel que 0<qd <.

Résumons ce qui préceéde :

Lemme 19.-~ Etant donnée une série formelle

[00)

3p) =m0 g

S

L

et un nombre O tel que 0<q O <r, nous notons
00 ps
\ =
(19.10) A(P)= & ——7x &, .
s=0 (s!)

Nous avons alors (19.2), (19.3) et (19.6), oh & et 1 sont des constantes

définies par (19.8).

20. CLASSE DE GEVREY FORMELLE,- Définition.- Etant donnés un entier p >0
et un nombre & >1 , nous nommons classe de Gevrey formelle ["p’( CX)( Y1)
l'ensemble des séries formelles en P , & coefficients fonctions de 1
(ogt< Iv)),

(20.1) ot,p) =L -%? @S(t) ,

S=

O

vérifiant la condition suivante :

J co pS dJ
20,2 A2 0, )= & — 50 () (3=0,u, D)
(0.2 ot? TS ()% at? @ ’

sont des fonctions de [ holomorphes & 1'origine, uniformément par rapport & t :
il existe un voisinage de D = 0, indépendant de t, ou elles ont une torne,

indépendante de t.
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Cette condition peut donc s'énoncer :

; j 11

s (t) |5

(20.3) sup — - 2. S
s,t [1+s] | at?

< .

(X -—
Définition.- ("( ) est 1'ensemble des p)ea(*P’(Q‘) .

Décrivons les propriétés de [ Py () :

Lemme 20.1.- [ py () est une algébre, stable pour 'j%%b .
Preuve : (19.3), puis (19.2).

Voici un lemme qui sera appliqué 3 la série formelle composée (17.5) :

Lemme 20,2.~ Les hypothéses

0<x d(t, P)e rp’(“) , 0<< 0(t, p)e rp’(m) , 0(%,0) =0

impliquent
d(+,0(t, p)e rp’("‘)
Preuve.- Par hypothese :
Ot, P) =pY(s, p) 5 XD(s, p) =w(t, P) et AW(t, p) =0(t, p)

sont des fonctions de { holomorphes & l'origine. Vu (19.3)

A [@(t’ p)]s < [Q)(‘b, p)]s A ps ;
dtol, vu (19.3)

ALO (5,00, 0] = 1 2P 6 (1) «

S

n LB 1o, 0P @ (8) = (s P 45, PD) 5

or (%, p w(t,P)) est holomorphe en P , & l'origine, uniformément par

rapport & t 3 donc A[D(t,0(t, £))] aussi : le lemme est prouvé.
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Voici un lemme que nous appliquerons aux problémes de Cauchy (17.1) et

(17.2) :

Lemme 20.3.- Soit ¢ (t, P) 1la série formelle solution du problime de

Cauchy P
9—%%—31= [pc,(p) §p+ (P9 (4, p) + 05(p)
(20.4) <
¢(o, p) =c,(p)
ou
0xc,(p) € P(m) ;

(VRS @(t, p) € r.p,(0<) s quel que soit p .

Preuve pour p = 0.~ Les coefficients de @ (t, 0) se calculent successi-
vement, par quadratures : ce sont des exponentielles-polynomes >0 ; donc

(20.4) a une solution unique @ (t, P) ; P (t, P)>0.

Notons ci( D) = A ci( p). Soit (%, p) la solution du probléme de

Cauchy-Kowalewski, qui s'integre par quadratures :

(
25 (8, 0) = [0 0y (P) 725+ op(P)] @ (t, ) + e5(p)

(20.5) <
¢0, ) =c,(p);

que ) )
ces quadratures montrent P (t, 0) est holomorphe dans un bicylindre :
Bl <|Yl, | |< const.

Les formules (19.2) et (19.3) donnent
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o7 206 0) << [poy(p) 2o+ e)(p)IND (5,0) + oy(p)
(20.6) <

A @(09 p) = C4( p).
La comparaison de (20.5) et (20.6) montre que les coefficients successifs

de @w(t,p) =\ ®(t, p) sont >0 ; d'od

2D (t, p) << w(t,p),

ce qui prouve que AQ(t, P) est une fonction de p holomorphe & 1'origine,

uniformément par rapport & t : le lemme est prouvé pour p=0 ,

Preuve pour p > 0.~ On déduit de (20.4) que vérifie un probliéme

o0t J
de Cauchy du méme type ; le raisonnement précédent prouve donc que A 2 (D

est
0t
une fonction de p holomorphe & 1l'origine.

Lemme 20.4.- Considérons le probléme de Cauchy formel

r

gtp = 0, p) =1 (5,p, fi)t ; gp) O (¢, P) + ¥ (%, p)
(20.7) <

I .

;;S-Q(t P) =0 pour t=0, Jj=0,.us, p=l

-

ou Mq est un opérateur différentiel d'ordre q < p ; ne contenant pas (-g-{)p ;
par hypothdse U (t, P) et les coefficients de Mq sont des séries formelles
en pPe f‘o’( ® )( [Y]) ; elles sont >> 0. Ce probléme posséde au moins une

solution @ fclle que
0 @ e ™),

si |Z]| est un nombre >0 suffisamment petit et si

1<msﬁ.
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Izl=1Y], =i 1so<<-5.

(x
Preuve.- Vu la proposition 18 .1 , il suffit de trouver [ P )(|Z D

tel que
2Pd(4,p) D D\
(20.8)

3
2006, P) o

g_tJ pOU.I‘ j=0’.o.’ p"‘1 .

Appliquons A a (20.8), en notant :
S= x =1 3

p(t, p) = AP(t,0) ;

c1( P) une série formelle ma,jorant AQ(t,p) (clest-a-dire : AY Kc

1
pour 0<t<|Y)]) 3 m ( P, ’at ’ p) un opérateur différentiel dont les
2
coefficients majorent les transformés par A de ceux de M (t, e, -,5-;6 ’ '7()—5-

Pour que (20.8) ait lieuw, il suffit, wvu (19.3) et (19.6),_ quton ait “

(20.9) 2= 0 (t, ) > 1 (0, 2 220 +ep 2P (s )+ oy0)

otP 2t
DY
(20010) _— Lp(t p) >0 pOU.I‘ j = O,o-n, p .
ot

Rappelons que (19.6) exige q O < p-q, c'est=d-dire q «<p .
Pour réaliser (20.10) et la condition § € rp’( °‘)(|z D), il suffit de choisir

Y (t, p) holomorphe en (t, ) dans le bicylindre

1 <1zl , |Pl< const.
ses coefficients de Taylor étant > 0. Par hypothese mq et c¢, sont holo=-

morphes au vms:mage de p=0.

11)Rappelons que si p=q, alors $=0, x=1,N=1, £=0,
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Nous prendrons

9(t,p) = o[T], ou T=1t+ P/e, » &, =const. >0,

W[T] étant défini par le probleme de Cauchy, & données holomorphes > 0 :

olt]

at?

d 1

- d p-q

== =0 pour T=0, J=0,eeey P=1;

nous choisissons ¢, assez petit pour que m ( EoT seee)y c, (e ,T) soient
holomorphes pour |[T|<2 Y| . Puisque q <p, le théoréme de Cauchy-
Kowalewski montre que ¢[ T ] est holomorphe pour |T|{<2 |2], |Z| étant

suffisemment petit ; évidemment W[T]>>0 (c'est-a-dire & ses coefficients

.

de Taylor >0) et (20.9) est vérifié pour Iti< (2], p< e, |2
Supposons q x<p , c'est-a~-dire q@ <p-q ; Vu (19.8), nous pouvons
prendre £ voisin de O ; nous le prenons assez petit pour que Y[T] soit

12)

holomorphe' ““pour |t|<2 Y| : on peut donc prendre |Z|= [YI.

21. APPLICATION AU PROBLEME DE CAUCHY (14.1).- Supposons que les seconds

membres Ci( p) et Y(t, p) de (14.3) vérifient :
(21.1) 6, (p)er ) wte, e Oy

Alors, d'aprés le lemme 20.3, les fonctions O et () , que définit le
n°17, vérifient
O, 0), s, 0) e P2 1y

Donc, vu les lemmes 20.1 et 20,2 :

12) Car les solutions d'une equatlon dlfferentlelle ordlnalre et normale sont
holomorphes dans le méme domaine que ses coefficients.
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la fonction ‘¢ que définit (17.11), vérifie

ot ) e r P (120, s o, e r P (2) ;

les coefficients de 1'opérateur Mq , que définit la proposition 18.1,
appartiennent i FO’('O()( xi).

Done, vu le lemme 20.4, les inégalités (18.4) [et mbme les égalités en
résultant par substitution de = & <<] possédent une solution e[ Py ( )( 1z1).

Done, vu la proposition 18.1, la fonction (%, p) que définit le n°17
vérifie §(t, P)¢ Fp’(o‘)(\z\) , quand on ne fait varier t que de 0 i
|z | .

La proposition 17 prouve donc ceci :

°
9

Proposition 21.- Faisons les hypotheses (21.1) et supposons 1 < «g-&

dans une bande suffisamment étroite

Z:0<x,< /2] ,

le probléme de Cauchy (14.1) possdde une solution " (x) telle que
Voo
potn” =P, v ,St,P|2 € FO’(O()(\ZD .

Z=Y, siltona 1L O(<'3 .

v

Le support de u appartient & 1'émission de celui des données.

La conclusion des § 3 et 4 est le thdoréme d'existence que constitue la

proposition ci-dessus.
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§ 5. Fin de 1'étude du systeéme dont la partie principale est diagonale

Explicitons la proposition 21, qui est un théoréme d'existence, et le

théoréme d'unicité qui en résulte.

(<X)(So)

22. CLASSES DE GEVREY.- Définition.- Soit o«>1,p>1; y

désignera l'ensemble des fonctions

f:8, > C
telles que 1
Tl .
wp'"-*l—‘;(UDdf,Stfp] '<w , o o,=0;
g [+ lo ]

clest la classe de Gevrey classique si p = ®

Y étant la bande 0<x, < |Y|, Y ;’(C()(Y). désignera l'ensemble des

fonctions
f:Y » C
telles que
4
3 o
sup 1 [Dp+of,s_b‘P]‘ ! <o,

(o8
poo ot [1+lo 1]
ot |B|<m 5,=0,0<t<(Y].
Evidemment, wvu (20.3), en a :
Lemme 22.- f¢ XI;’(O()(Y) équivaut &
00 o el
an, f’Y,S_t’p’p El p?( )

-\ X
Note.= Nous appliquerons la deéfinition de X ( ) avec = 00, en

convenant que dans ce cas
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.
[+ (1%

=0 si |ol>o.

Si lcl:o’ X ***

1
[1+ 1o 1]
y;oo)(so) est donc 1'espace Lp(So) des fonctions sur S, dont la puissance
piéme est sommable ; ‘{2’(00)(Y) est 1'espace 126 p(Y) des fonctions sur Y
’

dont les quasi-normes13) ian,S sont fonctions borndes de t (0 <t < |Y[).

tlp

Propriétés des classes de Gevrey Y .- (Voir : Gevrey [2]). Evidemment :

ces classes croissent avec & j
si Bo = o, D[3 les applique en elles-mémes.
Les formules du produit (10.1) et (18.3), les lemmes 20.1 et 22 prouvent

cecl :

()

Y
\{g(O()(Y) R - . - Y;,(O()(Y) - - - -

(“)(S

o ,) est une algdbre et Y

1

(S,) un module sur cette algdbre ;

Pour ® =1, ces classes sont des classes de fonctions analytiques en
(x1,..., Xp ) ;s pour «>1, ce sont des classes de fonctions non guasi-
analytigues : on peut décomposer 1l'unité en une somme de fonctions leur appar-
tenant et ayant des supports arbitrairement petits (Voir Mandelbrojt [8]).

En composant deux fonctions de 1l'algébre YZ;SO) ou ¥_2;(<x)(Y) on
obtient une fonction de cette classe (Voir : Gevrey [2] ; ou un résultat plus
précis de Leray-Waelbroeck [7]).

Fn particulier : cette algébre contient l'inverse et un de ses éléments,
quand cet inverse est une fonction bornée.

Note.~ Cette derniere propriété prouve qu'il va &tre superflu de supposer

normaux les opérateurs a et a.j , comme nous l'avions fait jusqu'ici.

13) Normes des restrictions & St de leurs dérivées d'ordres < p.
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23. EXISTENCE.~ Sur la bande Y, soient des opérateurs a(x,D) et
b:L (x,D)(p,V =1,e0 W) du type suivant :
a(x,D) = 2 (x,D)... ap(X,D) est le produit de p opérateurs régulidrement

hyperboliques pour les hyperplans St H
ordre (aj) =m, ; ordre (a) =m = m, eeutmo 3

ordre (bfk) =m+nu—nv—pt-q , oi 0<gq<p<n’;

<

~

L
m-i-nb -n
) ; notons n=supn H
v

v . Q
by ne contient pas Covs

L mj-—g+n,( o)

85, 8868 coefficients € Y (Y) ;
a - - ng‘*‘%( O‘-)(Y) ;
v
v n ’( D() A P
by - - Yoo (Y) , ou 1So<\<\-€ .

On considere le probléme de Cauchy d'inconnue u ' :

a(xDu? (x) = T o) (2,0t + v (x)
pe
(23.1)

Dm—1 v’ !So donné

THEORMME D' EXISTENCE.~ Supposons
v .
ey pd s ev s (5= 0y met)

Alors le probleme de Cauchy (23.1) posséde une solution

v
wY e \(?n _M'(“)(Z) y

gui est définie dans une bande suffisamment étroite

Z:0<x,< 2 .
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et dont le support est dans 1'émission de celui de v et Dm-iu Sg o

Z=Y, si 1< o«g%.

Note 23.1.- Faisons sur a une hypothese plus stricte : a a ses coef-

3 - CX ’ . o ’z \
ficients ¢ ‘(2(;( )(Y) 3+ on peut alors préciser comme suit le théoreme

N
2 e Yr;+n ’(0‘)(7,).

Note 25.2.- Supposens q = O 3 c'est le cas strictement hyperbolique. On
v
peut choisir « = o3 il suffit de supposer an vy S, |,

sommable ;
A
le+n ptg u\) , )

v
tlo et vorné ; |DFT wY »S; |, aussi, sous l'hypothése de

la note 23%.1.

Preuve du théoréme guand

v
(23.2) "W s, =0 , D* PRYIs <o,

Le probléme (23.1) est identique au probléme (14,1) ; le lemme 22 montre que

le théoréme équivaut & la proposition 21,

Fin de_la preuve du théoréeme.- En appliquant Dg (3 =0, -'-’1’1\) -ptq) 2

1'équation a w = . ’b;i"utL +vY , on constate que (23.1) permet de

Vo
calouler D& “PHA v ‘So et que

(23.3) Dm+n\) Y iSo € Ygd)(so)

\ v
On construit w® y™™ 'P+q’(°‘)(y) tel que DM "PHL v

S, ait les
valeurs (23.3). uY - wY  est défini par un probléme du type (23.1), vérifiant

(23.2) : on est ramené au cas précédent.

\) hnd \) N re .
Preuve de la note 23.1.- En appliquant Dlg pra+t yesey DE a 1'équation

on constate que le premier terme des relations ainsi

a u\) = 1, b\{l_up'+ vy
t
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obtenues vérifie :

v
mny¥ - +1 v 0.( x Y X
D, P+q w e Yg’( )(Z),..., Dm+n u\) c YO,( )(Z)

donc

S e 1'2+”y ,(cx)(z) i

Preuve de la note 23.2.~ q = 0 ; le systéme est strictement hyperbolique ;

on applique la proposition 16,
24, UNICITE.- Le probléme adjoint & (23.1) a au plus une solution, sous
les hypothéses qu'énonce le n°23, quand
1\<,_O(<'P-o
q
Plus précisément, notons a(x,D) 1'adjoint de a(x,D) ; si

a(x,D)f

il

;& aﬁ (x)Dﬁf ,

alors

i

a(x,D) 2{; (=1 )f3 o (apf).

THEORMME D'UNICITE.- Supposons 1 < X< p/q . Soient w.  (x) des distri-

ll(

butions, définies au voisinage d'un point de S, vérifiant sur leur domaine

de définition

By () = T By oDy ()

et s'annulant hors de Y. Alors

th = 0 au voisinage de S,

Note. Ce voisinage contient tous les points ayant, dans Y, une émission

rétrograde intérieure au domaine de définition de w.
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Preuve (Holmgren).- Permutons les deux bords de Y : w est définie au
o
voisinage d'un point de S]Y! Prenons «>1 et v ¢ \{2 >, ( )( ),

v ayant un support dont 1l'émission est intérieure au domaine de définition de

w 3§ soit uv la solution du probléme de Cauchy (23.1), on choisit

Dm—1 u\) ISO =0
on a

_ b= =Y _ vV i 3 Y
..{ &—‘;’u [awH bk_va]dx_-gE;va[au bpu ]dxn.\yf %}wvv dx.

Cela suffit a prouver que wy, =0 pres de SlY |

§ 6. Systéme hyperboligue guelcongue

Les théoremes précédents s'appliquent aisément & un systéme hyperbolique

quelconque : par exemple comme ceci

25. EXISTENCE.- Sur une bande de gP ",

Y:o<x, < Y|

’

donnong-nous des opérateurs différentiels a\(L (X,D) (\L V= 1,000, N)

tels que :

ordre (av ) = mpv- n\) (atL: 0 si mu <n\))

et que, modulo les opérateurs d'ordre inférieur &

n= 7 @-a"),
14) t

aét. (v)—-a(xD)...a(xD),

14) Nous convenons que le déterminant de aH , non commutatifs, est

det(au) = E + al

N
T(1) ** Fpw)

pour toutes les permutations T paires (+) et inpaires (=)
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les opérateurs différentiels a. é&tant régulidrement hyperboliques sur Y

pour les hyperplans St ! X, =1t . Leurs ordres mj vérifient donc

n = m1+-oo+ m

Notons

Eaﬁ (x,D)ut (x) = vV (x)
(25.1) "
I i u\kis donné

.
1

en supposant les données de Cauchy (25.1)2 compatibles avec le systeme (25.1 )1

autrement dit : les restrictions & S5, des équations qu'on obtient en appliquant

ij (3= 0y00ey nY - _r_l_) a4 l'équation }:a\)pL uh vY  doivent 8tre vérifides

18 4

par ces données de Cauchy.

. . Y 3 -v
Voici les hypotheses que nous faisons sur les a et a'j ¢ nous notons

W

r le plus grand entier < p tel que tous les commutateurs
AN 7o ALY
[apL ,aﬁ] = auaﬁ -a_a
vérifient :
PR A vy

ordre [a‘tk yan ] < ordre (au) + ordre (an) r
et que

ordre [dé‘c.(aﬁ) - a, (2,D)e0e ap(x,D)]sm -7 ;

si r=1, la premiére de ces deux conditions est vérifiée :

si r

1l

0, elles le sont toutes les deux et la considération des ay

. . D\ s
est superflue, mais nous supposons que (—(53; a pour coefficient dans
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dét.(a\cl) une fonction bornée ainsi que son inverse.
Nous ajoutons un méme entier & tous les entiers mk'L ot n”
de fagon que p<n et nous avons donc
v <: -
OSr<p<a<n <n, a<m , p<m.

Nous envisageons des classes de Gevrey (n°22), dont 1'indice o est un

nombre tel que

—L— °
(25.2) 1< x<TT s

nous supposons 3

a\é a des coefficients ¢y Igﬁ-m&lmv ’(Q()(Y)
- ) 6\(1;1+,..+mj-j+1-1,(0<)(Y)
a - - e‘(i’(“)(y) ,
ou a(x,D) = a1(x,D)... ap(x,D) .
THAOREME D'EXISTENCE.- Supposons
(25.3) v ﬂg\; (yy Dm\UL‘Q s, e\ré"‘)(so) .

Alors, dans une bande suffisamment étroite

Z:0<x,< |zl

(o]

le probléme de Cauchy (25.1) posséde une solution

o
(25.4) u' e Y3 “ )z ,
. v mp -1 [.LI
dont le support est dans 1'émission de celui des données v° , D =ut |5 .

p-r
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Note.- Si r =p, ce probleme (25.1) est strictement hyperbolique
Y = Z ; on peut choisir &= o0 et remplir 1l'hypothese (25.3)1 par 1l'hypo-
thése plus générale :

\Y
an vY S, \2 est une fonction sommable de t 3

la conclusion (25.4) s'énonce :
le utt ’St‘Z est une fonction bornée de t (0 <t < |YI) .

Note.- On peut compléter comme suit ce théoréme : si les coefficients de

a\;L sont dans la classe de Gevrey r(:;)(Y) et si vY € Xé )(Y) , alors

ubtt g](éo{)(’l’) ; voir Y. Ohya, [9], proposition 2.4.

M
Preuve guand les données de Cauchy sont pt 2 uH ISO = 0.- Notons

A%(X,D) le mineur de arL (x,D) dans aét.(a” ) ; évidemment :

e
ordre (A%)Sm - otts nY :
ordre (dét.(a?ti) - Za A ) r;
les coefficients de ZakA/\;) et de dét. (a“’ ) ey B,(%)(y) ;5 a1 WAy,
A
/ v

ordre { T aA pL) m + nu- n’ - r 3 les coefficients de

Lo ay ey Eat (@) oy (o))

Soit U\) la solution du probléme, traité au n°23 et auquel s'applique la

note 25.1 :

£ &) (o0 (x,0)0" () = v ()

Ab
(25.5) ¢
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on a : J
Uve \KréH-n , () (2) .

La condition de compatibilité de (25.1) stécrit :

YV _
D* Il‘vvfso=0;

portée dans (25.5), elle donne

Vo
™ RV (s, =0 .

Le probléme (25.1) admet donc la solution :
ot o X AKL, v .
Y b at, ()
Fin de la preuve du théoréme.- Soient w des fonctions ! (2)

e Y 2
L .
vérifiant les données de Cauchy : ut --wH vérifie un probldme du type (25.1),

a4 données de Cauchy nulles.

26. UNICITE.- Le probléme adjoint & (25.1) a au plus une solution, sous les

hypothéses qu'énonce le n°25, quand

] € X< =P
P-r

Plus précisément : notons ?LD)_ 1'adjoint de aﬁ ; ona s
THEOREME D'UNICITE.- Supposons

p=-

Soient w., (%) des distributions, définies au voisinage d'un point de §, ,

vérifiant sur leur domaine de définition

%Ei’i (x,D) wy (x) =0

et s'annulant hors de Y. Alors

Wy = O au voisinage de S, .
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Preuve.~ Le raisonnement de Holmgren, que cite le n° 24,
27. NECESSITE DES HYPOTHESES.= C. Pucci et G. Talenti nous ont

signalé un cas de non-unicité dfi 3 E. de GIORGI [15 ], d'ol résulte ceci @

Les théorémes d'unicité et par suite les théorémes d'existence qui

précédent deviennent faux quand on prend % >-§ s au lieu de prendre
o <'§ .

En effet : cet exemple dépend d'un parametre & > 2

§=2 (m=p=8,q=4);

les coefficients des opérations sont indéfiniment différentiables et

appartiennent a Yi’@:()(Y), quel qgue soit n.
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