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NORME FORMELLE D'UNE FONCTION COMPOSEE
(PRALIMINAIRE A L'ETUDE DES SYSTEMES NON LINEAIRES, HYPERBOLIQUES NON STRICTS)

rar

Jean LERAY et Lucien WAELBROECK

Introduction

1. RELATION AVEC LA THEORIE DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. J. Leray
et Y. Ohya [4], en employant une suggestion de L. Waelbroeck, ont étudié les
systémes hyperboliques non stricts, dans le cas linéaire. Cette méthode
s'adapte au cas non lindaire : on opere [5] par approximations successives,
comme le fait P. Dionne [2] dans le cas strictement hyperbolique, mais en
remplacant les espaces de Sobolev par des classes de Gevrey, les normes de
Sobolev par des normes formelles ; la majoration de ces approximations succes=-
sives résulte de la résolution d'un probléme de Cauchy formel, non linéaire,
quton raméne au probléme de Cauchy-Kowalewski1 par des opérateurs transformant
les classes de Gevrey formclles en classes de fonctions holomorphes.

C'est possible, parce que le théoreme de Sobolev sur la norme d'une fonction
composée s'étend aux normes formelles et parce que ces opérateurs respectent

1'inégalité exprimant ce théoréme ; cet article le prouve j; il compldte donc

les n°4 et 5 de [4].

2. SOMMAIRE, Etant donnée une algébre normée de fonctions, nous définissons

la norme formelle de ces fonctions ; nous majorons la norme formelle d'une

1) probléme de Cauchy & données holomorphes.
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fonction composée par la composée des normes formelles : voir (4.3). DNous

définissons sur les séries formelles, des opérateurs, tels gue la transformée

d'une série composée goit majorée par la composée des séries transformées :

voir (7.2).

Parmi ces opérateurs se trouvent en particulier ceux qu'emploie

[4] : les opérateurs de Gevrey.

Note.~ L'une des conséquences évidentes de ces formules est le théoréme

classique de Gevrey [3] : une classe de Gevrey est une algebre, contenant les

composés de ses éléments.

§ 1. Norme formelle.

%. NOTATIONS.- Nous nous dornons : un domaine X C _lg'e (52 <o) ;

un espace vectoriel gm(m <m) ;

une algibre de Banach A(X) de fonctions a : X >R ;

1'espace vectoriel V(X) ayant pour éléments les applications
v = (v1,..., vm) :+ X —>§m telles que v1,..., vmeA(X) .

L'algébre A(X) ne contient pas nécessairement d'élément unité ; la norme

‘a,X l de acA(X) est une norme d'algdbre :

\a,l.az, X t< la1,X

. ‘az,X\ H
‘V,Xl est le vecteur a composantes >0 :
‘V’X l= (\V1 ,X‘,...,‘Vm,X\).
Wous nous donnons en outre :
un domaine Y C R 3

un espace vectoriel B(X,Y) de fonctions b : X x ¥ -)g 3
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sur cet espace vectoriel B, une quasi—norme1 lo,X %xY,n H dépendant d'un

paramétre n = (n,i,.,., nm), ot n.,..., n >0.

Notons b o v la composée de beB(X,Y) et veV(X), c'est-a-dire la

fonction qui est définie quand xeX et v(x)eY et qui vaut alors

(b o V)(X) = b(x,v(x)).

Nous supposons que ces données satisfont la condition suivan‘ce2 :

v,X IH <m ,

3 )Yi beB(X,Y), veV(X) et |lb,X xY,
R

alors boveA(X) et |bov,xl< [I6,x x¥, [v,xl]] .
Etant donnés
{3=(P1,...,PP), }f:(\(.l',.,.,{m) (P1,...,\(m: entiers > 0),

nous notons

@(31+..,+P{) . @‘{1+...+\{m

o = Gp 'y T Y )
'ax; °“DX~? r‘)y} ...@ymm

Si aeA(X) et Dfa;i'A(X), alors nous convenons que
‘D ﬁa,X !: + 00
X

de méme, si be B(X,Y), Df D_;( b ¢ B(X,Y), nous convenons que

1) C'est une fonction, définie sur B, & valeurs >0 et <+ co, telle que :

Ao, X x¥,n ||= |A]. [I0,X xYyn || YAel

l[o,+0,,X x¥yn [ < |[b),X x ¥;n I+ (L x Y,nll .

2) Le théortme de composition de S. Sobolev et les compléments que P. Dionne

[2] 1ui a apportés permettent de satisfaire cette condition.
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Y

HD ;B X xY,n =+

4. DEFINITIONS.- Introduisons des variables commutatives :

oF n1,.,., ﬂm H
notons

Y1 ¥
T]=(n19“"nm) ’ n\{= n1 seo e nmm.

Nous nommons normes formelles de a et b les séries formelles

s
(4.1) lea,X,p[= g"%T sup IDX[3 asX [, ol iP}:s;
P
(4-2) HDCQD’X x¥, P,M,n ”= P —9_’ X 1 Slép ”D ¥ b,X X Y,n ”
:X )
ol |(31= S
Si v = (v1 yeoe vm) € V(X), nous notons ]DOOV,X, o ‘ le vecteur, ayant

pour composantes des séries formelles, que voici

DOOV’X: p {= ( [Doov1,x,p l’---: IDCQVm;Xr P i)O

Ces séries formelles et toutes celles que nous allons considérer sont >> 0,
c'est-a-dire & coefficients > 0 ; ces coefficients peuvent valoir + .

Donnons-nous une série formelle Y (p , ﬂ) et un vecteur
B(P) = (Dyreees B s
dont les composantes @1( 0)secny @m( p) sont des séries formelles ; sup-

posons leurs premiers coefficients nuls, c'est-a-dire

(o) =

Alors la série formelle composée W o ® = W(o,d(p)) a ue définition

évidente ; évidemment : elle est >0 comme D et W ; ses coefficients
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sont < oo, siceuxde O et Y sont < oo.

Nous allons compléter le n°4 de [4] par la majoration suivante de la

norme formelle d'une fonction composée :

Formule de composition.- Sous 1'hypothése (3.1), on a :

(43) 100 0 v),5,p [ [0%6,% x¥,p, [0%v,%,0 |- lv,x], [v,x ]
si beB(X,Y) et vev(X).
Notons que |v,X |= [D®+v,X,0].

Par exemple, on a la formule du produit (voir [4] (4.3)) :

| »® (VJl v2) Xy 0 l <<

(00] |
V2,X, Pl .
si 'v1
5. PREUVE DE LA FORMULE DE COMPOSITION (4.3).- Introduisons des variables

et v, ¢ A(X).

Eqaeces Q@, commutant avec 'ﬂ1,...., 1|

Définissons les séries formelles

B
(5.1) IDOOa,X ;{)l: > -{%—-;- lDfa,X I
‘ f3 Y
N |
(5.2) [Ip®b,x x¥ ;3¢ q,nH—L,J -[-3-,- T—”D D' b, X xY || .
Notons
Py (x,7) =Df Dz; b(x,y)

et notons comme suit la formule de dérivation de la fonction composée b o v @

D:(bov)=

4 (b(w ) v).(Po;"g3 o D‘Q{_Piv)y HP"‘Ylg lO*D,

ol PO{Y" P est un polynome i coefficients 3 0, qui ne dépend que de
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®x-f{3 et Yy ; (i1 est de degré | Y f; on le compose avec Dk> -falv ; plus

précisément avec les dérivées de v d'ordres < |X - [’il et >0).

D'ol, vu que [vj,X | est une norme d'algdbre :
¥ (b0 v),x |< Lpgy o vs% .(P(x{ﬁ o [DPPhx ) -
/3’\{
[Dcz HD‘”(b o v),X 3 | DPv,X, £|-|v,X |u ] ;

£ =0

d'ol, vu la condition (3.1) :
‘D;( (b o v),X | < [ch “Doob,X xY 38 lDOOV’X 3 & [” I v,X ' s,V:X l”]‘c
S

clest-a-dire

|
(5.3) [D® (b o v),X 5 ¢ {<<” POb,X Y ;& , D%v,X, & |-|v,x], lv,XIH .
Notons P= g g Teeot é_@ : 1la formule du binome donne, pour |¢ | = s
el
L2 &
= oyt

1 -
s! 0
D'ol, en comparant les définitions (4.1) et (5.1), (4.2) et (5.2) :

% Doobyx XY 5 &, !DCOV3X) £|-(V,X l ,]V,X ( “<<
10%6,% x ¥, £, [0°v,%, p |- % |,]v,x] il .

Ltinégalité (5.3) donne donc :

(5.4) H p® (b o v),X 5E ”<<

HDOOb,X <1, , [0 v,x, 0 [ [v2X [, v, | ” ’

Or une inégalité du type

o(f) < Q(P),
ou Eo-
(%) = %; =i %o
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signifie

- 22
O0(p)<x Q(p), s O(p)=r —  sup Os » ou o |l= 8
=0 ISH )
car O(P) est la plus petite série en 0= {_,1 +oo.+ L majorant o(t).
(voir [4], preuve du lemme 5). Donc (5.4) prouve la formule de composition
(443).

§ 2. Opérateurs sur les séries formelles.

Le § 4 de [4], pour employer les normes formelles, leur applique des

opérateurs, opérant sur les séries formelles ; Beurling [1] les a employés

depuis longtemps.

6. DEFINITION D'OPERATEURS.- (Voir : [4], n°19). Donnons-nous une suite

de nombres >0
A = (>\° = 1,)\.19"'! A s""> ¢

Etant données des séries formelles

s [}
o(p)= L. ¢ , W(p,m = L = Ly ,
s>=0 s, Y ’ )

PP . -y . )
nous définissons comme suit des séries formelles A @ et A Yo

Y
L2 ps oty

AR = DA, S £ A = B YT ey

Sy

s g!
s

si (p) = (d,( 0)se-ey®,(P)) est un vecteur ayant pour composantes

les séries formelles 1( 0)yeaes @m( P), alors on définit

AD(P) = (A, () d B (P))
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I1 est évident que le produit des deux opérateurs
NI}

,\|=(...,Aé,...), A =(...,;\g,...) est A:(...,A;,\'S',...) .
Si >‘s= AT ona AWY(O,n) = W(Aipﬂ\iﬂ);ilnous suffira donc de

nous limiter au cas ou

7. PROPRIETES DE CES OPBERATEURS.— Nous aurons besoin des propriétés que

voici.

19) Propriété du produit : Si U:J,l et 11}2 >> 0, alors :

(1) ALw, (e, MU0, MT << W, (p, MLIAU(P, )]

2°) Propriété de la série composée : Si

@(p):lﬂo@ ’

ou

(P=(<D1r°"s®m>: ®i >0, @(O)=O’ Y>>0,
alors
(7.2) AO(P) << (AW) o (X ) .

Pour gue ces deux propriétés aient lieu, il faut et il suffit gue A

vérifie les conditions suivantes :

A0=A1=1*>/A2;

(7.3)
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Exemple.- Les conditions (7.3) sont vérifiées quand

(7.4) Ao=A,=1, A_, A

3 a4 -1
ctest-a-dire quand A s est une fonction de s logarithmiguement convexe.

Preuve de (7.3).- Pour que (7.1) ait lieu, il faut et suffit qu'il ait

lieu quand “H et U o, sont des monomes :

donc que

(7.5) A

(7.6) A=A, =1 22,> 0027

Pour que (7.2) ait lieu, il faut et suffit que (7.2) ait lieu quand &
et U sont monomes :

S

- 31 Sm [¢] \(
@(p)':(p gecey )9 LU(P,H)= P n ’519"07 Sm?'1;

c'est-a-dire que

T Tm
AS°+T151+“'+7msm< *so+m(*s1). e (AT

m

si s
4

Cette condition est vérifide si elle l'est pour m=1, Y, = 15

LN ] > .
sm/1

elle équivaut donc & la condition :

(7.7) A < A A g pour T et s =1.



(1]
(2]

(3]
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Or (7.7) implique (7.5), wu (7.6) ; et (7.6) résulte de (7.7), ou l'on prend

r=2, si A,<1.

2
Preuve gue l'exemple (7.4) vérifie (7.3).- En faisant s =1 dans (7.4),
A
on obtient A 2\<~1 . D'autre part, vu (7.4), Ti" est une fonction croissan-
A s+
te de s j; donc h 2~ aussi 3 donc
S+r
A
\1 < 55 i s>1 .
-+l “etr

8. OPERATEURS DE GEVREY >\( Q().- Ces opérateurs dépendent d'un paramétre

numérique *>1 ; ils se définissent comme suit

g = ()17

si @(p) =

Lris

s
-ES-!— @s , alors ,\(O()@( ¢)= 1
s

La propriété (7.1) du produit et la propriété (7.2) de la série composée

valent pour ces opérateurs.

Preuve.- La vérification de (7.4) est immédiate : d'ou (7.3) 3 d'ou

(7.1) et (7.2).

BIBLIOGRAPHIE

BEURLING, Congres scandinave, 1938.

P. DIONNE, Sur les problémes de Cauchy hyperboliques bien posés, Journal
d'Analyse math., t.10 (1962), chep. V et VI, p.1-90.

M. GEVREY, Sur la nature analytique des solutions des équations aux dérivées
partielles, Annales Ecole norm, sup., t.35 (1917), p.129-189.



J. Leray et L. Waelbroeck, Norme formelle... Bibliographie - 82 -

(4] J. LERAY et Y. OHYA, Systémes linéaires, hyperboliques non stricts (exposé
précédent).

[5] Jo. LERAY et Y. OHYA, Systémes non linéaires, hyperboliques non stricts, CIME,
Varenna (Italie), 1964.



