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TRESSES DES FONCTIONS ALGéBRIQUES D’APRÈS V. ARNOLD

par Frédéric PHAM

(exposé fait le 5 mars 1969)

On se propose d t illustrer une courte note d’Arnold parue aux Ouspekhi&#x3E;&#x3E; [1], qui
annonce un article à paraître dans les Travaux de la Société mathématique de Moscou&#x3E;&#x3E;

(tome 21, 1969).

Soit G n l’espace des polynômes unitaires de degré n d’une variable complexe,

ayant toutes leurs racines distinctes 1

où A(a) désigne le discriminant du polynome unitaire générique de degré n

En identifiant chaque polynome à l 1 ensemble. de ses racines (n points distincts dans
le plan complexe) on voit que le groupe fondamental 11l autre que le

braid groupe d’ARTIN [2] (groupe des stresses à n Artin en a donné

une présentation par n-1 générateurs (symbolisés par la figure-..---.. --- n-

liés par les relations (3) et (4) suivantes :
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de ~.a tresse d’une fonction algébrique.

Se doiuier une fonction algébrique z sur CP 9 c’est remplacer dans l’erpres-
sion (2) les indéterminées a . par des polynomes Si

1 1 p

désigne l’ensemble des points critiques de la fonction z , on a une application

continue

qui induit sur les groupes fondamentaux un homomorphisme

appelé par Arnold Stresse de la fonction algébrique&#x3E;&#x3E;.

la tresse&#x3E;&#x3E; constitue un invariant algébrique plus fin que la monodromie&#x3E;&#x3E;

morphisme de dans le groupe des permutations des n racines) s en effet
la tresse décrit non seulement les permutations des n déterminations de z mais

aussi la façon dont ces n déterminations tournent les unes autour des autres dans

le plan complexe.

EXISTES

Nous allons considérer des exemples oL p = 1 (fonctions algébriques d’une va-

riable) et où le seul point critique est l’origine. Izà tresse est alors un homomor-

pl1isme de TT1 (C-(0) ) = Z dans {3(il) , bien déterminé par la donnée de dans

B(ry de l’élément 1 ~ ~ ~ cette image sera encore appelée, par abus de langage y tresse
de la fonction algébrique.

Exemple 0 , z = 1
La tresse de cette fonction est l’élément
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est la tresse dl_irtin symbolisée par la figure

(cette tresse représente le mouvement des n racines n-ièmes de l’unité effectuant

toutes ensemble 1 n-ieme de tour la long du cercle unité).

Exemple 1. I
On sait que toute algébrique d’une variable est donnée localement par

un en puissances fractionnaires croissantes de x 1 1

où (~,~) sont des couples d’entiers premiers entre eux (k = 1,2,...,g) , appelés
paires et où

de ~. , ordre de la fonction algébrique à 1 t origine.
g

Il n’est pas difficile de se convaincre que la tresse (locale) d’une telle fonc-
tion peut se construire comme une Stresse de tresses ... de tresses&#x3E;&#x3E; (g fois) de la

façon suivante s

1ère tresse s pour |x| assez petite les n déterminations de z se groupent natu-

rellement en n1 n2 ... ng-1 paquets de n, 1 éléments chacun ; à l’intérieur de
g"  g

chaque paquet, on tresse&#x3E;&#x3E; les n éléments en leur faisant effectuer
g

autour de leur position moyenne ; une fois ceci fait, on
g a

considèrera chaque com..me un objet solide qu’on pourra déplacer par trans-

lation dans le n’aura pas le droit de déformer ni de faire pi-

voter y on opérera ces objets les translations suivantes s

2e tresse s objets ci-dessus se groupent naturellement en
- 

g-

n1 n2 ... ng-2 paquets de objets c:1acun , à l’intérieur de chaque paquet,-’ 

0

Î) Le développement de Puiseux est unique si le polynome considéré est irréductible
dans ce que nous supposerons ici.
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on tresse» les n g-1 objets en leur faisant effectuer fi g- 1 /YB ~ ...n g- 1 tours

autour de leur position moyenne ,

ceci fait on considère chaque paquet comme un nouvel objet solide, et l’on recom-

mence, jusque la ...

, , , g-ième tresse.

En utilisant le théorème 14 de ~2~, on peut démontrer que la description donnée
ci-dessus de la tresse ... de -tresses,» définit sans ambiguïté un élément de B(n),
et que les éléments de B(n) obtenus par ce type de construction sont en correspon-

dance bijective avec les suites de paires (m1,n1), (m2, n2), ... (mg,ng) : autrement dit,
ia donnée de la tre s s e développement de équivaut à la donné e de la su ï te

des paires caractéristiques de Puâseux,

Remarque. En «refermant» la tresse du développement de Puiseux, c’est-à-dire en

identifiant ltorigine de chaque brin à l ’extrémité qui porte le même numéro y on ob-

tient un noeud 9 qui n ~ est autre que le torique bien connu de la courbe

algélorique* (intersection de la courbe algébrique avec une petite sphère S3 c ca).

Cohomologie du des tresses dlÂrtin.

On peut voir que 7T.(G ) = 0 pour i &#x3E; 1 , de sorte que G est 11 espace clas- 

1
1 n n

sifiant du groupe B(n). Arnold en déduit que la cohomologie du groupe

B(n) est égale à la cohomologie de n

et calcule cette dernière par des raisonnements géométriques, utilisant une stratifi-

cation de = 0) (ensemble qu’il appelle queue d’aronde mul tidi-

mensionnelle&#x3E;&#x3E;, par analogie avec la queue d’aronde&#x3E;&#x3E; des géomètres italiens, qui cor-

respond au cas particulier n = ~.~ .

Le résultat du calcul est indiqué dans un tableau de [1].
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*) pourvu que l’axe des z ait été choisis transverse à la courbe.


