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1.1

DUALITE EN CALCUL DES VARIATIONS
ET APPLICATION AUX HYPERSURFACES MINIMALES

par Roger TEMAM

Introduction

Nous rappelons tout dfabord des résultats de R.T. Rockafellar [15] sur la dualité
en optimisation convexe, résultats qui s'avérent particuliérement commodes pour cer-
tains provlémes de calcul des variations : ils permettent d'associer & certains pro-
blémes de calcul des variations un probléme dual et donnent des relations simples
entre le provléme primal et le probléme dual ; dans certains cas on retrouve et pré-
cise des concepts de dualité 1iés & la transformation de Legendre [2]. Ensuite on
applique ces résultats au probléme des hypersurfaces minimales non paramétriques :
le probléme dual, convenablement défini, admet une solution unique p* et si le
probléme primal admet une solution u alors celle-ci s'exprime trés simplement en
fonction de p¥*. Dans le cas ol le provléme des hypersurfaces minimales non paramé-

triques ne possede pas de solutions, on met en évidence un concept de golution géné-
raligée du provléme.

1. DUALITE EN CALCUL DES VARIATIONS.

Soient V ot V¥ (resp. Y et Y¥) deux espaces vectoriels topologiques locale-
ment convexes séparén en dualité ; aucune ambiguité n'étant & craindre, on note in-
différemment <.,+> le produit scalaire dans la dualité entre V et V¥ ou entre
Y et Y .

On se donne un opérateur A linéaire contimu de V dans Y , Aef£(V,Y), et on
appelle A% son adjoint, A¥*eg(Y¥*,V%), Soit aussi F (resp. G) une fonction con-
vexe de V (resp. Y) dans J-=,+ ®»] supposée semi-continue inférieurement et pro-
pre(”. On sait que l'on peut associer & F (resp. G) une fonction conjuguée F¥
(resp. G¥) 3

(101) Bx 3V*H3'°°’+°°3 ’

(1.2) F(u¥) = Sup {<u¥,u> ~ F(u)} , V u*eV* ,
uV

(1.3) G* 1 Y4 jeooy+ @] ’

(1.4) G*(p*)

Sup {< p¥,p >~ G(p)} , Vv p¥e¥* ,
peY

et la fonction ¥ (resp. G*) est égnlement convexe, propre et semi~continue infé-

(1) Ctegt-a-dire non identique & + o ,
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rieurement sur V* (resp. Y*). Pour cela et pour tout ce qui concerne les fonction~

nelles convexes on se reportera 3 loreau [13] et Rockafellar [15].
Avec le cadre qui précéde, on s'intéresse au probleme d'optimisation suivant .

Probléme P.°

(1.5) Inf {F(v) + G(av)} .
veV

Nous appelons, avec Fenchel [5] et Rockafellar [15], probléme dual de P , 1le
provléme DP¥ ci-apres

(1.6) Sup {~-F¥(p%p%*) - GX(-p*)} .
Y

On note inf P 1t'infinimum dans (1.5) et on appelle solution de P tout é1é-
ment de V qui réalise le minimum dans (1.5) ;5 définition amalogue de sup P* et
dtune solution de P¥,

On démontre de manidre générale que
(1.7) ~o=gup P*=inf P+ o,
toutes les éventualités qui apparaissent dans (1,7) étant effectivement possibles.

Un cas particulier trés important est contenu dans la proposition suivante.

PROPOSITION 1.1. Les hypothéses sont celles qui précédent et en outre

il existe u €V fel gue F(uo) <+ o , la fonction G étant finie
et continue en Auo o

(1.8)

Le probleme P* posséde alors une solution p* au moins et

(1.9) inf P =max P* ¢ R .

Si le probléeme P posséde également une solution u , alors les relations sui-
vantes ont lieu

(1.10) F(u) + P*(\*p*) = < A¥p¥,u >
(1.11) G(Au) + G*(-p*) = = < p*,pu >,
Remarque 1.1.~ I1 résulte de (1.2) que
B(v¥) + F(v) z < v¥,v>, ¥ vkeV¥, v veV

(remarque amalogue pour G). Pour cette raison les relations (1.10) et (1.11) soni
appelées relations dtextrémalité.

Elles sont d'ailleurs équivalentes a
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(1.12) AFp¥ 2 3F(u)
(1.13) ~p* ¢ 3G(au)
(cfe Ja notion de sous-différentiel dans [13] et [16]).

Ia proposition »récédente est démontrée dans [15) 3 cf. aussi [17], [18]. De
nombreuses annlications de la proposition précédente a des problémes de calcul des
variations sont explicitées dant [18) ; dans les numéros suivants nous développons

1lapplication aux hypersurfaces minimales.

2o wPPLICATION AUX HYPERSURPACES _JINLLLES,

Soit O wun ouvert de R" de frontidre T (aucune hypothése de régularité n'est

nécessaire). On appelle Y "P(q) (1 =p=«) 1llespace de Sobolev

tA

i= n}

L 9 )
{uci” (), 31';-{- = <l @), 1
i

muni de s& structure habituelle dlespace de Benach j; pour p =2 , on note
Wo2(Q) = B(Q) . On appelle @},p(Q) 1'adhérence dens WP(Q) des fenctions &

support compact dens (2 .

Le problime des hypersurfaces minimales non prremétriques (cfe par exemple L71)

s'écerit @
(2.1) Inf J /1 ax
0
an_—i—ﬁJlfl Q) -
ou v = grad v = (vXl s -.-,vxn) et el & est donnée avec
(2.2) scBEQNT Q) .

Nous allens voir que le proposition 1.2 est applicable & la situation présente.

I1 suffit de poser

V= W (Q), 7™ - (W 1(Q))' = le dual topologique de V mmi de la
topologie o(V¥,V),

1=0@" Y=L @" (topolegie o(Y%,1)),

A = grad, ]

F(v)=0 8i veC, +o si v£C , C=a+Ww (Q) (F=x, estla
fonctien indicatrice du convexe C) .

¢(p) = ”I—‘Q V4p(x)fax , Vpe IF(@QT .

Le problém (2.1) est alors identique au problém (1.5). Afin d'expliciter le
probleéme dual (1.6) on déteimine les fonctions conjuguées F* et G¥ ;3 wn celcul
facile donnn
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<p*A3> = pr*(x).§i(x)dX si dvp =0 ,
(2.3) F*A%*) = ]

L + @ autrement .

[ - f J1-p*(x)°ax s |p*(x)] = 1 pepe.
(2.4) G*(p*) = 1 Q

+ ® autrement .

H

Le probléme dual P* gtéerit donc

2.5) Sup (=< p* A2 > + [ /1=p*(x)? ax}
> Q
p¥el ()"
ii‘v p*:O y

[p*(x) [=1pep.
la condition (1.8) est trivialement satisfaite (uo = 0 par exemple) et la proposi-

tion 1.1 est donc applicable. On notera ici que l'existence de solution pour (2.5)

est facile & obtenir directement ; il y a aussi unicité de solution pour (2.5), 1la
fonction
p* Y -p*(x)ax
3 z m n
étant strictement concave sur la »oule unité de L (Q).

Par ailleurs une analyse précise du calcul de G* montre que la condition
G*(p*) =< p*,p> - G(p) , pe€Y, pYe Y* , implique que
l?*(x)1 <1 pep. et

(2.6) p(x) = - =) DeDe
/1=p*(x)°

Avec cette remarque, la proposition 1.1 entraine

XEQ .

PROPOSITION 2.1. Le problime (2.5), dusl du problime (2.1) (hypersurfaces minimales),

posséde une solution unigue p* et

(2.7) inf P = max P¥ .

Si le probléme (2.1) (Lypersurfaces minimsles) posséde une golution u alors on

a nécessairement

et %
(2.9) grad u(x) = - P DeDe X€Q

=p*(x)?

I1 est bien conmu (indépendamment de tout probléme de régularité) que le pro-
bléme (2.1) peut ne pas avoir de solution. Cela n'affecte en rien 1l'existence et

l'unicité de solution pour (2.5). Les questions que 1'on est alors amené & se po-
ser sont les suivantes :
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a—t—on [p'x‘(x)! <1 P.p. s

si oui, la fonction =xalf— - -—EEIEQ—- représente-t-elle le gradient d'une
/1-p*(x)?

fonction u et que représente alors u pour le probléme (2.1) ?

Ce sont ces questions qui trouvent leur réponse au n° 4. Le n° 3 est destiné

& la construction d'une suite minimisante partioculidre du probléme (2.1).

3, REGULARISATION ELLIPTIQUE DU PROBLEME.

Utilisant 1'idée de régularisation elliptique [8], [12], on est conduit & as-
socier au probléme (2.1) le probléme ci-aprés (e > 0 fixé)

(3.1) Inf  {f (54 +/1+8)ax} .
ves+i (Q)
Par les méthodes directes du calcul des variations, on obtient aisdment
1lexistence et ltunicité d'une solution u de (3.1) 3 par ailleurs u_ est so=-
lution de 1'équation d'Buler de (3.1)

u
TEX,

(3.2) edu_ + Z (—=2-) =0,

i=1 MR %
ex
Des résultats classiques [6], [9], montrent aussi que u est analytique dans Q .
Passant aux estimations g priori (e —» 0) on a les résultats suivants s
IEMME 5.1, Lorsque e -0 , u_ demeure dans un ensemble borné de
Wl (Q) n I7(Q) .

Démonstration. Appliquant le principe du maximum & (3.2) on trouve que

3. ve>0.
(3.3) | loc,(Q> H%)

Par ailleurs, par définition de Uy
= VI s [ (= 1 dx
jﬂ (2 uzx + 1+u8x)dx S JQ(Z & + /fiéip

et le résulitat suit.

IEME 3,2, Pour tout Q'@in(1)s lorsque € - 0 , uefn, demeure dans un ensemble
borné de Ws3(Ql) N B(Qt).

I1 ntest pas possible dlexpliciter ici la démonstration trés longue de ce
lemme., Elle est explicitée dans [18].et s'inspire de méthodes introduités récem=-
ment par Bombieri~De Giorgi-tliranda [1] et ladyzhenskaya-Uralceva [10].

(1) € signifie inclus et relativement compact.,
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On sait [11] que 1l'injection de Wl () dans I%(Q) est compacte
Vo < G%T et que 1'injection de H (Q) dans IP(Q) est compacte. Utilisant
cette remarque, les lemmes 3.1 et 3.2, et le procédé diagonal, on voit que 1l'on

peut extraire de ué une suite (encore notée ue) qui donne lieu aux convergences
ci-anres

(3.4) u_ —wu dans I%(2) fort (v °f<?£'i' et I°(Q) faible-&toile,

(3.5) uE;Q, —>UIQ| s dans W,2(Q') faible-étoile et B (Q') faible, V¥ Q! CQ,
(3.6) ug (%) -u(x) p.p. xQ .

Bien sfir, ue¢ L (Q) N Wﬁéﬁ@?) n Hiocﬁl) ; mais, par ailleurs, grdce a (3.6),
au lemme 3.1 (ua € borné Wsl(Q) ) et au lemme de Fatou, on voit que ueW ' (Q) :

(3.7) ue Wt (@) n @) .

Le passage & la limite dans (3.2) est 1égitime : on trouve que u satisfait
1'équation des hypersurfaces minimales

u
X

(3.8) 5 ( i) -0,

i=1 T+02 i
x

Drapres (1], [3], et ce qui précéde (u ¢ Wazzﬁa) ) on voit que

(3.9) u  est analytique dans Q .

Bien slir, on ne sait pas si u = ¢ sur X! mais cela peut étre faux.

Utilisant seulement les techniques < équations aux dérivées partielles » , il
semble difficile de domner plus dl'informations concernant la fonction u . Ce sont

les tecimniques de dualité et dlanmalyse convexe qui vont nous permettre de caracté-
riser u et nous fournir des informations nouvelles.

4, LES RESULTATS ESSENTIELS.

Les remarques suivantes sont trés utiles (of. les démonstrations en [19]) :
u_ est une suite minimisante de (2.1), clest-a-dire que

F(ue) + G(Aue) = inf P + P s
(4.1)

pséo, p€—>09 e >0,

Si v, est une suite minimisante de (2.1), F(vm) + G(Avh) =inf P + 0o,
alors ~p* (p* solution de (2.5) ) est dans le sous-différentiel & oy pres de
G au point AVﬁ (cf. les définitions et propridtds dans [13], [16]) :

°
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(4.2) -p¥ € 3_ a(av )

m

jtilisant vout ce qui précéde et le théoréme sur les sous-différentiels a ¢

prés, on avout’t en [19] au résultat ci-aprés.

THEOREE 4,1. 2our & donné vérifiant (2.2) le problime (2.5) possdéde une solution
unique ¥ gb

(443) inf £ = max ¥ ,

11 _exisbe war ailleurs une fonction u unigque, 2 une constante additive prés,

et welle gue

(4.4) uw e Wol(n) N L)
(4.5) u est amlytique dans . ,
(4.6) grad u(x) = - % (x) DPeDe  XEQ ,
V1=p*(x)?
(4.7) u est solution de 1'équation des hypersurfaces minimales,

toute suite minimisante de (2.1)

coaverge vers u au sens suivant @

(4.8) n
v, ~u dans I#(Q)/R , Voell, ;171{ ’
va 3u .
= - 5%, dans Q') , Vaart<a.

On a auvssi le résultat a posteriori suivant (supposant 3 présent l'ouvert Q
de classe C)

THEORTS 4.2, Ties hypotnéses sonts celles du théoréme 4.1 et on suppose en outre

que l'unc des fonctions u définie par le théoréme 4.1 vérifie

1 xoea\’z ’

(4-9) lim sup ig*fa,d u(x)f <o
XX
bc3 9]

Il existe aloxrs warmi les Jonctions u+c , ceBR, une fonction unique

(notée v) qui satisfait toutes les conclusions du théordme 4.1 et, en outre,

U = 3 D.De SUr unc partic de ¢ de mesure non nulle et plus

,
J orécisément sur {xe3d , lim sup |grad u(y)] < + =} ,

yedl
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‘toute suite minimisante {Vh} de (2.1) converge vers u au sens
suivant v -u dans * ()

v
=L ns ! ¥ o1 & s <
L ox, 3%, dans I*(Q') , TQ' €2, 1=isn.

&

Remarques 4.7,

(i) I1 serait intéressant d'obtenir des conditions a_priori sur % et sur

30 qui assurent (4.9).

(ii) ves exemples élémentaires montrent que 1l'on ne saurait espérer dans (4.8)

ou (4.12) des convergences fortes des ET" dans tout 0O .

(1ii) rignalons que dans une série de conférences [4], B. de Giorgi a proposé

une méthode complétement différentve pour obtenir un concept analogue de solution

généraligde nour l'équation d'Fuler des hypersurfaces minimales.

(4]

(5]
(6]

[73
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