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6.1

REMARQUES SUR LES SYSTÈMES FORTEMENT HYPERBOLIQUES

par Jean VAILLANT

Introduction

Il est bien connu, pour les opérateurs différentiels linéaires à coefficients

constants réels sur les fonctions scalaires que l’on peut caractériser, dans les cas

classiques (hypoellipticité, hyperbolicité [6J) les espaces de solutions correspon-
dant à l’aide des propriétés du polynôme de dérivation ; on remarque alors que, si

les caractéristiques sont simples, la partie principale suffit pour cette étude, et

que, sinon, il faut tenir compte des autres termes. Nous nous intéresserons dans la

suite uniquement aux cas hyperboliques o Pour un système à coefficients constants y la

considération du déterminant des polynômes de dérivation permet de caractériser l’hy-

perbolicité (au sens de [6]) ; cependant, si on veut la conserver quels que soient
les termes non principaux, (hyperbolicité forte), on s’aperçoit qu’il ntest pas né-
cessaire d’éliminer les cas de caractéristiques multiples ; on obtient une condition

nécessaire et suffisante portant sur des polynômes déduits des termes principaux de 

el-aque opérateur une telle condition (I) a été donnée par Kasahara, Yamaguti [7] ? ,
nous la remplaçons par une conditions équivalente qui évite de transformer le ’

système en un système du 1er ordre pour la variable "temporelle". Nous donnons ensui-

te une condition suffisante simple (C) d’hyperbolicité forte ; (C) exprime qu’en se

plaçant dans les différents anneaux localisés [12] par rapport aux facteurs irréduc-
tibles du déterminant caractéristique y les idéaux facteurs invariants de la matrice

caractéristique sont ou bien l i ~,déal maximal de 1 tanneau localisé envisagé ou bien

l’anneau lui-même et que le produit des facteurs irréductibles est strictement hyper-

bolique. La propriété des facteurs invariants est une condition nécessaire d’hyperbo-
licité forte, mais 1’hyperbolicité forte peut exister alors que le produit des facteurs

irréductibles est hyperbolique au sens large ; (C) devient nécessaire et suffisante
si on suppose la multiplicité des racines de l’équation caractéristique constante
un exemple du, type de Pétrowsky 17] contraire à l’hyperbolicité forte ne peut se pro-
duire quand (C) est réalisée ; on voit qu’un tel exemple est dû aux singularités du
produit des facteurs irréductibles et non à la multiplicité de ceux-ci dans la décom-

position du déterminant caractéristique. En coefficients variables, la condition (C)
exprime que le système est hyperbolique strict au sens de Leray [10J : il a des solu-

tions dans des espaces de fonctions à un nombre fini de dérivées ; nous avons suivi

la démonstrations de IB1me Choquet-Bruhat [2] ; pour un système d’ordre 1, (C) équivaut
à une conditions de Friedrichs [17--l’, (cf. aussi Kreiss [19])? suffisante pour la coins-
truction d’un opérateur pseudodifférentiel "surface symmetriser".

Enfin nous montrons que, si un système à coefficients variables satisfait à (C),
on peut résoudre le problème de Cauciiy formel à données oscillatoires et obtenir ain-

si des ondes approchées oscillatoires, ceci quels que soient les termes non princi-
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paux. Les conditions données par Ludwig [11] pour cette résolution n’étaient pas
indépendantes entre elles, elles se trouvent ainsi très sîmplifîées et reliées aux

définitions usuelles précédentes de l’hyperbolicité forte. Les résultats obtenus se

généraliseraient à des ondes asymptotiques [8], [11], [5’1, 

Notre matrice caractéristique est celle de Cauchôr-Koiualewski g elle est formée de

polynômes homogènes de mêmes degrés. L’extension nécessaire aux ordres utilisés par

Volevic, Agaon, Douglis, Nirenberg et Leray sera faite dans une autre publication.

1a) Soit une variété différentiable ’6(~o de dimension (n+1 ) et le fibré vectoriel

complexe trivial de fibre Cm sur cette variété. On considère un opérateur diffé-

rentiel linéaire h réel et ~(*) de ce fibre dans lui-même d’ordre # t (t # 1).
Par rapport à la base canonique de la fiore9 on étudie le système carré d’ équations
aux dérivées partielles linéaires correspondant s 

~

x point de la variété,

varient de 1 à m j on utilisera constamment la convention de sommation).

Le symbole de l’opérateur est donné par la matrice caractéristique (HAB(x,e));
pour chaque x 9 chaque est une application polynomiale sur IR homogène
et de degré t ( ou nul) % 2 appartient à 11 espace cotangent T£ en x . Le dé-

A 
x

terminant de (HB) est noté H et on suppose que H n’est jamais le polynôme nul
dans 11 ouvert a où 1 t on se placera,

En chaque point x , H se décompose en facteurs irréductibles s

on suppose que chaque H est fonction ’t;"" de x et que chaque multiplicité v Ss - ...- .. -... s

est constante sur 0 .

En chaque point x, on considère l’anneau localisé &#x26; B de lanneau des polynô-
mes à (n+1) variables (Z ,e1,...,en) par rapport à l’idéal premier défini par

o 11

H ; ses éléments sont les fractions du corps des fractions rationnelles correspon-

dant qui sont telles que leur dénominateur n’appartient pas à l’idéal défini par HS a
O. est un anneau principal [12]. En chaque point x et pour chaque s 9 on
s

a dans O :
s

(*) Ces hypothèses peuvent parfois être remplacées par de plus larges dans la suite
(par exemple au lieu àe Coo).
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les éléments de la diagonale définissent les facteurs invariants de la matrice

on a :

et par conséquent s

On suppose 4 (s),~(s),...,~(s), pour s 9 c ons tants sur a .

On s’assure facilement du caractère intrinsèque des notions précédentes. Nous ne

considèrerons dans la suite que des systèmes satisfaisant aux conditions générales
ci-dessus.

b) Dire que la 
J 

est hyperbolique en un point x équivaut à

dire qu’il existe au moins une forme telle quex

ii) si on fait un changement de base dans T* de sorte que q ait pour composan-
x

tes (1,0,...,0), Inéquation (H1...Hs...Ho)(e0,pi) 0 admette T racines réelles
s a o i

distinctes en i 0 9 pour tou t (p,) , (r est le degré ... H 
a 

; p
O 1 J

est une forme de composantes l’indice latin i varie de 1

à n , on désigne par ( p . ) 
0 i n

On notera r 
x 

le cône de T* dont les éléments sont les covecteurs q possédant

x 
x

les propriétés précédentes.

Pour tout (p), on peut ordonner les racines de
L

par ordre de grandeur croissante et ainsi obtenir des fonctions

de (pi) telles que

et
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Ces fonctions sont continues en tout point (P. ). En un point (p.) tel que le

discriminant de Inéquation (2) ne soit pas nul, c’est une conséquence imrnédiate du
théorème des fonctions implicites et en un point tel que (pi ) annule le discrimi-

nante on utilise le théorème de Rouche :

c) Dire que H ...H a est strictement hyperbolique équivaut à dire que H, ...H 
0 

est

hyperbolique et que, de plus, les T racines de l ’équation (2) sont distinctes si
(Pi) 4 0 · ,

Les fonctions p Or sont alors telles que 9 en se restreignant à ~p . ~ ~ ~

Pour tou.t s, H est strictement hyperbolique en x , notons fH s1 le cône
s s

défini par

. 

Ce cône n’a pas de génératrice singulière : si p # 0 et H 
s 
(p) = 0 il existe

au moins tel que

(HS polynôme indice grec et varié de 0 à n). Autre-

ment dit, le vecteur bicaractéristique correspondant à p est non nul.

Enfin si 
cr 

est strictement hyperbolique en x , il 1 t est aussi en chaque

point d’un voisinage assez petit de x .

2. Nous considèrerons particulièrement les opérateurs satisfaisant en tout point x

aux conditions suivantes que nous désignerons brièvement dans la suite par ~~ ~ .

dans l’anneau principal Os J 
.

...H 
s 
...H 

CY 
est strictement hyperbolique.

Nous indiquerons maintenant des propriétés des système vérifiant les conditions (C) -.

en un point x .



6.5

PROPOSITION 1. Les mineurs d’ordre (m-1) de (HAB) sont divisibles par

Cela résulte de la condition et de [1], cf. aussi [12].

Remarques

1) On déduit de la proposition l que T à t .

2) Pour chaque s, il existe au moins un mineur d’ordre (m-v) non divisible
s

par H .
s

Les propriétés suivantes sont préliminaires à la proposition II.

un point x ~ le quotient de par l’idéal engendré par HS est un

corps que nous noterons y . Comme dans [12], (HAB) définit canoniquement un en-S j3

domorphisme de (Y)m, dont le noyau est de dimension v : on désignera par
s s

une tase de ce noyau;’ on a aussi dans (O)ms des vecteurs tels que s9 s D

1 
.. 

1

où pour D donné

On choissra même, comme dans [12] ces vecteurs de sorte que leurs composantes soient

des polynômes homogènes en à l’aide des mineurs de (~) et soient

des fonctions ceco en x . 

’-4

LEMME 2. Pour toute f orme p / 0 , telle que H s ~p~ = 0 , il existe au moins un mi-

neur d’ ordre soit tel que .~ s ~p~ ~ 0 . Le noyau de (H-.)(p) estdedi-

mension v 
s 

et admet base les vecteurs définis à partir de A .
s fi s

En effet, si P = (p ,p.), p est racine simple de H (L ,p. ) = 0 et, pour tout
o i o s o i

s’ 1= s 9 p 
0 

l11est pas racine de Hs’(e,pj) = 0 ; p est donc racine multiple de
o s o i o

multiplicité 
s 

de ,

On a donc :

la deuxième parenthèse n’est pas divisible ~a .
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Dans le localisé de par rapport à l’idéal défini paro

et par suite R &#x3E;

Il existe donc au moins un mineur d’ordre m - B~ y soit A tel que A (p) / 0.s s s

Compte tenu de on a en iait dans R

La famille de vecteurs de lRm , (dB (p) ) satisfait à
D

ces vecteurs appartiennent donc au noyau de (p~ 9 du fait que A(p) ~ 0 y on

déduit [12J qu’ils en forment une base.
0

3. Soit q une forme appartenant à rx et une base de T* telle que
x -X.

q " (1,0,...,0).

On note T s le degré de H 
s 

de sorte que T = T~ t +...+ TS +...+ En persiu-

tant les racines désignons par -.

désignera une racine quelconque.
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Soit (dB ) (p’ pi) la base du noyau de (4) (Pô, pi ) construite dans le lemme 2P5(P ) 0 ~ 
. 

° ~

D(p) numérote les vecteurs de cette Oase et prend par exemple v 
s 

valeurs si

s=o
Le lemme 3 énonce que le déterminant de la matrice à E = mt colonnes et mt

lignes r -1 
s-! 

1

est différent de 0 , pour tout (P.:) ~ 0 .
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Cette proposition ne dépend pas de la permutation choisie pour les racines pP .
o

Le cas m = 1 est bien connu.

Nous commencerons par expliciter la formule (4) , en ordonnant HAB(eo,p1) en £orB o J. 0

on obtient : 
’

où, pour 0 # q # est un polynôme en (pi).
On sait que H(q) = (det ~)(l) ~ 0 . Il sera commode de supposer l’opérateur

"normalisé" relativement à q , c’est-à-dire que

symbole de Kronecker .

On obtient alors :

Pour démontrer que le déterminant de la matrice 4i(p i) est différent de 0 , nous

démontrerons que le système linéaire homogène associé n’a que la solution zéro. Ce

système s’écrit, les inconnues étant les mt nombres XPD p) et en regroupant con-

venablement :

Appliquons la matrice Lo au vecteur de Rm défini par le premier membre de (7 )tLî 0

on obtient, compte tenu de (6) :

Le deuxième terme est nul, compte tenu des formules (7) 1 ~ q # t-1 car il s’écrit

aussi s
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On obtient donc

Ensuite on procède par récurrence ? supposons vraie s

(t~ entier quelconque @ 1)

et appliquons 4~ à (7+t)y on obtient 1 (7., ~) . Compte tenu du début, on en
déduit que (7 q ,) est vrai pour tout q’ # 0 o Réunissons les vecteurs relatifs à

une même racine ppo et écrivons les équations (7 ) jusqu’à q’ = T-1 , celles-ci

seules nous seront utiles y on a ;

Les racines p§ sont tou.tes distinctes ; le déterminant de Vandexmonde correspon-
o

dant

est différent de 0 .

On déduit alors de (8), pour tou t B et pour tout p :

Or y du résulte que la famille (é ) pour p donné est libre  on

a donc s pD p

= 0, pour tout p et tout 5(p) .
PROPOSITION II. La valeur absolue du déterminant de la matrice admet un mi-

i

nimum strictement positif quand (Pi) parcourt la sphère unité S de 

La norme de la matrice .0.(p.) est majorée quand (p.) -parcourt la sphère unité S1 1

ja C.
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En effet Inapplication D qui, à (P,)ES fait correspondre idét L(p est conti-
nue sur S ; comme S est compacte, elle y a un minimum ~comme Idét J &#x3E; 0

sur tout S ~ ce minimum est strictement positif.

Cloaque élément de la matrice est une fonction continue sur S dont la valeur

absolue a un maximum sur S ; la norme usuelle obtenue en prenant la plus grande

valeur absolue est majorée.

PROPOSITION III. Soit en un point x 9 H hyperbolique (définition analogue à celle

du § 1 0» et_ qc- ’Orx 10
Dire que h satisfait aux conditions (C) en x équivaut à dire que

a) pour tout r, la multiplicité de la racine p (p.) de H(;, ,p.) =0 est une
or i o i

fonction constante de (p4) 4 0 ;
...L

b) pour tout (p)#0, pour tout r , 1  r # T , la fonction de eo à valeurs

matricielles LrÉ 09pi )3-1 admet p (p.) comme pôle simple.B o i or i

Dans la démonstration directe, a) est immédiat. Montrons b). On notera Afl le

coefficient de 4 dans le déterminant H, de la proposition 1 résulte que

ou. B§ est un polynôme de degré T-t ~

La matrice inverse de la matrice [HAB(eo,pi)] est donc donnée en dehors des pôles

par 

o i

par

Pour tou t (pi)# 0 , comme H1...Ho 
’37 

es t strictement liyperbolique, la fonction de

à valeurs matricielles obtenue n’a que des pôles simples. Elle admet même effec-

tivement chaque p (p ~ ~ comme pôle simple. En effet 9 il résulte clu lemme 2 que pour

tout (p)# 0 et pour tout r y il existe au moins un couple (A,B) tel que

Réciproquement, si 
Cr 

n’est pas strictement hyperbolique y il existe
au moins (TTi) # 0 tel que 1 équation3

admette au moixis une racine multiple p ° Ze discriminant [6-’, [13’ du polynôme

en eo



6.11

est un polynôme en qui est nul pour Il n’existe pas
i i i

de voisinage de (TI .: ) dans lequel D soit nul s s # 31 en existait jj serait
.L

identiquement nul, ce qui est impossible sont irréductibles.

Dans tout voisinage de il existe donc au moins un point (p.) tel que

les T racines correspondantes soient simples pour 1B...H . La multiplicité d’une

racine au moins de 0 n’est pas une fonction constante

de (p. ~ . On en déduit que la multiplicité de cette racine n’est pas constante pour

H(,~ 0 et que(a) n’est pas réalisé.

1B ...H cr étant maintenant strictement hyperbolique pour q , si on suppose que

(C 9I~ n’est pas réalisée pour un certain S 9 on en déduit que la matrice inverse

de s’écrit s

2 et où il existe au moins A B tel que BB ne soit pas divisible
- 

par 

s 

le 

BA
Par Hs .- 

s

Il existe donc au moins un covecteur Pt 4 0 tel que H s(p’) = 0 et

g en posant pt t - (îJg9Î’I) 9 g on a s 
A 0 i

Comme 2 et (B B(Pl» 4 0 (b) n peut être réalisé.
5 aOn suppose que la variété considérée au début est simplement l’espace vectoriel

Rn+1 et on ne considère comme admissibles que les changements de base de cet espace

vectoriels. Notre étude est donc celle de l t opérateur à coefficients constants

ou h. Les définitions s’adaptent de façon évidente.B(D)) p ç

Nous rappellerions un théorème de Kasahara-Yamaguti [7].

THEOREME I. Soit x° = 0 . Une condition nécessaire et

suffisante 13oux Que le problème de Cauc:w soi t bien osé dans Ù" et pour cet 

Plan, quels que soient les termes de degré  t des polynomes de dérivation 

est que :

. I. (det HAB)(q) # 0.
II. toutes les valeurs propres de la matrice (K-Y)(pi) soient réelles et cette

-. - -. -- - -- - ’° 
- - .---.- - ,- -;- . ----&#x3E; i

matrice g ceci pour tout 
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la matrice (K-Y)(pi) est la matrice : (cf. [5], [6î)

III. il existe un nombre strictement positif E et un nombre strictement positif M

tels que tout il existe une matrice inversible telle que

Lorsqu’il existe un plan (qj satisfaisant à ces conditions y on dira que l’opéra-
teur h est fortement hyperbolique et, pour un choix de qu fil est fortement

hyperbolique pour (q) .

Nous ferons au sujet de ce théorème quelques rappels et remarques [7].

Remartlues

I. La définition d’un système bien posé est celle de [73 ; (voir aussi [6] pour
des simplifications et généralisat~ions. ~

II. Pour que le système soit bien posé pour {q} il faut et il suffit que
(det H~)(q) ~ 0 et que le déterminant des polynômes soit un polynôme tel

qu’il existe un nombre réel a tel 171 ) , pour tout et tout a  6
0 

1 p - 

0

On utilise des résultats de Pétrovsky, Garding, Leray, Kasahara, Yamaguti.

III. Dans ce cas on a aussi des solutions dans les espaces de Sobolev et les espa-
ces ces C [ 6j.
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Nous établirons un théorème Il où sont données des conditions équivalentes à

celles O..e qui nous seront plus commodes, car elles sont

énoncées directement a llaide de (H£j .
THEOREME 1’

(q} XO = 0. Une condition nécessaire et suffi~.

sante l’opérateur 1’1 soi t fortement hyperbolique fq3 est ue :
~ ’ ’ " " ’ ’ ~’ °’ """ ’" ’ ’ " " "’ " 

0 

’ " " ~

a) Fi e t ,

0) pour (pi)£S, pour r, 1  r # T la dimension du noyat1 de
i . -...-.-- -- .- -,-- - 

. 

r -.---

pi)) soit à la multiplicité de la racine p dans l’équation(HB(p or,pi)) --- ---- - .- - . - T ----’- 
- 

..--.- -. - -- ...- - - -.. - or ... - -

H(2o,pi) = 0 ,
0 e.Oi 

9

c) il existe ui-1 nombre strictement positif Et et un nombre strictement positif
~ls u ; tout ~~a. )E5p your tout r , il existe une 

de la racine p or(pî ) dans H) du noyau de -- 

-- .-+...- - -. - - - v,-.o..- , or i -.- --...- ... 

- --:a or i

telle que :

A~(p~) a mt colonnes ê mt 

Nous montrerons que les conditions du théorème I f sont équivalentes à celles du

théorème I. Montrons d’abord que ces conditions impliquent celles de I .

Si q satisfait à a) y on a (1B ...H i ~~,~ ~ 0 et q satisfait évidemment à

I.I.

Si a), 0), c) sont réalisées, I.II est réalisée. En effets la matrice

~=i~.Y~ ~?.; ~ · ;f o I 9 (I matrice unité d’ordre mt ) , s’écrit 1
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Par uii calcul facile [7] ~ Oil voi t que:

De a) il résulte que toutes les valeurs propres de (K-Y) (p.) sont réelles.
i

Soit (p.)ES - 1 $ le produit de (K-Y)(pi) - p I , valeur propre correspon-i i or or

dante) , par le vecteur :

est nul puisque, dtaprès b) , 

On en déduit que y pour r donner la famille de vecteurs obtenue en faisant varier

D(r) est une famille de vecteurs propres associés à la valeur propre De c)
résulte que la famille des mt vecteurs propres ainsi obtenus en faisant varier r

et D(r) est pour (Pi) donné une base de La matrice est donc

diagonalisable pour tout et ses valeurs propres sont les racines por qui

sont toutes réelles.

Enfin 1,111 est réalisé par la matrice A"(p.). En efîet g elle diagonalise
2

(K-Y)(pi) ; on a aussi det A"(pi)|&#x3E;£’ indépendant de (pi)£S; enfin
i . i i

S M uniformément, puisque sup (p est majoré du fait que les fonc-1 i 1 

. r,(pi) 
or

tions p (p.) sont continues sur le compact â .
or i

Réciproquement, supposons les conditions du théorème I réalisées. On a évidem-

ment (Hl ...H ~ ~q~ ~ ~ . On a encore
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est hyperbolique et

une valeur propre de la matrice

un vecteur propre associé, (1 # v ~ on a :

donc

De plus g

Soit encore :

t appartient donc au noyau de 
r B p or i

Si des vecteurs forment une base de ltespace propre associé à p ,

B 
or

les vecteurs (t rD(,» correspondants forment une famille libre de noyau de

dont le nombre de vecteurs est égal à la multiplicité de la racine
Jo or L A

p dans H . Comme la dimension du noyau de est à priori inférieu-
or n 

re ou égale à la multiplicité de dans H (cf. raisonnement de L 2)
il en résulte qutelle est effectivement égale et b) est réalisée, lesB
forment de plus une base du noyau de 

-

D’après I,Ijj, il existe E &#x3E; 0 et M&#x3E; 0 tels que pour tout il

existe une matrice de vecteurs propres telle que s

On a :
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Les conditions du théorème I’ sont évidemment réalisées.

THEOREME II. Les conditions (C) du § 1 sont suffisantes our ue l’opérateur h

soit fortement 

En effet, du § 1~ résulte que y si (C) sont réalisées, toutes les conditions

du théorème Il sont satisfaites.

THÉORÈME III. Une condition nécessaire pour ue l’opérateur h s oi t fortement

hyperbolique est que

-1

soit hyperbolique .

ii) est nécessaire d’après le théorème Il a).

Pour montrer que i ) l’est aussi montrons que sa négation contredit I’ b).

Supposons qu’il existe un s tel que s

que le facteur invariants H apparaît sur la diagonale avec un expo-
s

sant strictement supérieur à 1.

Il existe alors au moins un mineur A 1 d’ordre (m-k ) non divisible par H .
s s s

On peut supposer que # ...H est hyperbolique puisque ii) est nécessaire. Soit- 

0 s

q = (1,O,...,O)ç F q il existe au moins une forme réelle p telle que (p.) ap-
x i
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On a donc dans R pour p :

et la dimension du noyau de (H£(p) ) est ks strictement inférieuxeà la multi-

plicité de la racine correspondante dans H(p) = 0 .

Remarques

1) Lorsque m = 1 , (opérateur "scalaire"), l’hyperbolicité forte de ltopéra-
teur h équivaut à l’hyperbolicité stricte du polynôme H ;

2) Si m &#x3E; 1 7 il n’est pas nécessaire que le produit H1 x ... x H 
cr 

soit

strictement hyperbolique pour que li soit fortement hyperbolique, on a ltexemple

3) Le théorème II montre qu’un exemple contraire à l’hyperbolicité forte du

type de Petrovsky [7] n’est pas possible si le produit 1B x ... X H 
cr 

est stricte-

ment hyperbolique. L’exemple de Petrovsky est z

Il faut distinguer parmi les racines multiples de H celles dues à la

présence d’un facteur multiple dans la décomposition de H dans l’anneau des poly-

nômes 0 n3 et celles dues à la présence d’un facteur multiple dans la
o n

décomposition du polynôme pour un certain (pi) dans IR[eo]; dans
a 

- i o

ce dernier cas, la multiplicité d’une racine n’est pas constante au voisinage de

(Pi). langage géométrique, cela revient à distinguer les "nappes multiples" du

cône algébrique défi11i par l’idéal engendré par H et les "points singuliers" du

cône algébrique défini par l’idéal engendré par -L u
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4) Nous supposons la variété envisagée au début paracompacte et il s ’agit mainte-
nant ét’ opéra leurs "à coefficients variables".

THEOREME III. Un __ o-p_é£# £eg£ satisfaisant aux conditions (C) en de la

variété es t localement strictement hyperbolique au sens de quels

ue soient les termes de  t des polynômes de dérivation si de

lus, l’ensemble des chemins orientées dans le temps entre deux 

auela aue soient ces deux l’hyperbolicité est gloloale.

Ce théorème est en fait contenu, au langage algébrique prés g dans un résultat

de Urne Choquet-Bruhat [2]; nous nous inspirerons de sa démonstration et rappelle-

rons brièvement C ~ 0~ . On trouvera dans [10] des précisions sur les espaces consi-

dérés.

Rappelons qu’on note àfl le cofacteur de H£ dans le déterminant de la matrice

caractéristique et que, d’après la proposition I s

B 
1

où U- est un polynôme de degré r-t . 
’

Pour chaque (A ,B) , on désigne un opérateur quelconque de polynô-
B 

( 9.

me caractéristique BÎ . On associe au système

le système

L’opérateurs a pour partie principale (de degré r) :

et (9) s’écrit, en désignant par h (x,D) un opérateur de polynôme caractéristi-
s

que H :s

avec chaque opérateur ht d’ordre  T .

Ce système diagonal (9’) est localement strictement hyperbolique au sens de

Leray-Ohya. En effet, localement 9 le problème de Cauchy pour (9~)? à données nul-
les sur une hypersurface dont la forme "cotangente" q en chaque point x (si
x0 = 0 est l’équation locale de l’hypersurface, q = (1,0,...,0)), est dans 0 y

, 
x

se résoud dans des espaces à un nombre fini de dérivées ; (1) admet alors pour so-
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lution du problème à données nulles -

On a ensuite une solution pour des données de Cauchy quelconques et un théorème

d’unicité [10J. Le problème de Cauchy est ainsi résolu localement dans des espaces

de fonctions ayant mi nombre fini de dérivées.

Le résultat global est celui 9 ~ 9~ ·

5. THÉOBÊME IV. Dans le cas t = 1 ~ opérateur 1l soit Q

une hypersurface et a un point de Q ? (on prendra x 0 = 0 pour ’équation 1o-

cale tel que la forme cotan14ente en a à Q soit dans r .
Dire que h satisfait aux a à dire dans un

de a 7 li satisfait aux conditions d’hyperbolicité de Friedrichs [17]

(p. 222), Kreiss [19J suffisantes pour Inexistence opérateur pseudodifféren-

tiel dont le symbole soit une fonction analytique de (Pi)
et continue de x .

Cela résulte immédiatement de la proposition III et des hypothèses générales de

multiplicité constantes "en x " du début du premier paragraphe.

6. Le théorème V sera local, L’intérêt est d’approcher la solution par une solu-

tion oscillatoire [3J? [5J9 9 [8J, [11] .

Nous supposerons7 pour simplifier les notations le second membre de (1) nul.

On appellera onde oscillatoire formelle dans un voisinage de a,

une série formelle "oscillatoire" de la forme 
’

west réel, cp est à valeurs réelles 9 indéfiniment différentiable, telle que

(grad ç)(x) / 0 dans le voisinage p et vérifie l’équation caractéristique

cp(x)) = 0 , et Y- 0 est indéfiniment différentiable dans le voisinage
+j

et telle qu’en réportant dans le système (1) la série formelle obtenue :

soit nulle, c’est-à-dire que c:1acun des coefficients soit nul dans le voi-

considéré.
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Supposons que Il satisfait aux conditions (C ~ et étudions une telle onde. On

trouve que FA = 0 ô
o

cp étant solution de l’équation caractéristique y on a :

pour un certain s :

et pour s , 0 , d’après le premier paragraphe. Dans tu-i

voisinage convenable y cp vérifie donc :

et

On eI1 déduite comme dans [12j~ est de la forme

où l’on a posé : p = grad cp; -UD est Coo; 1  D  B) .où l’on a posé : p==grad(p ; G est 1 

z 0 , S t écri t dans des coordonnées locales contenant le voisinage envisagé.-

en posant :

Multiplions par des vecteurs analogues aux notés et formant

une base du noyau de l’application transposée Ue l’application linéaire (HAB(x,p))
[12-’ on obtient, en tenant compte de (11) s

soit s

en posant :

(vecteur bicaractéristique)
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~
et où ~6 " est la matrice inversible définie dans [12].

D
On a donc encore s

IT~ est donc une solution de cette équation aux dérivées partielles ; elle
s’intègre par quadratures dans les cas indiqués dans [3]. est déterminé si

on connaît sa restriction à une hypersurface Q passant par a , pourvu que p ne

soit pas tangent en a à Q, ce qui est réalisé si la forme cotangente q à Q
en a est dans ra 1). 

~

On détermine de même tous les Q et les .. par récurrence pourvu quton
connaisse les restrictions des 1f’t+j sur x = o. On a donc la

t+j

PROPOSITION IV. Localement , une onde oscillatoire formelle est déterminée par les
restrictions de certains de ses coefficients sur une hypersurface, transverses aux

bicaractéristiques relatives à cette onde. 4

Nous sommes conduits à rappeler l’intégration de l’équation aux dérivées par-
tielles du 1er ordre :

H s étant supposé strictement hyperbolique en a .

Soit (x° = 0), une hypersurface passant par a et telle que sa forme co-
o 

.

tangente en a et donc dans un voisinage y soit dans r . Soit Y(x ) une fonc-tangente ex1 a et donc dans un vo i s 9 s oit dans r
a 

. S oit y(xi) une fonc-

tion ~oo à valeurs réelles définie dans le voisinage considéré, telle que

0 . Posons = p.(a) ; l’équation en £0:o

a toutes ses racines réelles et simples« Soit pP(a) l’une d’elles. Un résul-
0

ta t classique [6J indique qutil existe un voisinage de a , tel que dans ce voi-

sinage, il existe une solution et une seule pour l’équation proposée,
satisfaisant aux conditions initiales :

Il en est de même pour chaque racine de Hs (a,eo,pi(a)) = 0 et plus générale-
ment pour chaque racine de : 

’

On obtient don4 localement, g T fonctions y p indéfiniment différentiables, satis-
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à l’équation (El...H grad 0 , telles que i

pourvu que la forme 0), en a soit choisie dans la
a

à données oscillatoires.

Données lle Cauchy 2 on se donne mt séries oscillatoires formelles dans 1 t inter-

section voisinage de a et d’une hypersurface Q, (x° = 0), telle que sa
0

forme cotangente en a soit dans r .
a

Problème de Cauchy : on cherche une solution formelle du système proposé, sous

forme de somne des ondes oscillatoires formelles y soit 1

et telle que les données de Cauchy soient vérifiées, soit s

On détermine d’abord, avec les notations précédentes y les valeurs initiales

en identifiant les séries formelles précédentes sur x’ = 0 . On

obtient s
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On a posé s

Pour les on considère d’abord :

-D 

Soit, en fonction des D. et avec des notations analogues à celles du paragra-
phe 2 .

Compte tenu du lemme 3, le déterminant de ce système d’équations en est

différent de 0 y en a e- 
donc dans un voisinage de a . On obtient donc une

solution et une s eule (UpD(p indéfiniment différentiable en C om pte

tenu de la démonstration de la proposition IV, on obtient encore lesut (x)
dans un voisinage de aet, par suite, les Par récurrence, on obtient

de même tous les On a le 
~ _ 

_

V. un opérateur satisfaisant aux conditions (C)
en a Q hypersurface passant par a , dont la forme co tangente en a est

dans f . il existe un de a dans lequel le problème de Cauchy à don-
nées oscillatoires sur Q admet une solution et une seule 9 sous forme de somme des

Ondes oscillatoires formelles ; ceci a lieu, quelles que soient les données oscilla-
les termes de degré  t des polynômes de dérivation

hAB(x,D).
Remarque. Si :1 ne satisfait pas aux conditions (C), on voit facilement qu’il

est impossible dtobtenir une solution du type précédent sans conditions sur les
données de Cauchy ou aux les termes non principaux des opérateurs 
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