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6.1

REMARQUES SUR LES SYSTEMES FORTEMENT HYPERBOLIQUES
par Jean VAILIANT

Introduction

I1 est bien connu, pour les ondérateurs différentiels linéaires & coefficients
constants réels sur les fonctions scalaires que l'on peut caractériser, dans les cas
classiques (hypoellipticité, hyperbolicité [6]) les espaces de solutions correspon-
dant & 1l'aide des propriétés du polyndme de dérivation ; on remarque alors que, si
les caractéristiques sont simples, la partie principale suffit pour cette étude, et
que, sinon, il faut tenir compte des autres termes. Nous nous intéresserons dans la
suite uniquement aux cas hyperboliques. Pour un systéme a coefficients constants, la
considération du déterminant des polyndmes de dérivation permet de caractériser 1'hy-
perbolicité (au sens de [6]) ; cependant, si on veut la conserver quels que soient
les termes non principaux, (hyperbolicité forte), on s'apergoit qu'il n'est pas né-
cesgaire d'éliminer les cas de caractéristiques multiples ; on obtient une condition
nécessaire et suffisante portant sur des polyndmes déduits des termes principaux de
chaque opérateur, une telle condition (I) a été donnée par Kasahara, Yamaguti [7] 3
nous la remplacons par une condition équivalente (I') qui évite de transformer le
systéme en un systéme du ler ordre pour la variable "temporelle". Nous donnons ensui-
te une condition suffisante simple (C) d*thyperbolicité forte 5 (C) exprime qu'en se
placant dans les différents anneaux localisés [12] par rapport aux facteurs irréduc-
tibles du déterminant caractéristique, les idéaux facteurs invariants de la matrice
caractéristique sont ou bien 1'idéal maximal de l'anneau localisé envisagé ou bien
1tameau lui~-méme et que le produit des facteurs irréductibles est strictement hyper=—
bolique., Ia propriété des facteurs invariants est une condition nécessaire d'hyperbo=-
licité forte, mais 1'hyperbolicité forte peut exister alors que le produit des facteurs
irréductivles est hyperbolique au sens large ;3 (C) devient nécessaire et suffisante
si on supnose la multiplicité des racines de 1l'équation caractéristique constante 3
un exemple du type de Pétrowsky [7] contraire & 1'hyperbolicité forte ne peut se pro-
duire quand (C) est réalisée § on voit qu'un tel exemple est A aux singularités du
produit des facteurs irréductibles et non & la multiplicité de ceux-ci dans la décom-
position du déterminant caractéristique. En coefficients variables, la condition (C)
exprine que le systéme est hyperbolique strict au sens de Leray [10] : il a des solu~
tions dans des espaces de fonctions a un nombre fini de dérivées ; nous avons suivi
la démonstration de Mne Choquet-Bruhat [2] § pour un systéme d'ordre 1, (C) équivaut
& une condition de Friedrichs [17], (cf. aussi Kreiss [19]), suffisante pour la cons—

truction dlun opérateur pseudodifférentiel "surface symmetriser",

Enfin nous montrons que, si un systime & coefficients variables setisfait a (C),
on peut résoudre le probléme de Cauciy formel & domnées oscillatoires et obtenir ain-

si des ondes approchées oscillatoires, ceci quels que soient les termes non princi-
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paux. Les conditions donndes par Iudwig [11] pour cette résolution n'étaient pas
indépendantes entre elles, elles se trouvent ainsi trés simplifides et reliées aux
définitions usuelles précédentes de lthyperbolicité forte. Les résultats obtenus se
généraliseraient & des ondes asymptotiques [83, [113, (51, [31.

Notre matrice caractéristique est celle de Cauchy-Kowalewski ; elle est formée de
polyndmes homogénes de mémes degrés. LPextension nécessaire aux ordres utilisés par

Volevic, Agmon, Douglig, Nirconberg et Leray sera faite dans une autre publication.

1a) Soit une variété différentiable 6~ de dimension (n+1) et le fibré vectoriel
complexe trivial de fibre ¢® sur cette variété. On considdre un opérateur diffé-
rentiel lindaire 1 réel et %gw(*> de ce fibré dans lui-méme d'ordre =1t (t = 1),
Par rapport a la vwase canonique de la fivre, on étudie le systéme carré d'équations

aux dérivées partielles linéaires correspondant :

(1) h%(x,b)yB(x) = fA(x) s x point de la variété,

(AyB varient de 1 & m 3 on utilisera constamment la convention de sommation).

Le symbole de l'opérateur est domné par la matrice caractéristique (H%(x,z)) H
pour chaque x , chaque H%(x,z) est une application polynomiale sur R homogene
et de degré + gou nul) § £ appartient & 1'espace cotangent T§ en x ., Le dé-
terminant de (H%) est noté H et on suppose que H nfest jamais le polyndme nul
dans 1ltouvert ( ol 1l'on se placera.

En chaque point x , H se décompose en facteurs irréductibles :

°

\Y \Y)

H= ()0 (8) %e(@) s

on suppose que chaque Hs est fonction &° de x et que chagque multiplicité Vg
est constante sur Q .

En chaque point x , on considére l'anneau localisé 2, de l'anneau des polynd-
mes & (n+1) variables (zo,zl,.g.,zn) par rapport & 1'idéal premier défini par
HS s ses éléments sont les fractions du corps des fractions rationnelles correspon-
dant qui sont telles que leur dénominateur n'appartient pas & 1'idéal défini par Hs .
& est un anneau principal [12]. En chaque point x et pour chaque s , on
a dans @S s

(*) Ces nypothéses peuvent parfois &tre renplacées par de plus larges dans la suite
(par exenple ﬁ?k au lieu de ¢ ).
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les éléments de la diagonale définissent les facteurs invariants de la matrice (H%);

on a 3
g (s) 2.z q(s) =0

et par conséquent s
v, = q(s) + a(s) + ees + q (s) «
On_suppose qi(s),qg(s),...,qm(s), pour chague s , constants sur Q .

On s'lassure facilement du caractére intrinséque des notions précédentes. Nous ne
considérerons dans la suite que des systémes satisfaisant aux conditions générales

ci—~dessus.

b) Dire que la produit EEE%"'HS"'HG est hyperbolique en un point x équivaut a
dire qutil existe au moins une forme qui telle que

i) (B .eeHeoH )(0) £ 0,

ii) si on fait un changement de base dans T§ de sorte que q ait pour composan=—
tes (1,0,454,0), 1'équation (HL...Héo..HB)(zo,pi) = 0 admette T racines réelles
distinctes ou non, en £, pour tout (pi) , (1 est le degré de E_...EU : D
est une forme de composantes PPy sesesPisecesP 1tindice latin i wvarie de 1
& n, .on désigne par (pi) 11é1ément (O’pl""’Pi""’pn) ).

On notera ;x le cdne de Ti dont les éléments sont les covecteurs q possédant

les propriétés précédentes.

Pour tout (p.), on peut ordonner les racines de

(2) (B ...HG)(JZ,O,pi) =0

rar ordre de grandeur croissante et ainsi obtenir des fonctions PoqreessPopreessPy.
de (Pi) telles que

(5 oo o )p, (2,) 12y

]

0, pour tout (pi) ,
et

< = =
Pg1 = Poo = eee

|
o]
O
H
-
L
L]
e}
(@)
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Ces fonctions sont continues en tout point (pi). En un point (pi) tel que le
discriminant de 1'équation (2) ne soit pas nul, c'est une conséquence immédiate du
théoréme des fonctions implicites et en un point tel que (pi) annule le discrimi-

nant, on utilise le théoréme de Rouche :

c) Dire que H "'Hg est strictement ayperbolique équivaut & dire que H "'Hb est

hyperbolique et que, de plus, les T racines de 1'équation (2) sont distinctes si
(p3) #0

Les fonctions Pop sont alors telles que, en se restreignant a (pi) £0

Po1 < Pog < ees S Pop < eee < Pop
Pour tout s , HS est strictement hyperbolique en x , notons {HS} le cdne
défini par
H (p) =0 .

Ce cdne n'a pas de génératrice singulidre : si p £ 0 et Hs(p) =0 il existe

au moins un « tel que
aHS
s (=) £ 0,
“s
(Hs polyntme en L 5 £ se-sy 4, » un indice grec o varié de 0 a n). Autre~
ment dit, le vecteur bicaractéristique correspondant & p est non nul.
Si s #£s',

{53 n {5} = {0} .

Enfin si H "'Hd est strictement hyperbolique en x , il l'est aussi en chaque

point dtun voisinage assez petit de x .

2. Nous considérerons particulidrement les opérateurs satisfaisant en tout point x

aux conditions suivantes que nous désignerons briévement dans la suite par (c).

—

I, pour tout s, 1=s=o0

. 5 J
© 4 @ ~ E TR "

dans l'anneau principal @S -,

II. H "'Hs’°'H5 est strictement hyperbolique.

Nous indiquerons maintemant des propriétés des systémes vérifiant les conditions (C) -
en un point x
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PROPOSITION I, Les mineurs d'ordre (m~1) de (H%) sont divisibles par

v =1 v_=1 v =1

Boooeee(H5) ®oaa(®@) 0

Cela résulte de la condition (C,I) et de [1], cf. aussi [12].

Remarques
1) On déduit de la proposition I que 7T = t

2) Pour chaque s , il existe au moins un mineur d'ordre (m—vs) non divisible

jozhi Hé .

Les propriétés suivantes sont préliminaires & la proposition II.

IEME 1, En un voint x , le quotient de @s par 1ltidéal engendré par H est un
corps que nous noterons Y . Comme dans (123, (H%) définit canonlquement un en-

domorpaisme de (Ys)m, dont le noyau est de dimension vy 3 on désignera par

~B ~B
(d geeey gooe d )
5 Sy

une base de ce noyauj on a aussi dans (@)2 des vecteurs (dﬁ) tels que
A N - , A
(3) H% & - o_H, , ot pour D domné , (c)) ¢ ()™ .
5 D ) S

On choisira méme, comme dans [12] ces vecteurs de sorte que leurs composantes soient
des polyndmes homogeénes en (zm) obtenus & l'aide des mineurs de (H%) et soient

. [e%)
des fonctions ¥ en X .

IEME 2, Pour toute forme p £ 0 , telle que H (p) , il existe au moins un mi-
neur dlordre m-v_ soit A_ tel que A (p) # O . Le noyau de (H%)(p) est de di-
mension v, et admet povr base les vecteurs (d (p)) Aéfinis & partir de A .

D

En effet, si p = (po,pi), p, est racine simple de Hs(zo,pi) =0 et, pour tout
st £s, p, n'est pas racine de HS,(zo,pi) = 0 5 p, est donc racine multiple de
mltiplicité v_  de

s
H(ﬁofpi) = det[H%(Zo’Pi)] = O L
On a donc :
v
s
H: (Zo—po) .(u-o) 9
la deuxiéme parentihése n'est pas divisible par zo - Py e



6.6 J. Vaillant, Systémes fort. hyperboliques

Dans le localisé de m[zo} par rapport a 1'idéal défini par £ N

L

o}

o Y
(¢,mp)" 0

() y5p,) ~ T J
.'1

et par suite dans R :

——
O
o
o
[
<
1A
<
o]

() (2) ~ |
0

v

I1 existe donc au moins un mineur d'ordre m - v_ , soit A_ tel que As(p) £ 0.

Compte tenu de (C,I), on a en fait dans R

(25) (@) ~ o 1

le famille de vecteurs de EB%,(d> (p) ) satisfait a
5

(4) H(p) dg(p) =0,

ces vecteurs appartiennent donc au noyau de Hg(p) s du fait que As(p) £0, on
déduit [12] qu'ils en forment une base.

o
IEMME 3, Soit q une forme appartenant a Fx et une base de T; telle que
q = (1 ,0,.",0).

On note Tq le degré de HS de sorte que T = Ty Feeet Ty Feeet T oo En permu-—-

tant les racines Pop 3 désignons par :

T

pl sevay po1 les racines provemant de H
I ENEE NN ENNENNNNFNNRNNEERENFENFW NN NN NN NN E RN NN NN RN NN NN NN N NN
T1+.o-+Ts_1+1 TyteoetT

P, seeesDy les racines provenant de HS
90 S0 0000080000000 000008 0000000000008 000¢00000000s00s00scsbadeoe
T—TG+1 .

P, seeesD les racines provenant de HE

1T =p =171 désignera une racine quelconque.
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Soit (dB Y(2°,p.) 1la base du noyau de (ﬁg)(pp,p.) construite dans le lemme 2
_O]-)(P) [ § (ol §

D(p) wnumérote les vecteurs de cette base et prend par exemple v_ valeurs si

T1+I..+Ts-1+1 = p = T1+I..+Ts L)

» r S—ﬂ-
Le lemme 3 énonce que le déterminant de la matrice a Tsvé = mt colonnes et mt
lignes i 1 s=1 )
a
1
a5y @ &
1D(1) pD(p)
m
Ay
1.1
Podyg
1.B 1.B )
PO(LH POd o= pod' -
1D(1) pD(o)
1.m
pod‘11
1\t 1
(p,)" a4, '
1\t¢.B 1\t'. B t'.B
s(p;) = (»,)" Dy, ()" _ (@0)" a”_
15(1) pD(p)
1yttt om
(po) d11
At=1,1
(po) d11
1yt-1.B 1,4-1_B t=1.B
()%, (o))" a_ (@0)*a”_
5 ‘ 15(1) oD(p)
Jt-1.m :
(Po) d11

est différent de O , pour tout (p,) #0 .
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Cette proposition ne dépend pas de la permutation choisie pour les racines pi o
Le cas m =1 est bien connu.

Nous commencerons par expliciter la formule (4) , en ordonnant H%(zo,pi) en 4 ,
on obtient '

=t-~1

(5) Bliam) = B@GI 4 5 B e By

o, pour 0=gq = t-1, L%A est un polyndme en (pi).

On sait que H(q) = (det H%)(q) # 0 . Il sera commode de supposer 1'opérateur
"normalisé" relativement & q , clest-a-dire que

H%(q) = 5% s symbole de Kronecker .

On obtient alors 3

=1
6 A, ont @ ah( pya , [OhyqB _o.
(6) e L

Pour démontrer que le déterminant de la matrice A(pi) est différent de O , nous

démontrerons que le systéme linéaire homogene associé n'a_gue la solution zéro. Ce

p)

systéme s!écrit, les inconnues étant les mt nombres ApD et en regroupant con-

venablement :

~

(7.) 5 2PD(p) & -0
° 0,D(p) pD(p)

1) LGSR ) L
1 p»D(p) pD(p)

(7, ) 5 AP B (=T Lo
=1 L eD(p) pD(p) Fo

Appliquons la matrice L%A au vecteur de RT défini par le premier membre de (70),
on obtient, compte temu de (6) :

= = q=t~1
Wbyt 5 D)
oD(p)  oD(p) aQ

Le deuxitme terme est nul, compte tenu des formules (7) 1 = q = t-1 car il s'écrit
aussi 3

p »D(p)

]
-

Q=t-1 =
s 2 aPPl)® 0y
q=1 E 0,5(p) pD(p) ° )
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On obtient donc

(7,) s aPP0)B Lo
p ,D(p) PD(P)

Ensuite on procéde par récurrence , supposons vraie :

(7qt) 2( )XpD(p)dB ( )(pﬁ)q' =0 pour t=q's tl4t-1
psDLp pD(p

(t' entier quelconque = 1)

N

et appliquons L%A a (7t')’ on ovtient : (7t'+t) . Compte tenu du début, on en
déduit que (7q,) est vrai pour tout q!' =z 0 , Réunissons les vecteurs relatifs a

o}

une méme racine p° et écrivons les équations (7q') Jusquta q' = 1=1 ;, celles=ci
seules nous seront utiles, on a :

o B(p) 05(p)

(8) s(P) £ DP)e0 Yo
T 5 "o 5(0) 0D(p)

s(?)™ (5 aPD(e)4B -0 .
20 n(e) oB(s)

Les racines pg sont toutes distinctes 3 le déterminant de Vandermonde correspon-
dant

9

s 1 1
1 . T
pO PO pO
d_e'h es 0000600000000

™ @yt @)

est différent de O .

On déduit alors de (8), pour tout B et pour tout p :

;\Pﬁ(p).dB =0 N
. B() Do)
Or, du lemme 2, il résulte que la famille (dB_ ) pour p donné est libre, on
a donc : pDlp

ApD(p) =0 , pour tout p et tout D(p) .

PROPOSITION II, La valeur absolue du déterminant de la matrice Q(pi) admet un mi-
nimum strictement positif quand (pi) parcourt la sphére unité S de R™.

Ie_norme de la matrice g(pi) est majorée quand (pi) parcourt la sphdre unité S
n
de R,
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En effet ltapplication D qui, a (pi)eS fait correspondre |dét A(Pi)] est conti-
me sur S 3 comme S est compacte, elle y a un minimum jcomme ,dét A(Pi)! >0
sur tout S , ce minimum est strictement positif,

Craque élément de la matrice est une fonction continue sur S dont la valeur
absolue a un maximum sur S 3 la norie usuelle obtenue en prenant la plus grande
valeur absolue est majorée,
PROPOSITION III, Soit en un point x ,

H hyperbolique (définition analogue & celle
du § 1 9)) et qe%x .

Dire que h satisfait aux conditions (C) en x équivaut a dire que

a) pour tout =x, la muliiplicité de la racine Por(pi) de H(zo,pi) =0 est une
fonction constante de (pi) £0 3

9

b) pour tout (pi) #0, pour tout » , 1s=r=r, la fonction de 2, & valeurs
matricielles [H%(zo,pi)]“l admet por(pi) comme pdle simple.

Dans la démonstration directe, a) est immédiat. Montrons b). On notera Ai le
coefficient de H% dans le déterminant H ;, de la proposition I résulte que

1 1

B ~1 Ve~ Vo~ ' B
Ay = (BT (m) % @) By,
ou 3? est un polyndme de degré T-t .

la matrice inversede la matrice [H%(Lo,pi)] est donc donnée en dehors des pdles
par

e (82)
[Ep(2,,2,)1 = 5 = AN -
S o]

Pour toutb (pi) #0 , come Hl“.H.Cj est strictement hyperbolique, la fonction de
2 a valeurs matricielles obtemuesn'a que des pdles simples. Elle admet méme effec~
tivement chaque por(pi) comme pdle simple. En effet, il résulte du lemme2 que pour
tout (pi) #0 et pour tout r , il existe au moins un couple (A,B) tel que

B
BA(Por’pi) 74 O L4

Réciproquement, si H ..aHS.e.Hé n'est pas strictement hyperbolique, il existe
au moins (ni) £ 0 tel que 1l'équation
(Hl °..Hc)(i/0’ni) =0
admette au moins une racine multiple P.p ¢ Le discriminant [6], [13] du polyntme
en g

(5 oo o) (2,2,
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est un polyndme en (pi) , s0it §ﬁ(pi) qui est nul pour (ni) . Il n'existe pas
de voisinage de (m,) dans leguel & soit nul : s'il en existait un, b serait
<L

identiquement nul, ce qui est impossible puisque Hl""’Hc sont irréductibles.

Dans tout voisinage de (ni), il existe donc au moins un point (pi) tel que
les 1T wracines correspondantes soient simples pour Hl...Ha e La multiplicité d'une
racine por(pi) su moins de (E_.e.ﬁo)(zo,pi) = 0 n'est pas une fonction constante
de (pi) e On en déduit que la multiplicité de cette racine n'est pas constante pour
H(Zo’Pi) = 0 et que(a) n'est pas réalisé.

Iﬁ...H& étant maintenant strictement hyperboligue pour q , si on suppose que
(C,I) n'est pas réalisde pour un certain s , on en déduit que la matrice inverse
de [H%(Lo,pi)] gtéerit

€

[H%(ZO 9Pi) It =
#)" () P (@)

o p, =2 et ot il existe au moins (4,B) +tel que B ne soit pas divisible

A
paxr Hs .

I1 existe donc [6], [13], au moins un covecteur p' # 0 tel que Hs(p') =0 et
(3£(p')) # 0 3 en posant p! = (pé,p;) , ona :

(Bo(4,501))

[H5(2,,0!) 77 - .

(8428) 2(....)

Comme by Z 2 et (BE(P')) £ 0, (b) ne peut &tre réalisé.

3.0n suppose que la variété considérée au début est simplement l'espace vectoriel
Bn+1 et on ne considére comme admissibles que les changements de base de cet espace
vectoriels Notre étude est donc celle de l'opérateur a coefficients constants

(h%(D)) ou h, Les définitions stadaptent de fagon évidente.
Nous rappellerons un théoréme de Kasahara~Yamaguti [7].

THEOREIE I, Soit {q} 1'hyperplan d'équation x° = 0 . Une condition nécessaire et
suffigante pour gue le probléme de Cauchy soit bien posé dans @”’ et pour cet hyper-
lan, gquels gue soient les termes de degré < t des polyndmes de dérivation hg(D),

esi que 3
I (det B2)(a) £ 0 .

II. ioutes les valeurs propres de la matrice (K-Y)(pi) soient réelles et cotte

matrice pc i diagonisable, ceci pour tout (pi)eS :
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la matrice (KAY)(pi) est la matrice : (cf. [5], [6]) = z
s i 5 £ :
m o Y g; :‘;
— " — i -
m/{ 0 1. o 0 0 \ =T
1
| 3
| o i
0 0 0 0 ?
i 0 1 ! T o
L0 0 0 | B
|
1_ o i
| 0 T
0 1 o
A A (-1)a |
m{ -LF -I3 -Ly /
o
I1T.1i] existe un nombre strictement positif ¢ et un nombre gtrictement pogitif M

tels que pour tout (pi)eS , il existe une matrice inversible A'(pi) telle que

o a¥r(p;) (X-Y)(p;)a'(p;) soit diagonale

o laet at(p,)]

v

€

L

o Jlat(p)fj=1

Lorsqu'il existe un plan {q} satisfaisant & ces conditions, on dira que 1l'opéra~
teur h est fortement hyperbolique et, pour un choix de {q} qu'il est fortement
hyperboligue pour {Q} .

Nous ferons au sujet de ce théoréme quelques rappels et remarques [7].

Remargues

I, La définition d'un systiéme bien posé est celle de [7] 3 (voir aussi [6] pour

des simplifications et généralisations.)

II. Pour que le systéme soit bien posé pour {q} il faut et il suffit que
‘ : a A . 2
(det H%)(q) # 0 et que le déterminant des polyndmes hB(z) s0it un polyndme tel

Bn+1

qutil existe un nombre réel o, tel que([61, [7]), pour tout ¢ et tout o <o,

det(iy) (ivioa) 4 0 .
On utilise des résultats de Pétrovsky, Garding, Leray, Kasahara, Yamaguti.

ITI, Dans ce cas on a aussi des solutions dans les espaces de Sobolev et les espa—
ces ©¥ [6].
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Nous étanlirons un théoréme I' ol sont domnées des conditions équivalentes &
celles de .asamra-Yamauti, mais qui nous seront pPlus commodes, car elles sont
. . . . . A-
énoncées directement & llaide de (H%) .

THEORME It

Soit fq} 1tayperplan d'égquation x° = 0. Une condition nécessaire et suffi-

sante pour gue llovérateur n soit Fortement hyperbolique pour {q} est que 3

a) H esoll soit hyperbolique et aqel ,

b) pour tout (».)eS , pour tout r , 1=r=7, la dimension du noyau de
A oL
(Hg(por’p‘)) soit égale 3 la multiplicité de Ja racine p_, dans 1téquation
ol

H(IZO"QJ.) =0 ?

¢c) il existe un nombre strictoment positif e!' et un nombre strictement positif

M' tels que, pour tout (pi)€S, pour tout r , il existe une base (%rD r)) ;
(1 = D(r) = malbiplicité de la racine por(pi) dans H) du noyau de (H%(Egr,pi))
telle que

I

oe

-

LA = 1
!d-eb I_;"(Pi)] = €

liA

B -
sup [d | =My,
Bsrsp_(r) r]-)'(r)

B B B
oy dip(1) 4rn(r) \

/

a"(p.) = (901)t'd$1 (P01)t'd£EK1) (por)t'dig(r) j
(2yy) a7y (o) d?P.U ) (o)™ dBQ(r) /

A"(Pi> a mi colonnes et mt lignes.

Nous montrerons que les conditions du théoréme I' sont équivalentes a celles du
théoréme I. ..ontrons dtabord que ces conditions impliquent celles de I .

Si q satisfait a a), ona (§ ...HG)(q_) £0 et q satisfait évidemment a
I.I.

Si a)y b), c) sont réalisdes, I.II est réalisée. En effet, la matrice
(KAY)(pi) - 2,1, (I matrice unité dtordre mt) , s'écrit :
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[ s
zo 0 1 0
m i
’ ¢ -4 0 1
(o)
—zo 0 1 0
i 0 - 0 1
| (o]

/ .
oA 1A
m { 3 B 4%“””‘-% A/ .

\ 06B

Par un calcul facile [7], on voit que :

©

aet~(K-Y)(p;) + 4,11 = det Hy(s_,p,) = H(z_,p,) .
De a) il résulte que toutes les valeurs propres de (K—Y)(pi) sont réelles.

Soit (pi)ES s le produit de (KsY)(pi) ~p,l s (o

valeur propre correspon-
dante), par le vecteur :

or

/ () N\

/
i
i
i
i

(por)t‘dig(r)

{
-1
\ o)™ ) /

est nul puisque, dlaprés b), c) :

H%(por’Pi)diQ(r) =0.

On en déduit que, pour r donné, la famille de vecteurs obtenue en faisant varier
zKr) est une famille de vecteurs propres associés a la valeur propre Por* De c)
résulte que la famille des mt vecteurs propres ainsi obtenus en faisant varier
et D(z) est pour (pi) dormé une bhase de B2, 1o matrice (K—Y)(pi) est donc

diagonalisable pour tout (pi)eS et ses valeurs propres sont les racines Pop qui
sont toutes réelles.

Enfin I,IIT est réalisé par la matrice A"(pi). En effet, elle diagomalise
(K-Y)(p.) 5 ona aussi ldet g"(pi)] =z ¢! indépendant de (pi)eS ; enfin

H
lla"(p;)|| 2 M uniformément, puisque sup [p | est majoré du fait que les fone-
r,\pPi
tions Por(Pi) sont continues sur le compact S .

Réciproquement, supposons les conditions du théoréme I réalisées. On a évidem—
ment (}5...33)(q) £0 . On a encore :

agt[-(K-Y)(p;) + 2 I = aét Hg(zo,pi) = H(z ,p;)
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o
et E&...HS...Hs est hyperbolique et qfrx .

) v
Soit por(pi) une valeur propre de la matrice (K-Y)(pi) et (tr(por,pi))

un vecteur propre associé, (1svs mt) , ona :

- Qortr + t =0, pour tout v,1 =vsmn(t-1),
donc \
[ % \
? |
t) = ' (por)t' E I 1=Bsn
i
\ ( or)b—1tf *
De plus ¢ \
[5%(Por)t + q-§:1 L%Apor)q + ﬁ%A]tz =0 .

Soit encore :

}%(Por’Pi)tz(P 3P, ) =0,

or’Fi

B st Ao H%
tr appartient donc au noyau de (por,pl)

Si des vecteurs ‘trD(r)) forment une base de l'espace propre associé & p_. ,
les vecteurs (trD(r)) “correspondants forment une famille libre de noyau de
H%(por’Pi) , dont le nombre de vecteurs est égal & la multiplicité de la racine
P, dans H . Comme la dimension du noyau de H%(por,pl) est a_priori inférieu-
re ou égale & la multiplicité de P, dans H (cf. raisonnement de I 2)

il en résulte qulelle est effectivement égale et b) est réalisée ; les

B
b o8 ()
forment de plus une base du noyau de H%(por,pi) .

Dlaprées I,III, il existe ¢ > 0 et M> O tels que pour tout (pi)eS , il
existe une matrice de vecteurs propres u’(pi) telle que :

[aét a*(p;)| 2 e et [a'(py)] <M.

On a : r
| . B .
R ORI
'(p;) E : (por) rD(r) :
\ 41,8
\ 2 (o) tpg(r)i .
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Les conditions du théoréme I!' sont évidemment réalisées.

THEOREIE II. Les conditions (C) du § 1 sont suffisantes pour que l'opérateur h

soit fortement yperboligue.

En effet, du § 1, résulte que, si (C) sont réalisées, toutes les conditions

du théoréme I! sont satisfaites.

THEOREME II'. Une condition nécessaire pour que l'opérateur h soit fortement

hynerbolique est que

.
i) pour tout s, 1s=s=go

2N

() ~ H .o |

dans @ _ ,
s

ii) E-"°Hé"’H6 'soit hyperbolique .

.

ii) est nécessaire dlaprés le théordme I' a).
Pour montrer que i) llest aussi, montrons que sa négation contredit I! b)e

Supposons qu'il existe un s tel que dans és H

. (Hs)ql(s)
// . 0 l{s < Vg

| - (s)
() ~ ()

0 1

clest-a~dire que le facteur invariant HS apparait sur la diagonale avec un expo-

sant strictement supérieur a 1,
Il existe alors au moins un mineur Aé d'ordre (m—ks) non divisible par Hs .

On peut supposer que H ...HS est hyperbolique puisque ii) est nécessaire. Soit

(<]
a = (1,0,400,0)z I, 5 il existe au moins une forme réelle p telle que (pi) ap~
partiemne & 5 , Hs(p) =0 et A;(p) £ 0, [6], [13].
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On a donc dans R pour p :

e~ 0, T

et la dimension du noyau de (H%(p)) est /ks strictement inférieured la multi-
plicité de la racine correspondante dans H(p) = 0 .

Remarques

1) Lorsque m = 1 , (opérateur "scalaire"), l'hyperbolicité forte de 1topéra-

teur h équivaut & l'hyperbolicité stricte du polyndme H

2) Si m>1 ,; il n'est pas nécessaire que le produit H X ees X H& soit

strictement hyperbolique pour que 1 soit fortement hyperbolique, on a llexemple :

/ 2 O""A{’;l 0

!

() =

"\ 0 & =in .

3) Le théortme II montre qutun exemple contraire a l'hyperbolicité forte du
type de Petrovsky [7] n'est pas possible si le produit H X eeo X H_ est stricte~
ment hypervolique. L'exemple de Petrovsky est :

\
[,
~ od’ol f’.? 0 \‘
A
(Hp) = N R
0 0 Lo,

I1 faut distinguer parmi les racines multiples de H celles dues a la
présence dtun facteur multiple dans la décomposition de H dans l'anneau des poly-
ndmes m[zo,...,zn] et celles dues & la présence d'un facteur multiple dans la
décomposition du polynéme K ...Hé s, Dbour un cexrtain (pi) dans R[ﬁo} 3 dans
ce derniexr cas, la multiplicité d'une racine n'est pas constante au voisinage de
(pi). En langage géométrique, cela revient & distinguer les "nappes multiples" du
cone algébrique défini par 1'idéal engendré par H et les "points singuliers" du

cdne algéovrique défini par 1'idéal engendré par § ...B
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4) Nous supposons la variété envisagée au début paracompacte et il s'agit mainte-

nant dtopérateurs "a coefficients variables".

THEOREME ITI. Un opérateur satisfaisant aux conditions (C) en chaque point de la

veriété est localement strictement hyperbolique au sens de Leray-Ohya [10], gquels

que soient les termes de degré < t des polyndmes de dérivation h%(x,D). Si, de

plus, 1l'ensemble des chemins orientés dans le temps entre deux points-est compact
quels que soient ces deux points (14}, l'hyperbolicité est globale.

Ce théoréme est en fait contenu, au langage algébrique prés, dans un résultat
de !'me Choquet-Bruhat [2]; nous nous inspirerons de sa démonstration et rappelle-
rons briévement [10]. On trouvera dans [10] des précisions sur les espaces consi-
dérés.

Rappelons qu'on note Af le cofacteur de Hg dans le déterminant de la matrice
caractéristique et que, d'aprés la proposition I :

v_~1 v =1
g @M Thm) @)

ol 3? est un polyndme de degré T~t .
Pour chaque (A,B), on désigne par bﬁ(x,D) un opérateur quelconque de polynd—

me caractéristique Bf « On associe au systéme
(1) H(x,0) ¥o(x) = £'(x)

le systéme

) ty(x,) bg(x,0) 2°(x) = £1(x) .

L'opérateur h%(x,D) bg(x,D) a pour partie principale (de degré ) :

A

Ig ..'HS...HO' 6C

et (9) s'écrit, en désignant par hs(x,D) un opérateur de polyndme caractéristi-

que HS :
(91) B (3,D) 40 (3,D) 00t (x,D)7" () + nrh(x,0)2°(x) = £1(x) ,

avec chaque opérateur h! dlordre < T .

Ce systéme diagonal (9') est localement strictement hyperbolique au sens de
Leray-Ohya. In effet, localement, le probléme de Cauchy pour (9'), & domnées nul-
les sur une hypersurface dont la forme "cotangente" q en chaque point x (si
x° =0 est 1téquation locale de l'hypersurface, q = (1,0,...,0)) , est dans Fx’

se résoud dans des espaces & un nombre fini de dérivées ; (1) admet alors pour so-
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Iution du provléme & donndes nulles :
B B C
P = w0)20(x)

On a ensuite une solution pour des données de Cauchy quelconques et un théoréme
dlunicité [10]. Le probléme de Cauchy est ainsi résolu localement dans des espaces

de fonctions ayant un nomvre fini de dérivées.

Le résultat global est celui de [14], [9].

5. THEOREIE IV. Dans le cas + = 1 , (h%(x,D) opérateur d'ordre = 1), soit @Q

une hypersurface et a un point de Q , (on prendra x° =0 pour ‘équation lo-

cale de Q ), tel gque la forme cotangente en a & Q goit dans fa .

4

Dire que n satisfait aux conditions (C) en a équivaut & dire que, dans un

voisinage de a , h satisfait aux conditions d'hyperbolicité de Friedrichs [17]

(p. 222), Kreiss [19] suffisantes pour l'existence d'un opérateur pseudodifféren—

tiel "surface symmetriser", dont le symbole soit une fonction analytique de (pi)

et continue de x .

Cela résulte immédiatement de la proposition IIT et des hypotheses générales de

multiplicité constante "en x " du début du premier paragraphe.

6. Le théoréme V sera local. L'intérét est d'approcher la solution par une solu-
tion oscillatoire [3], (53, [8], [11] .

Nous supposerons, pour simplifier les notations, le second membre de (1) mul.

Définition. On appellera onde oscillatoire formelle dans un voisinage de a ,
une série formelle "oscillatoire" de la forme
B i % [ Y:_E+ (X)
(10) Blx) = &) ¢ gj ;
j=0 (iw)
w est réel, ¢ est & valeurs réelles, indéfiniment différentiable, telle que
(grad 9)(x) £ 0 dans le voisinage, et vérifie 1'équation caractéristique
H(x,grad o(x)) =0, et Y2 | st indéfiniment différentiable dans le voisinage

t+J
et telle quten réportant dans le systéme (1) la série formelle obtenue :

£ (x)

oy
w

&29000) (10) ¥h ()

soit mulle, clest-~a-dire que chacun des coefficients FA(X) soit nmul dans le voi-

+ .0.] 9

sinage congidéré,
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Supposons que h satisfait aux conditions (C) et étudions une telle onde. On
trouve que Fﬁ =0 stécrit :

Hy(x, erad 9(x))T(x) = 0 .

¢ étant solution de 1l'équation caractéristique, on a :

°

0

H(a, grad ¢ (a))
dtol, pour un certain s :

H

H (a, grad ¢(a)) = 0

et pour s' £ s, Hs,(a, grad 9(a)) £0 , d'aprés le premier paragraphe. Dans un
voisinage convenable, ¢ vérifie donc s

Il
o

H (, grad o(x))
et
Hé(x, grad p(x)) #0 .

On en déduit, comme dans [12], que Yi(x) est de la forme

(1) ) = 56 6

ol 1'on a posé : p = grad o 3 est € 3 1=D

iIA

V_ e
S

c+<

Ff = 0, s'écrit dans des coordonnées locales contenant le voisinage envisagés

B (x,0) o, () + ¥y ()8 Yp(x) + M5(,p)¥p(x) = 0,

en posant :

ao’=aa. et 3 =2,
v le! a

(1/

W

e , F
Multiplions par des vecteurs, analogues aux d?(x,p) , notés gAﬁxgp) et formant
une vase du noyau de l'application transposée Be 1l'application linéaire (H%(x,p))

[12], on obtient, en tenant compte de (11) :

gff<x,p>.awh*g(x,p>ad[u§<x>a§<x,p>z + gE(x,p»Q(x,p)a]f;(x,p)uE(x) -0,

soit

%h(xsp):@ X,p)d Ut(x) I (X,p)U_._(X) =0,
- o - c
en posant 3

aHs
S'E-(xsp)
o

5% (x,p) (vecteur bicaractéristique)
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=)

et o %~ est la matrice inversible définie dans [12].

el

On a donc encore :

BY (1,20 () + 1700, 2)00(x) = 0
& F

s @ 4 . s . .
UE est donc une solution € de cette équation aux dérivées partielles 5 elle

stintegre par quadratures dans les cas indiqués dans [3]. Uz(x) est déterminé si

on connait sa restriction & une hypersurface Q passant par a , pourvu que 3' ne

~

soit pas tangent gh a & Q, ce qui est réalisé si la forme cotangente q a Q
en a est dans T, (cfe 3 1)

7

On détermine de méme tous les U£+j et les Y§+j par récurrence pourvu qu'on
connaisse les restrictions des UJ(H_'j sur =0 « On a donc la

PROPOSITION IV, Localement, une onde oscillatoire formelle est déterminée par les

restrictions de certains de ses coefficients sur une hypersurface, transverses aux

vicaractéristigues relatives a cette onde.

Nous sommes conduits & rappeler ll'intégration de 1l'équation aux dérivées par-—
tielles du ler oxdre :

B (x, grad p(x)) = 0 ,

Hé étant supposé strictement hyperbvolique en a .

Soit Q , (xo = 0), une hypersurface passant par a et telle que sa forme co-
o .
.. . . i
tangente en a et donc dans un voisinage, soit dans Fa . Soit v¥(x ) une fonce-
tion €” & valeurs réelles définie dans le voisinage considéré, telle que

grad v(a) £ 0 » Posons (grad v). (a) = p.(a) 3 1'équation en Ly 3
Hs(asfzoapi(a)) =0
a toutes ses racines réelles et simples. Soit pg(a) 1l'une d'elles. Un résul-
tat classique [6] indique qu'il existe un voisinage de a , tel que dans ce voi-
sinage, il existe une solution et une seule @p€?§m pour 1l'équation proposée,
satisfaisant aux conditions initiales :
oP(0,x7) = v(x') ; (gmad ¢f) (a) = () «

Il en est de méme pour chaque racine de Hé(a,zo,pi(a)) =0 et plus générale-

ment pour chaque racine de ’
(I-I.I. ...HS"'HC)')(aV&O,pi(a)) =0 .

On obtient dong localement, T fonctions ¢p indéfiniment différentiables, satis-
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faisant a 1téquation (HL...Hg...QJ)(x, grad $°(x)) = 0 , telles que :

P(0,x7) = y(x7) 5 (grad ) (a) = P(a) ,
]
pourvu que la forme cotangente & & , (x° =0), en a soit choisie dans Fa N

rrovlee de Cauchy a données oscillatoires.

Données de Cauciay : on se dome wmt séries oscillatoires formelles dans 1'inter—
section atun voisinage de a et d'une hypersurface @ , (x° = 0), telle que sa
(o)
forme cotangente en a soit dans Fa .
Provlime de Cauchy : on cherche une solution formelle du systeéme proposé, sous

forme de somme Jdes ondes oscillavoires formelles, soit ¢

0B
=T S e
2 = I o e )

0=1 j=0  (iw)Y

)

et telle que les donndes de Cauchy soient vérifiées, soit s

B i
. iy oo 4L ..
yB(O9Xi) - elw¥(x )( 7 t+d:q(x )
§=0 (iw)?
B i
; R A 1 Ty 41D
4 1yB(O,x"') = eJM&P(X )( X (iw)t T .8 ;
(o)™ J=0 (iw)

On détermine d'abord, avec les notations précédentes, les valeurs initiales

3

Upﬁ(p)(o,xl) en identifiant les séries formelles précédentes sur x° =0 ., On
obtient

p=T Yp:B - B .
) =7 - iz 0

p§1 %+j(O,X ) At+j90 (X ) ’ pour J
" o=T ] ) .

‘ _

s 9P00,x%) YPB(0,xt) = 28 ()

0:1 0 t 091
<

"% P(0,) PP i oB ,, iy _ B i ‘

p§1 PO(O,X ) Yi+3+1(o’x ) - % Yt+j(O’X ) = bt+j+1,1(x ), pour j>O0.

-
S0 S OOOBORNO OO0 000D CPIRRSOOIEOEROIOSOEPCTOSESESOSONOOEPONDIOIDS

~

0=T = - Kl 3
5 (200,38 ¥R, - 28, )
p=1 o} [4 t,t-
) P
=7 . - S
P05t -t=1 ,pB i B B i
21 [go( sX )] Yt+j+1(0,x ) + termes en Y§+j' = Zt+j+1,t-1(x )

P

pour j> 03 (0= j's j) .
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On a posé s gi(o,xi) = (grad ?p)o(o,xi) .

. B i . as
Pour déterainer les Yi (0,x*) , on considére d'abord :

.
P=T 0B

z T,

T (0,5%) = 7y (),
p=

€ e8¢0 BecarssPsec0sssRoRoRSE

R iv-t=1 PB,, iy _ B i
p;1 [*)O(ny ).' Yi (O,X ) - A‘b,t—'] (X ) 4
50it, en fonction des Ug et avec des notations analogues & celles du paragra-
_{_he 2 .

r~p=T = s 2 .
z #D0)0,hyaB (0,5 - 2B ()
p=1 pD(P) ’
PEOARR PO SO OOEPOOONLORTOLRNOBOLOEPALLSESOEISOEOIETBTPISLOYDS
p='T = . = . 3 .
2 180, P (0,3 (0,f) =B, N .
o=1 " pD(p) i

Compte tenu du lermme 3, le ddterminant de ce systéme d'équations en U%D(p) est
différent de 0 , en a ,_ donc dans un voisinage de a . On obtient donc une
solution et tne seule (UiD(p)(O,xi)) indéfiniment différentiable en xi-. Compte
tenu de la démonstration de la »roposition IV, on obtient encore les UiD(p)(x)
dans un voisimaze de a et, mar suite, les YiB(x) . Par récurrence, on obtient

de méme tous les Yifﬁ(x) . Ona le

THEORM T V,

0.0
e

ooy, (h%(x,D)), un_opérateur satisfaisant aux conditions (C)

en a et G une aypersurface passant par a , dont la forme cotangente en a est

dans fa . Il existe un voisinage de a dans lequel le probléme de Cauchy a don-

nées oscillaboires sur Q admet une solution et une seule, sous forme de somme des

ondes oscillatoires Fformelles 3 ceci a lieu quelles que soient les données oscilla-

toires et quels que soient les termes de degré < t des polyndmes de dérivation

h'%(x,D) o

Remarque. Si 1 ne satisfait pas aux conditions (C), on voit facilement qu'il
est impossible dfobtenir une solution du type précédent sans conditions sur les

données de Caucihy ou sur les termes non principaux des opérateurs h%(x,D) .
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