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INTRODUCTION

1. La rédaction de ces notes fait suite 4 une série d'exposés
faits au Collége de France en 1974, Il y a des différences sensibles
entre les exposés du Collége de France et la matifre que l'on trouvera
ci-dessous.,

Mon but en 1974 était de montrer comment le calcul symbolique, .
considéré comme classique dans le cas des algébres de Banach pouvait
se généraliser 4 des algébres non banachiques. Une des généralisation
envisagées €tait la classe des quotients d'une algébre de Banach par
un idéal banachique non fermé. Le lecteur retrouvexra l'essentiel de
" cette partie du cours dans le paragraphe 1 ci-dessous.

Des notes couvrant le reste du cours sont parues entre temps [ 13]
Il ne m'a pas semblé utile de réexposer ces résultats ici. Une des-
cription technique de la catégorie des quotients banachigues et des

quotients de b-espaces m'a semblé plus utile.

2. 81 E est un espace de Banach, un sous-espace banachique de

E est un sous-egspace F, muni d'une norme banachique plus fine gue

la norme induite par celle de E. Si E est un b-espace (un espace

bornologique, limite inductive d'espaces de Banach) un sous-b-espace
F de E est un sous-espace vectoriel de E avec une b-structure
plus fine que la bornologie induite.

Un quotient banachique est, formellement, le guotient d'un espsace
de Banach par un sous-—espace banachique. Un quotient de b-espaces est
le quotient, de nouveau formel, d'un b-espace par un sous-—-b-espace.

On peut dé&finir des morphismes dé guotient de b-espaces. Avec

la définition que nous adopterons, cette catégorie se trouve &tre une
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catégorie abélienne, une catégorie possédart suffisamment de suites
exactes et dans laquelle les suites exactes ont des propriétés agréa-—
bles. C'est intéressant et utile.

Mais le fait qu'il y ait moyen de faire de l'analyse fonction-
nelle avec les objets de cette catégorie me semble au moins aussi

important.

3. Un analyste fonctionnel peut manier les quotients banachi-
ques ou les guotients de b-espaces sans connaitre leur catégorie.

Ce sont de tels raisonnements que le lecteur trouvera.au paragraphe 1.
On y considére une algébre de Banach (], un idéal banachique a, et
on raisonne dans O modulo «.

Dans la construction du calcul symboligque en f;nction d'éléments
non réguliers d'une b-algébre [10], j'ai été amené & considérer une
b-algeébre A, un b-idéal a, et & &tudier €L modulo a. Il €tait
essentiel de pouvoir introduire de tels quotients formels, dans au
moins une démonstration. Et il était possible de développer toute
la théorie dans de tels quotients. Les résultats ainsi &tablis étaien
plus généraux.

Le fait que ces résultats aient été plus généraux ne signifiait
pas qu'ils avaient plus d'applications.

I.cNoP [1 ] et J.P.FERRIER [2 |, [3 ] ont trouvé des applica-

tions importantes de ces résultats aux fonctions holomorphes 4 crois-

sance. Ces applications faisaient notamment intervenir le quotient
d'une b-algébre par un idéal qui se trouve etre fermé. Mais ils ne
savaient a priori pas que 1'idéal est fermé. C'est en montrant que

le quotient est isomorphe & une b-algébre qu'ils ont établi le résul-

tat.
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L. Les résultats établis au paragraphe 5 sont intéressants.
Une q-algébre associative Ola ést isomorphe au quotient d'une b-
alg€bre associative OH par un b-idéal a,. On peut trouver Q1]a1
tel que le centre de Q1|a1 soit isomorphe & 2(@,) + a1|a1, ol
Z(a1) est le centre de Q1, un élément de O.1 qui est central
modulo o, est congru modulo o, & un élément du centre de a1’

Si Q]a est commutative et associative, (|a est isomorphe & Oélag
ou 0? est commutative et associative.

On peut espérer qu'une q-alge€bre associative sera donnée comne
un quotient d'une b-algébre commutative par un b-idéal. De méme
les g-algébres commutatives et associatives que 1l'on rencontre en
pratique seront souvent des quotients d'une b-algébre commutative
et associative par un b-idéal.

Mais si Q|o est une gq-algdbre associative, des constructions
naturelles effectuées & partir d'éléments du centre de QA fercnt
apparaitre de nouveaux éléments, centraux modulo a. En remplagant
ala par une qg-algébre isomorphe qua1, ces éléments centraux mo-
dulo « maintenant sont congrus modulo «a, d des €léments du

1

centre.

5. J'ai commencé & rédiger en 1972 des notes sur les g-espaces
et les g-algébres. Et je me suis assez rapidement convaincu que le
sujet n'était pas mlir. Je suis heureux rétrospectivement que ces
notes soient restées confidentielles. Je n'étalis pas arrivé & une
Présentation correcte catégoriquement et lisible pour 1'analyste
fonctionnel.

G.NOEL a repris le sujet entre'1966 et 1969. Il a défini une

catégorie ayant des prcpriétés trés semblables & celles de q. Sa
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construction utilise l'axiome de l'univers.

Il s'est intéressé potamment eux propriétés multilinéaires de q
et au produit tensoriel, Il a construit le produit tensoriel de g-
espaces et a montré que, dans la catégorie q, le produit tensoriel
de deux espaces de Banaech n'€tait en général pas un espace de Banach.
En particulier, le q-espace produit tensoriel de deux espaces de Hilber
est un vrai q-espace E|F. Le quotient E/F est évidemment l'espace
des opfrateurs d trace,

Le lecteur est renvoyé aux travaux de NOEL pour plus de détails

(s, lel, L7], [8gl.

6. Quelques exemples d'espaces et d'algdbres quotients méritent

d'8tre cités.

a des €léments du

a. Soit @Q wune b-algébre et soient 8y5 005 B

centre de Q. L'idéal engendré par Bis w.vy B possé€de une bornolo-

gie complétante naturelle. Une partie B de cet idéal y est bornée si

avec B, ..., B, bornés dans Q,
Si a est un b-idéal bilatére de Q. et si 8y, «.., &  sont

centraux modulo a, donc tels que les avplications x '* a.x - Xxa

soient des applications linéaires bornées de ¢ dans o, la bornologie

naturelle de 1'idéal engendrd par Bys co., @ et o est celle pour

laquelle B est borné lorsque

BCaB, + ,.. +a B +C
- 1 nn

avec B, ..., B bornés dans Q. et C borné dans «.

L'hypothése de commutativité (ni ‘central, ou central modulo )

assure en fait que 1'idéal & gauche engend=l =-»r 8y, 0., & et
' n



2. La_catégorie_ _g.

2.1. Soit E un b-espace. Un sous b-espace F de E est un
sous-espace vectoriel de E, muni d'une bornologie complétante telle

que l'inclusion F = E soit un morphisme de b-espaces.

Définition 2.1. Un g-espace E|F est un couple (E, F) ol E est

un b-espace et F un sous b-espace de E.

Le q-espace E|F est donc défini uniquement lorsque E est un
b-espace, et F un sous-b-espace de E. On a 1'égalité E|F = E'|F!

poi

lorsque E = E' et F = F',

Définition 2.2. Soient E|F et E'|F' deux g-espaces.

Un morphisme

strict u : E|F - E'|F' est induit par une application linéaire bor-
née u : E - E' appliquant les bornés de F sur des parties bornées
de F' (et donc F dans F'). Deux applications Ups U, E > E'

induisant chacune un morphisme strict induisent le méme morphisme

striect si u, - u

5 ; est une application linéaire bornée de E dans F

L'espace des morphismes stricts E|F - E'|F' sera appelé

oa(E|F, E'|F').

La terminologie "u induit un morphisme strict", "le morphisme

strict u induit par u" est commode et sera réutilisde.

Avec la composition évidente, les q-espaces et leurs morphismes
stricts constituent une catégorie que nous appellerons q. Cette
catégorie nous intéresse, mais ne nous satisfera pas. Si G est un
sous b-espace fermé de E, nous souhaiterions que E|G soit isomorphe
N

& (E/G|0), que 1'étude de E modulo G scit écuivalente & celle

de E/G. Mais le morphisme strict que l'on définit évidemment
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E|G E/GIO n'est un isomorphisme de q@ que si G est un sous-
espace complémenté de E,.

Plus généralement, si E|F est un q-espace, si G est un sous-
espace de F qui est fermé dans E (G est alors a fortiori fermé
dens F), nous souhaitons que le morphisme strict E|F = E/G|F/G
que l'on définit immédiatement soit un isomorphisme. Or ce n'est pas

un isomorphisme de q en général, Nous en arrivons & une définition

de "pszudo-isomorphisme".

Si wu, : E > E' est un morphisme de b-espaces, l'image u,E de
u, est le sous-espsace vectoriel image, avec la bornologie pour laguel-
le C C u.E est borné lorsque C = u,B avec B borné dans E. En
particulier, u1E = E' bornologiquement si u, E - E' est surjec-
tif et tel que tout borné de E' soit l'image d'une partie bornée

~de E.

8i F' est un sous-b-espace de E', ﬁ:F' est le b-espace ayant

pour éléments les x € E tels que u,x € F' et pour parties bornées

1

les B, bornés dans E et tels que u,B  soit borné dans F'.

Définition 2.3, Le morphisme strict u : ElF -+ E'|F' est un pseudo-
isomorphisme si parmi les morphismes u, : E > E' qui l'induisent
on en trouve un tel que u1E = E', F = E:F' bornologiquement.

En d'autres mots, un pseudo-isomorphisme E|F - E'{F' est la

composée du morphisme
E|F » (E/Ker u1)[F/(Ker u,)

induit par l'application quotient E - E/Ker u et d'un isomcrphisme

‘}’

(E/Ker u )| (F/Ker u,) > E'|F"

indult par un isomorphisme de E/Ker u, avec E' dont la restriction

a F/Ker U, est un isomorphisme de cet espace avec F'.
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rie q &est l'espace des germes de fonctions continues & l'origine.

On voit ainsi un espace bornolpgique séparé s'immerger dans un
q-espace E|F dont le quotient séparé E/F est nul. La situation
est encore plus paradoxale lorsque l'on observe gque l'algebre des
fonctions holomorphes nulles & l'origine s'immerge dans le q-espace
des germes de fonctions continues. Un b-espace non nul s'immerge
dans un g-espace dont le quotient séparé est nul. Est-ce paradoxal ?
Je n'en sais rien mais 11 est clair que nous devrons éviter des

"virages dangereux".

7, Je suis convaincu que les idées développées ici s'appliquent
& la théorie des opérateurs pseudo-différentiels et a 1'étude de la
propagation des singularités. )

La partie singuliére d'une distribution est un €lément du quo-
tient de l'espace des distributions par celui des foncticns de classe

C doncg de 9P'/&. L'espace & est complet pour sa preopre topologie

.?
mals est dense dans Q' pour toutes les topologies raisonnables que
l'on peut mettre sur g°'.

Le quotient de 1l'algébre des opérateurs sur &' qui laissent &
invariant par 1'idéal des opérateurs régularisants, qui appliquent '

dans &, joue un rdle dans la théorie des opérateurs pseudo-différen-—

tiels.

8. Une derniére remarque. Ces notes sont rédigées par un ana-
lyste fonctionnel qui ne connait que mal la théorie cdes catégories.
Elles se ressentent de ce fait, beaucoup de démonstrations gagneraient
en élégance si elles étaient rédigées par des catégoriciens.

Mon espoir est que d'autres analystes fcnctionnels, qui ne
connalissent pas beaucoup mieux que moi les catégories, liront ces

notes et les comprendront.






Les guotients banachigues_et _le calcul symbolique.
TP e TP W o - > - - -—— = = - - - > - - —— - —— o - = -l - —— - — - ——

'y

1,1, Définition 1.1, Soit E un espace de Banach. Un sous-

espace banachique de E est un sous-espace F, muni d'une rorre A'es-

pace de Banach telle aue 1l'inclusion F > E soit une applicatior conti-

nue,

1 :

Définition 1.2, Soit @A wune algfbre de Banach. Un idfal bhanachique

a de A est un idfal o, muni d'une norme qui en fait un sous-espace

banachique de Q.

La définition 2 est justifiée par un certain nombre de miracles, 1i

Fh

&s ayx théorémes de Banach-Steinhaus et du graphe fermé. Si o est un
{déal gaucher et un sous-espace banachique de @, 1l'anplication

(a, x) "™ a.x est une application bilinéaire continue de @A x « dans
&y, On peut d'ailleurs observer gqu'un sous-espace banachisable d'un es-
pace de Banach ne peut 8tre banachisé que d'une manifre (1 une &auiva-
lence de norme vrés),

83 les thécrémes de Banach-Steinhaus et du graphe fermé ne s'a@pli—
quent pas, si (A est une algébre topologique par exemple, et o un
idéal muni d'une topdlogie plus fine que celle induite par @, nous
dirons que a c¢st un idéal topologique de @ si la muvltiplication est
une application continue (ou &ventuellement séparément continue) de
Qx o dans a.

Nous supposerons dans ce paragraphe que @ est une algébre de
Banach commutative associative 4 unité, et que a est un iiéal banachi-
que de @, HNous étudierons (/a. Ultérieurement, nous définirons des
isomorphismes d'algdbres quotients banachiques, nous mortrerons qgu'unc
algébre quotient banachique qui est commutative, assocciative, et 1 unité

est isomorphe au quotient d'une algdébre de Banach comnutative, associa-



tive et a4 unité par un idéal.

Dans la mesure ou ils sont naturels pour les isomorphismes éQOqués,
et ils le sont, les résultats que nous obtenons s'appliqueroqt par ex-
emple 3 des algébres Q/0 ol @ n'est supposée ni commutative, ni asso-
ciative, ni & unité, mais ol a est un idéal bilatére banachique, et ol
l'application commutateur et 1l'application associateur appliquent QO xO
et O x QA xQ gans o, et od e € Q existe tel que pour tout a € Q4
a - ea € a, a - ae € o, Les résultats s'appliquent donc (puisque nous
sommes dans le cas banachique) lorsque /0 est une algébré commutative,

associative, et a unité.

1.2. Les propriétés spectrales proprement dites de @Q/a découlent
immédiatement des résultats de Gelfand. Les idéaux maximaux de @ sont
fermés. Ils contiennent a, la fermeture de a, lorsqu'ils contiennent
@, Il y a une correspondance bijective entre l'espace strucéurel (1'es-
pace des idéaux maximaux) de Q/a et celui de 1'alglbre de Banach Q/a.

Identifiant ces deux espaces structurels,?wa/a = W%/d, nousvobtenqns
un homomorphisme @/a C(%%Va) qui n'est que la composée de l'applica-
tion quotient @Q/a > Q/a avec l'homomorphisme obtenu par Gelfand de Q/a
dans C(ﬂ%ua).

Si l'on veut, a/a est dans le radical de Q/a, et on sait qu'il y
. une équivalence spectrale entre une algébre de Banach et l'algéﬁre semi
simple associée.

Nous retiendrons toutefois les définitions du spectre, ou du spectre

jJoint modulo o d'éléments de Q.

-~ 3 . - { n
Définition 1.3. Soit (31. cees an) € A", Le spectre de (a1, SILIE S

modulo a est l'ensemble

spolays ooy a ) = {(s,, ..., s ) & ¢’ 1G I0 (o - s ) + o)



I1 est clair que cet ensemble est

une partie compacte non vide de

€”. C'est d'ailleurs le spectre des classes d'équivalence 21, e ;x
des €léments a5, «.., a_  dans l'algébre de Banach Q/a.

1.3. Proposition 1.1. Soit (O une algeébre de Banach commutative
associative 4 unité, et soit o un idé€al banacnique de . Soient
845 .., a des éléments de (. 11 existe des fonctions ui(s), de
classe C_ 4 valeurs dans @, et une fonction v(s), de classe Co
& valeurs dans o, définies sur &n\spd(a1, ey an), et vérifiant
identiquement la relation

1 = E(si - ai)ui(s) + v(s)

La fonction v peut €tre choisie nulle au volsinage de 1'infini.

En tout s & spa(a1, ceey an)
tels que 1 = Z(si - ai)ui s Vg
Sthtl Jlu, <1, 1+ Zn. u. a

i i.s i i

. «S

u (s + h)
s

v (s + h)
s

Ces fonctions sont définies au vol

morphes &4 valeurs dans @ et dans
de classe C .
(o)
. . 2
Par ailleurs, si Zl s, " > Zl
\‘— .
~s.(s. - . n inverse. On o
l(ol al) a u P
Ui w(s) =
v (s) =0
et
«
S(s. - a.
( ; 1)

, on peut choisir u. € Q v € a
i.s s
. c 0 . .
S1 h T est petit, s1
un inverse. Nous poserons
; -1
=u[1 +}41~ u. ]
s i.s
- -1
= v [1 + 2h. u. |
s 1 Ti.s
sinage de s, et respectivement holo-
a. Etant holomorphes, elles sont
2 = 2 .
a. 1, I¥s. a.ll <Z |s,| et
4
se
5. [55.(s, - a.)]""
i i 71 1
Py / —_
Ui.m(a) + v _(s) =1



Une partition convenable de 1'unité nous permet de recoller ces

v et de définir les fonctions de classe C i va-

fenctions u .
S [o2)

i.s?
leurs dans (, et dans a, dont l'existence est annoncée dans la pro-

position 1.

1.4, Le calcul fonctionnel holomorphe en fonction d'éléments de
(l/a, ne découle pas des résultats connusdans le cas des algébres de
Banach., On sait d'ailleurs que le calcul symbolique pour les éléments
d'une algébre de Banach n'est pas une conséguence des résultats que

l'on obtiendrait pour la réduite semi-simple de l'algebre.

Proposition 1.2. Il existe un homomorphisme dans @/a de 1l'algébre

des fonctions holomorphes prés du spectre de a modulo a, qui appli-
que la constante unité sur l1l'unité de Q/a et la fonction holomorphe
z (l'application identique de € dans €) sur la classe d'éguiva-

lence de a modulo 0.

Soit U un veisinage de sp,, &- Soit V un voisinage &,
frontiére rectifiable de SP, s et relativement compact dans U.

Soit j = 0V la frontidre de V. Soit u wune fonction de classe C_

a, 4 valeurs dans (O, et telle que
1 - (s - a)ul(s) = v(s)

so1t une fonction de classe C, a valeurs dans a.

Hous appliquons f € ®(U) sur

_ 1
Tif) = 5T J. f(s)ul(s)ds
J
L'application ¥ est une application continue de &(U) dans Q.

ol 1 -~ . - . -~ A
Elle n'est pas déterminéde univoquement, elle dépend du choix de u

et de j. Montrons qu'elle est déterminée univoquement modulo Q.



Si1 u' est une nouvelle fonctign de classe C_ 4 valeurs dans
CLet v'! de classe Coo 4 valeurs dans a telles que
(s - a)u'(s) + v'(s) = 1

nous voyons que

u' = u=u'[(s - a)u+ v] - [(s - a)u' + v']u

Cette fonction est de classe C, & valeurs dans o. Il en résulte que

Q%i fj f(s)lu'(s) - u{s)lds

est une application continue de @§(U) dans a.

fH

Par ailleurs
(s - a)uls) + v(s) =1

donc

(s - a)du(s, ds) + év(s, ds) = 0

Multipliant par u et appliquant le fait que (s - a)u(s) = 1 - v(s).

nous voyons que

511 = vgu - UBV

c'est-d-dire, du est une forme de classe C_ 4 valeurs dans «,
Si V' est un nouveau voisinage de sp_a, & bord rectifiable
.ga 3

soit j' = 9V', nous avons

f f(s)ul(s)ds - [ f(s)u(s)ds = { f(s)gu(s, ds)ds
J J' (v-v")

Les applications




ne diffeérent donc que d'une application continue de ©O(U) dans a.

I1 reste 4 montrer que ¥ est un homomorphisme de @(U) dans @Q
modulo a, que (f,g) 2> ¥rf.g) - T(L£)T(g) est une application bili-
néaire continue de ©O(U) x 6(U) dans a. Soit V' un voisinage de

SPy &> relativement compact dans V, & frontiére rectifiable, et

v(e) =5z | fls)uls)as
J
si j' = 9V'. 1I1 suffira de montrer gue %'(i.g) - Z(£)¥'(g) € a.
Or
Y(r)x'(g) = —‘J——E f f(s)g(s')u(s)u'(s')dsas"’
(2lli) Jxg!

On généralise 1'équation de la résolvante

-

u(s) = u(s') = u(s)l(s' - a)u(s') + v(s')]

-
- [(s - a)uls) + v(s)lu(s?")
= (s' - s)u(s)ul(s') + u(s)v(s') - v(s)u(s")
donc
- ol
u(s)u(sr) = - welzulst) o oy o)
s = s
ol w(s, s') est une fonction & valeurs dans o, cde classe C_ sur
le complément de la diagonale. Et on obtient
1]
UL T (g) = + _ I f(s)g(sv).HLi_lT dsds'
2 Co . s - S
(2m1i) JxJ!
1 ' u(s) P
+——_——2 f(s)g(s )‘—"'_'s' "'_S dsds n
(2ni) ix!

~ o~ . . . . . .
oi n € a (il s'agit d'une intégrale, ol intervient la fonction W)
Dans la premiére intégrale ci-dessus nous intégrons d'abord par

rapport 4 s. La fonction f est holomorphe sur U. Le point s'

est intérieur a j.

21 s = s'

1. f. _iiil_ ds = f(s")
J



L'intégrale est donc égale &

f f(s')gl(s')ul(s')ds' = &'(f.g)
j ]

Dans la seconde intégrale, nous intégrons d'abord par rapport i

1
2lli

s
0

for
[

La fonction g est holomorphe sur U. Le point s est extérieur

ds'
] PR 3 Y
[5(5 ) s!' - g 0

L'intégrale s'annule. Et on a
Y(£)%'(g) = ¥'(f.g) + N
od n € a. Donc T(£)¥(y) - ¥(f.g) € a quels que soient f, g € 6(U).

Cn peut maintenant, soit appliquer le théoréme du graphe ferml et montre

que l'application de ©&(U) x ©(U) dans a, oqui appligus (f, g) sur
n(f, g) = %(£)¥(g) - T(f.g)

est continue, soit relire la démonstration ci-dessus, trouver une expres-
sion explicite de n(f, g) dans a et voir que 1N est bien une appli-

cation bilinéaire continue,

1.5. ©Nous voulons maintenant construire la calcul symbolique en
fonction de n éléments I L d'une algébre de Banach @, modulc

un idéal banachique «. Nous considérons donc le spectre joint de ces

€léments modulo o (voir définition 1.3.).

n .
spa(a1, ce., a ) = ((51, see, s ) E T | 1 & L(Si—&i>c.+a}

Proposition 1.3. Il existe un homomorphisme de l'algfbre

O(spa(a N an)) des fonctions holomorphes »nrés de spa(a1, ooy an)

1’

cans @/a gul applique la constante unité sur 1'unité de Q/a et la

fonction holomorphe z, sur la classe d'équivalence de a. modulo «

{sur a, + a).



La construction de cet homomorphisme est une paraphrase de la
construction classique, valable dans la théorie des algébres de Banach.
En plus des éléments 8,5 ++., 8, DOUS considérons des éléments

b ceey bm, et des polynomes P cee, P de m + n variables. Nous

1? 1? h

considérons des voislinages Ui de SPy B des voisinages Vj de sp,

et des voisinages W, de sp, Pk(a). Si (s, t) = (51, ey S,

. m
.., t ) désigne un élément général de ¢ , MOus posons

tys - .

A= {(s, t) | Vi: s, €U.,, Vj:t.€V,, Vk: Pk(s, t) € wk}

. . n+m n
est la projection C > ¢, nous poscns

A =1 A1

L'ensemble A est ouvert. Il contient sp (a

a 1, ¢ o o g an). En

effet, pour tout s = (81, ceey Sn) S spa(a), nous trouvons une forme
linéaire multiplicative X sur 4, nulle sur a, telle que y(a.) = s..

Nous posons t. = x(bj), observons que s. € spa a.

C .
1 i - Ul’ que

J
t. €Esp b, C V., et que P (s, t) = X(Pk(a, b)) € 5P, pk(a, v) C W

J Ta ) J k k*

Les conditions pour que (s, t) € A1, donc que s € A sont vérifiées.
L'ensemble des parties ouvertes A ainsi construit est &videmment
une base de filtre. Au moins un des &léments de cette base est relati-
vement compact. ©Nous allons montrer qu'il s'agit de la base du filtre
de tous les voisinages du spectre de (a1, c e, an) modulo «o. Il suf-
fira de trouver pour tout s & sp, a des €léments b et des polyndtmes

P (ou un polyndme) tels que s ne soit pas adhérent 4 l'ensemtle O

ainsi construit.

Mais, si s €& sp, 8. nous trouvons des b = (b b ) et un
n

10

v € a tels que Z(si - ai)b. + v = 1. Soient U., V. des volisirages
1 i’ 1

relativement compacts . b, : ; Tna
p de sp a., sp, b;3; soit P le polyndre

Pz, y) = E(si - zi)yi et W le disque |t - 1| < 1/2. L'adhérence



de l'ensemble A1 est contenue dans

Wz, ¥) | vi:z, €0,y €V, |Es, - z.)y, - 1] < =}

i
1 1? 1 2

Cette adhérence est donc compacte, et ne contient (s, y) pour aucun

y € ¢"., Il en résulte que s n'est pas adhérent 8 la projection &
de A1.

Soit maintenant T un voisinage ouvert de spa(a1, ey an).
Soient b!’ ey bm, P1, ey Ph’ U‘, ey Un’ Vis oo Vm’ Was eees vy

de nouveaux éléments, des polyndmes, et des voisinages de spectres,
tels que A & T. ©Nous déterminons, en appliquant la proposition 1.2,
des applications linéaires bornées

. ¢ 0(Ui) g Gq'cb. : 6(Vj) - a, ¥

O(WK) -
1 J

Pk(a,b)

Soit
U= Tu, x ﬂvj x TTw,

0(lY{) est le produit tensoriel projectif des O(Ui), ﬁ(vj), O(wk).

Les propriétés fonctorielles du produit tensoriel projectif fournissent
. . +m+ . . ) .o :

une application O(Y) *’aﬁn n h. La multiplication de @ déefinilt une

aﬁn+m+h - Q.

application linéaire La composée de ces applications est

une application continue % : &(U) Q.

Chaque %_ , %, » % est un homomorphisme de l'algébre cor-
ai bj Pk(a)

respondante de fonction holomorphe dans @ modulo «. Leur produit
. @n+m+h
tensoriel est de ce fait un homomorphisme de C¢(U) dans QA rmodul
. oz fr ~
1 1

O 4n+p® S1 pour tout r, a  est 1'i1déal de QA donnué par

° 8r- - - gr-1 gr-1 2

a. = o @ CL@r '+soeae O°F + ... + 0 2 «a

-~

. . . . fr . . :
Comme la multiplication applique Q dans @ et «a_  deas o, 1 spplil
cation ¥ est un homomorphisme de @ (U) dans @ mod a, et niult un

7

homomorphisme de ©(U) dans Q/a. Cet homomorphisme applique uritdé
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sur unité, z, sur e + a, il appligue y; sur bj + o et t,  sur
Pk(a, b) + a. Le noyau de cet homomorphisme contient 1'idéal engendré
par les fonctions t, - Pk(y’ z).

On montre dans la théorie des fonctions de plusieurs variables
complexes que le quotient de @ (%) par 1'idéal engendré par les fonc-
tions t, - Pk(y, z) s'identifie avec U(A1). De maniére précise,
l'application associant & la fonction F(z, y, t) 1la foaction
F(z, vy, P(z, y)) est un homomorphisme de O (U) sur 0(A1), dont 1le
noyau est engendré par les fonctions tk - Pk(z, y).

L'homomorphisme de O(Ul) dans Q/a que définit % induit donc

un homomorphisme de 5(&1) dans @/a. Nous appliquons &(T) dans

O(Al)’ appliquant f € §(T) sur f o . (Rappelons que I : ¢t - gl
est la projection (s, t) ™ s). La composée des homomorphismes

(1) —» 0(A1) et U(A1) = /o est un homomorphisme O(T) > Q/a que
rous appellerons t. Il s'agit de montrer que t ne dépend pas des
nombreux choix que nous avons du faire lors de sa construction.

Nous pouvons par exemple considérer d'autres éléments b;, ey bé,
de f, des polyndmes P;, ey Pﬂ, de n + m' variables, des voisinages
U{, Vé, Wg des spectres respectifs sp ai, sp bj, sp Pi(&, b'), et
supposer que A' = [ A; CT si

Ay = {((z, yv) | z; € u:, yj € Vj, Pi(z, y') € Wi}
et M : €™ o (0 egt 1a projection (z, y') v z. La fonction
f € 0(T) sera appliquée sur la classe d'équivalence de ¢'(F) si
FEepuw) = U(TTUE x ITVB x TTWQ) est tel que F(z, y', P'(z, y')) = £(z
lorsque (z, y') € AY, ol %' est le produit tensoriel des applications

zay’ gys et fc, soit t'(f) cette nouvelle classe d'dquivalence.
1 Jd k

Il s'agit de montrer que t(f) = t'(f).



Nous introduisons
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bﬂ

m" =m + m', = h + h', . = b. si
J J

jo= 1, «.., m, bg = bj_m si j =m+l, ..., mtm' donc b" = (b, b'),
de méme y" = (y, y'), et Py(z, y") =P (z, y) si k =1, » h,
tandis que Py(z, y") = Pi:—h(z’ v') si k = h+1, ..., h+h'
Nous posons également U; = U, N U;; Vg = Vj si J =1, ..., m;
Vg - 3—m gi j = m+l, ..., m+m'; WE = Wk si k = 1, , h et
wﬁ = wi—h si kX = h+1, ..., h+h',.

t"(f) sera défini & partir de U", bv", v", P", W" comme t(f),
t'(f) 1l'ont été & partir de U, b, V, P et W ou respectivement U',
b', V', P' et W'. Nous montrerons que t = t". La m@me démonstra-
tion montrerait que t' = t", et donc t = t'.

F(z, y, t) 8 été défini sur W de maniére que’ F(z, y, P) = f(z,
lorsque (z, y) € 4,. Considérons WU" = TTUE x TTVS x TTWE et posons
F'"(2" y", t") = F(z, y, t)
si y" = (y, y'), t" = (t, t'). La fonction est donc le produit car-

tésien de la constante unité par la restriction de F &
TTU; x vaj x Tka = U,. Modulo des &léments de a, ZT"(F") est le

produit de

B (F") = UF)

1.6. si

chique de

a.,

dans I

o/a.
continu, Q/a
topologique s
Dans 1le

O0(sp, a) = Q/

voisinage U

T(F)

par l'unité de Ce qui montre bien que

mod o, que t"(F") = t(F).

est une algébre de Banach, si a est un idéal bana-

Q

nous avons construit un homomorphisme de 6(Spa(a1,...,&n)

1 n'est pas question de dire que cet hemororphisme est

n'est pas un espace topologique, au moins pas un espace

éparé si a n'est pas un idésl fermé,.

cas ou n 1 (ci-dessus, paragraphe 1 1'honocmorphism:

.37,

a a des propriétés de continuité évidentes. Pour chague

de sp_ a, nous avons une famille privilégiée d'applica-

a
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tiona linfaires continues EU : J(U) = Q& Deux applications de la
famille ne différent que d'une application linéaire continue ©&(U) = a.
Chaque telle application est un homomorhisme de @(U) dans Q@ modulo

a. La composée de la restriction J(U) = &(U') avec & est un

U!
€lément de la classe de EU (modulo les applications de 8(U) dans ¢

Notre but est de montrer que la situation est telle que décrite

ci-dessus, quel que soit n.

Dé finition 1.4, Soit X un espace de Silva nucléaire, c'est-d-dire

la limite inductive d'une suite d'espaces de Banach X pour des mor-

n H
phismes structurels Xn - Xn+1 injectifs et nucléaires. ©Soit E un
espace de Banach, et F un sous-espace banachique de E. Une appli-

cation permise de X dans E mcd F est un €lément de la limite pro-

jective des espaces
L(x_, E}/L(x , F)
pour les applications structurelles.

L(x E)/L(X F) > L(x ., E)/L(x , F)

n+1? +1°

induites par la restriction de X a X .
n+1 n

Définition 1.4'. Supposons que X soit une algébre de Silva nucléaire

donc que X = U X, est un espace de Silva nucléaire, muni d'une mul-

tiplication bilin€aire et telle que pour tout n il existe n' avec

X . X CX

no Xy & X .- Supposons que (L soit une algé€bre de Ranach et o un

idéal banachique de (. Une application permise de X dans Q mod @

est une application permise {u_} de l'espace de Silva nucléaire X

n

dans l'espace quotient banachique ¢ mod a telle que

(x, y) H'un,(x cy) - un(X)un(y) applique X x X dans o s8i n'

est choisl tel que X .X_ C X .
n""n — “n



I1 est utile S22 supposer X nuclésire si l'on veut gue u~oe app.l
cations permises aient les propriétés de stabilité souhaitées. En
pratique, si X_  n'#tait pas nucléaire, il faudrait définir dez appli

caticns permises plus générales que celles des définitions 1.k, 1.L°'.

Propeosition 1.4, Soit X un espace de Silva nucléaire, ¥ € ¥ un

sous-espace fermé. Scit E un espace de Banach, et F un sous-espace
vanachique de E. Soit wu = {u_} une application permise de X dans

E telle que un(X M ¥) ©F quel que scit n. Alors u ~st la compo-
sée d'une epplication pesrmise de X/Y dans E module F avec l'appli-
cation guotient X ™ X/Y.

Si X est une algébre de Silva nucléaire, Y un idéal fermé, si

@l est une algébre de Banach et o un idéal banachiéue de &, une ap-—
plication permise u = {un} de X dans O telle que un(Xn ny) Ca

pour tout n est la composée d'une application permise de X/Y dens

& mod o avec 1l'application quotient X = X/Y.

Nous pocserons Zq = XP Ny, Yn est un sous-espace fermé de l'es-
pace de Banach Xn’ Une application u, Xn > E est donnée pour tout
n, et u Y C F, L'application u Y > F est d'ailleurs continue

i - -

ot

est injective e

n n+2
. . . . — 3 ll‘b
nucléaire (elle est injective parce que Yrl = Xn N Y“+2, nucléaire
P 14 3 + + 1 - e e
parce gue les applications structurelles X X 41 t Xn+? Xn+2

. - Pl - -
ie sont toutes deux). Une application nucléaire se factorise

/ -2 L X Y
Xn/ Yn o 1 n+2/ 1’14‘2
(1'application £_ — 81 applique la suite (xn) sur la suite
(%pxr}, ou A, est une suite sommable). L'espace de Banach {, est
"projectif”, on peut relever l'appliication £, 6 = X /Y ., trouver
1 n+2" n+2
une application bornée £, = X donti la composée avec la pro.ection

1 n+2



1h. -

X - X /Y

] : S LAY AN 3
n+2 n+2 est l'application -d'ou nous sommes partis.

n+2

On a donc pour tout n une application Xn/Yn -+ X dont 1la

n+2

» ' . . . -5 t Y -
composée avec l'application guotient Xn+2 xn+2/Yn+2 est l'appla

. v - . .
cation structurelle Xn/‘n Xn+2/Yn+2' Par ailleurs, u ., applique
X ., dens E (ou dans Q) et Y 4, dans F (resp. dans a). La
composée applique Xn/Yr dans E, soit v, ol Xn/Yn =+ E cette compo-

sée. On vérifie immédiatement que la famille des applications
v = (vn) est une application permise de X/X dans E modulo F

(ou dans Q. modulo o).

Proposition 1.5. L'homomorphisme de U(spOl Bis eee, an) dans Qa/a

-

qui a €té construit dans la proposition 1.3 est induit par une appli-

cation permise de O(spa a cees an) dans @ modulo «a.

1’

Nous reprenons la démonstration de la proposition 1.3. Pour tout

\ P

s e Vo, P

pr s W LW

choix de U1, Ceey Un’ b1, ceey bm, v

n* "1cc oy
nous avons une application permise de §(U) dans Q gqui applique
1'idéal engendré par les fonctions te - Pk(z, y) dans g. Cette
application induit une application permise du quotient a(A1) dans Q
mod a&. L'injection {(A) — O(AT) est un morphisme de b-algébres, la
compos&e est une application permise §(A)=> €& mod q.
8i A' C A, la démonstration de la proposition 1.3 &tablit 1la
concordance des applications @(A) - @ mod o et B(aA') - O mod «o.
Mais 0(spa O an) est la réunion des algébres &(4a),
les bornés de U(SPOL Byy ey an) sont les ensembles contenus et bor-
nés dans ((A), A convenable. On définit de manidre bien évidente la

réunion des applications permises (A) - Q mod «. Cette réunicn

est une application permise eTspa(a1, ce ey an)) -+ @ mod «a.
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coincide avec 1'idéal bilatére engendré par ces é€l€éments. La borno-
logie de 1'idéal 4 gauche se définit aisément.
La situation devient plus compliquée lorsque nous ne faisons pas

P

d'hypothése de commutativité, et lorsque nous nous intéressons a 1'idé:

bilatére engendré par 8,5 «++, & . Le b-idéal bilatére engendré par
(a1, e ey an) est la réunion des fermetures complétantes des ensemblec
B,a,B! + ... + B a B'
17171 n nn
ol Bys «.ns Bn’ B;, cee, BA sont bornés dans @O, une partie de ce

b-idéal est bornée si elle est contenue dans une telle fermeture complé
tante. On remarque gque ce b-idéal bilatére contient en général des
€léments qui n'appartiennent pas a4 1'idéal bilatére engendré par
(a1, cees an). Ce b-idéal bilatére est toutefois pl;s petit que 1'idé-
al bilatére fermé engendré par By vee, B .
[I1 est bon de rappeler ici qu'une partie d'un espace vectoriel
est complétante si elle est convexe, €quilibrée, et si sa jauge est
une norme banachique sur l'espace vectoriel engendré. La fermeture

complétante d'une partie bornée B d'un b-espace est l'intersection

des bornés complétants contenant B. C'est un ensemble complétant]..

b. L'espace des germes de fonctions continues en un point non iso-
1é d'un espace complétement régulier n'a pas de topologie ni de borno-
logie naturelle. C'est le gquotient de l'espace des fonctions conti-
nues par celuili des fonctions continues nulles au voisinage du point
considéré. Toute fonction continue nulle en x peut €tre approchée
uniformément par une fonction continue nulle au voisinage de x.

Cet espace de germes est muni toutefois d'une structure naturelle de
"qQuotient de b-espaces'.

Tout germe &tant borné au voisinage de x, nous considérons

l'algeébre de Banach A des fonctions continues bYornée:. sur notre espa-
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ce topologique. Nous considérerons 1'idéal o des fonctions conti-
nues sur cet espace qui s'annulent_qu voisinage de x. Une partie

B de o est bornée si elle est uniformément bornée et si x & un
voisinage V sur lequel tous les €léments de B s'annulent. Il

est clair que le quotient A mod o est l'objet le plus rapproché

de l'espace des germes de fonctions continues que l'analyste fonction-
nel puisse manier ... pour autant qu'il puisse manier ce quotient bien

entendu.

c. On sait gqu'un espace a4 bornologie convexe séparée ne peut en
général pas etre complété, c'est-d-dire immergé dans un b-espace (cf.
o], [L]). 1I1 peut bien entendu &tre appliqué de maniére universel-
le dans un espace bornologique complet, mais cette application n'est
pas toujours injective.

Des quotients d'espaces bornologiques convexes séparés se définis-
sent exactement comme ceux d'espace d& bornologie complétante. Les
quotients d'espaces a4 bornologie complétante sont des quotients d'es-
paces bornologiques convexes séparés particuliers.

On montre [ 6 ] que la complétion d'un espace bornologique convexe
séparé est une immersion de l'espace donné dans un g-espace. La
complét?on d'un quotient d'espaces bornologiques séparés n'est bien
entendu pas une immersion. On n'a qu'a songer au cas ol E est un
espace de Banach et Eo un sous-espace normé dense. Le bon sens, et
les falts veulent que le complété de E mod Eo soit nul, alors que
E mod EO n'est pas nul.

Le premier exemple construit de b-espace non complétable est celui
des "germes de polyndmes nuis & 1l'origine". C'est l'espace des poly-
nomes nuls 4 l'origine, une par-ie de ‘cet espace €tant bornée s'il
exliste un voisinage de 1l'origine sur lequel elle est uniformément bor-

£ " 2 Z 1t :
nee, Le "complété de cet ectpace bornologique convexe dans lsa catégo-
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Le but de ce paragraphe est la démonstration du

~

Théoréme 2.1. Il existe une catégérie q qui contient q, & les

mémes objets que q, et est telle que les pseudo-isomorphismes de q
soient des isomorphismes de gq. Un foncteur ¢ : q > KX de q dans
une autre catégorie se prolonge & q si et uniquement si il applique

les pseudo-isomorphismes de q sur des isomorphismes de IK. Le

prolongement est unique s'il existe.

Le théoréme 2.1. détermine bien évidemment la catégorie q & un

isomorphisme prés, si une catégorie telle que q existe.

2.2. Définition 2.4. Un b-espace est libre s'il est isomorphe

& une somme directe d'espaces de Banach, chacun isodorphe & ﬁl(xi)
pour un ensemble Xi convenable. (Une partie d'une somme directe est
bornée si elle est contenue dans une somme finie de parties, chacune

bornée dans un des termes de la somme directe). ¢

Lemme 2.1, Pour tout quotient banachique E|F on peut trouver un
quotient banachique E'|F' avec E' 1libre et un pseudo-isomorphisme’

E'|F' = E|F.

C'est évident, tout b-espace est isomorphe & un gquotient de

b-espace libre. Soit donc E' 1lidbre et u : E' > E Dbornologiquement
surjective (telle que 1'égalité E = u1E' soit une égalité d'espaces
bornologiques). Soit F' = E:F avec la bornologie image réciprogue.
Le mcrphisme wu : E'|F' E|F induit par u est ur pseudo-isomor-
pkisme.

Lemme 2.2. Soient E;{F', Eé!Fé, Eeng des g-espaces avec E{ litre.
Soit s : EélFé -+ E2|F2 un pseudc-isomorphisme. L'application

u' - s o u' est une bijection de 1l'espace des morphismes stricts de



dans EéIFé avec celui des morphismes stricts de E;]F: dans

La démonstration du fait que cette application est injective

. . - -~ 1 . . 1 s
n'utilise pas l'hypothése que E1 est lidbre. So1it u, une appli
cetion induisant u' et s une application induisant s et telle

= E2, Fé = EiFg. Supposons que s ©o u' = 0, donc que

1)
2
s ou;E.C(E;, F

1 2

partie bornée de Eé, telle que sj(u;B) soit bornée dans F,. Comme

que sjE

). Pour tout B Dbvorné& dans E), ul(B) est une

Fé = E:Fz, nous voyons que u;B est borné dans Fé, que
u} € £(E;, Fé) et u' = 0. .
Soit alors u : E;!F; - E2!F2 un merphisme strict et
u, E{ - E1 un morphisme de biespaces déterminant le morphisme u.
Du feait gque E; est libre et que le morphisme s, ¢ Eé -+ Eg est

bornologiquement surjectif, nous voyons (en appliquant 1l'axiome du

choix) que u, se factorise, u, = s, ° u;. De nouvedgu, si B est
borné dans F;, s;(u;B) est borné dans F mais B est borné dans g}
- ‘1 . . P -

donec B est borné dans s1'F2 = Fé. L'application u; détermine un

. [ [ [N ] ] = [
morphisme u' : ETIF1 E2 F2 et u s o u',
Lemme 2.3. Un pseudo-isomorphisme s EyIFy T E, F, est un isomor-
phisme de q s1 El est libre.

Le lemme 2.2. montrec que l'application u' P s o u' est une bi-
jection de l'espace des morphismes stricts E.'IF1 - E{{F; avec celuil

des endomorphismes stricts de E;’F1' A 1'automorphisme identique

de E. |F

: correspond un morphisme strict E1|F - E!!F;, qui, on 1le

1 1

voit immédiatement est un inverse bilatére de s.
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Lemme 2.4. Soient s,: U,|V, *‘E1IF1, S, t E2|F2 - U2[V2 des pseudo- .
isomorphismes. L'application u " §, © U ©° s, est une injection de
l'espace des morphismes stricts de E1|F1 dans EZIFQ, dans celui des

morphismes stricts de U,iv, dans U2[V2.

C'est immédiat. On suppose que S, °© u o s, = 0 et on veut mon-
trer que u = 0. On choisit des applications s; : U1 - E1, sé : Ez *U‘
et u' : E1 g E2 induisant les morphismes S;s Sps U. On suppose que
s'1U1 = E1,_géV2 = F2 bornologiquement, c'est possible puisque s, et
S, sont des pseudo-isomorphismes.

Soit B ©borné dans E1, nous voulons montrer que u'B est borné
dans F,. Choisissons C Dborné dans U, tel que 's;C = B. On e
sé ° u' o s%(C) borné dans V2, done sé(u'B) borné dans F2. L'en-

semble u'B est donc une partie bornée de E2 appliquée par s, sur

une partie bornée de F2, c'est une partie bornée de F2. Le résultat

est établi.

: . . — -
Lemme 2.5. Soient s, : E1|F1 > E|F, s, E2|F2 E|F deux pseudo
isomorphismes. Il existe un quotient banachique U|V et deux pseudo-
isomorphismes t, : U|V = E1IF1, t, ulv > E,|F, tels que

s1 o t1 = 52 o t2.

Comme dmabitude nous choisissons des morphismes de b-espaces
s% : E, > E, sé : E, 7 E, qui sont bornologiquement surjectifs (tout
E

borné de E est l'image d'un borné de E1 ou de 2) et induisent

les pseudo-isomorphismes Sys Sy Nous définissons
= € ' - (S
u {(x1, x2) E, x E, s 1%, s3%, F}

une partie B C U é&tant bornée si elle l'est dans E1 x E2, et si

{s!x, - stx, | (x,, x,) € B}



est borné deus
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F. Et V S U sera l'espace vectoriel F1 x F2 avec

la bornologie produit. Nous appelons enfin t;, té les restrictions

~

4 U des projections (x’, x2) > X, (x1, x2) »x, de E, x E, dans
E1 et E2.

t; et té induisent évidemment des morphismes stricts
t ulv E1]F1, t, ulv - E2|F2. Le b-espace U a t& construit
de maniére telle que s; ° t; - s o té € L(U, F), donc que
s, 0° t1 =8, 0 t2’

Il reste 4 montrer que t1 et t2 sont des pseudo~-isomorphismes.
Soit B1 borné dans E1, s1B1 est borné dans E. Soit B2 borné
dans E2 tel que 52B2 = s1B1. Soit .

= (S =
B {(xl, x2) B, X B, I 5%, 52x2}

On voit que B est borné dans U. Et tiB = B, puisqu'il existe

X2

'
t1

€

B2 tel que

- . , . .
S,%, S, X, quel que soit x, € B1. L'application

est donc bornologiquement surjective.

Soit enfin

Considérons t.'B

B borné dans U et tel que t;B soit borné dans F,.

. C'est une partie bornée de E, dont 1l'image par s

2
] t - ' ' [ ) | - ' o '
s, © teB (s1 o t1)B + (82 t2 s} t1)B

est bornée dans F. Done téB est bornfe dans F2 et B 1l'est dans
F, X F,. (Rappelons que t} et t) sont les restrictions & U des
*rO' tin X - - x - A
projections E1 E2 E1, E, E2 E2)

Nous voyons donc que t, est un pseudo-isomorphisme, et pour la
méme raison gque t2 en est un.

2.3. Pour établir le théoréme 2.1., on associe a4 chaque q-espace
E|F un q-espace E'|F' avec E' 1libre et un pseudo-isomorphisme
s E'|jFr — E|F. Les lemmes 2.2, 2.3, 2.4 montrent cu'd tout morphisme strct
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u E1|F1 - E2[F2 on peut associer un morphisme strict unique
;& (—
a' E;[F{ - EélFé de mani&re telle que s, o u' = u o s,

Nous définissons ¢ : d— q en posant ¢(E|F) = E‘}F' et

- = ! ' ; A
$(u) = u'. On a &v o u) v' o u si u: E |F, > E, [F, et
v o EEIFE'* EB'FB sont des morphismes stricts. En effet

vou?os, =vVos,o u' = S5 © v' o u!

En d'autres mots d est un foncteur.

Pour chague choi x de E1[F1, E2|F2 on voit que ¢ est injectif

de oq(E,[F,, B, |F,) dans oq(E] . BJ|F}). Llespace gq(T |7, ,E,|F,

contiendra par définition gq(E1|F E?|F2) et sera en correspondance

bijective avec oE(Ele;, Eé[Fé), 42 l'inclusion

calE, |F,, E,|F,) ¢ oalE, |F,, E,|F,)

correspondant l'injection u -—->u',

oq(E, [Fy, E,|F,) - oq(E}|F}, EJ|FS)

La composition

Fys EplFp) x 0al(By[Fyy Bo[F3) o galB |Fy, B |Fy)

oq(k,
sera définie 4 partir de la composition

oq(E!|F!, EJ[FL) x oQ(ES|F

n g 1 [] 1
SF4 s Eé,?é) N Gq(z;(p1, E3|F3)

1
2

par transport de strycture de maniére évidente.’

~

Avec ces définitions, q est une catégorie qui contient gq.

~

Montrons que les pseudo-isom¢rphismes de q sont inversibles

dans q. Soit u : E1|F1 - EQIF? un pseudo-isomorphisme. La compo-
sée u o s, EN[F] *‘E2|F2 est un pseudo-iscmorphisme. Considérone
alors le i : ! ' s e 2. =

morphisme s, : E2]F2 ~ E,|F,. Le lemme 2.2. montre que s,

se factorise
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= o '
82 u s1 oV

~ . ' : s ' = ' ]
ou v' : Eé Fé I E;IF1 est un morphisme strict. A v' € cq(Eele,E;]

correspond Vv €EUq(E2|F2, E1|F1). 11 est clair que v est un inverse

bxj

'
1

de u.
Il est évident que l'extension 8 q d'un foncteur Y : E - K
est unique si elle existe. L'é€lément u € 0q(E1|F1’ E2IF2) se factoris
- \ -1
u =38, °u' o s,
et u' sont des morphismes stricts. Le foncteur Yy gdéter-

51, 82,

mine ?(51), W(sa), et Y(u') donec W(é:‘) également.

Il reste 4 montrer que l'extension existe. Scit u un morphisme

-1

de q. Nous pouvons factoriser u = u, o s, ol u

1 est un morphisme

1

strict, et s, : E1|F1 -+ E|F est un pseudo-isomorphisme, avec E

1 1

libre. Si ¥ est un foncteur qui applique les pseudo-isomorphismes

sur des isomorphismes nous pouvons définir
v, () = ¥(u)¥(s )7

pour autant que le second membre ne dépende pas de la factorisation de

u.
. ' -1 -1 . e .

Soit done u = u, o s1 = u, ° S, . Considérons les morphismes
s . E . 3 P
S 1!F1 - ElF, S, ¢ EQIF2 - EIF avec E1 et E2 libres. Le lemme
2.%. fournit des pseudo-isomorphismes t, o ulv = E1!F1, ts ulv - E2|F
2 = s, © . E 1i
els que s, © t1 5 t2 Les espaces El’ 5 sont libres. Le

- ~

..1e 2.3. montre que t, et t, sont des isomorrhismes de q.
-1 -1

= o 3 = 1
De s, © t1 85 t2 on tire s2 ° s, tg o t1 . Par agilleurs
U1 = u o sl’ u2 = u o 52, donc u1 ° t1 = u2 o t2 et
u, = u, © t, o t !
1 2 2 1

1 L ~
1s Yo, t2 et t1 appartiennent & q, nous avons



¥(u,) = ¥(uy)¥(t)¥ (L] ")

et
Y(u)¥(s,)7" = ¥(u)¥(t)¥(t,) "¥(s )"
1 1 2 2 1 1
-1
= W(u2)w(t2)W(s1 ° t.)
- -1
= ¥(uy)¥(t,)¥(s, o t,)
_ -1
= Y(uz)W(se)
L'application ¥, est bien définie.
Il reste 3 montrer que W1 est un foncteur. Soient
. -5 . - 3 =4 ~3
u, : E1|F1 E2]F2, u, E2|F2 E3|F3 des morphismes de la catéegorie
3 1 LI 2 . ' 1 -
Q. Soient s, E1|F1 E1|F1 et 8, EQIF2 *’EEIFZ des pseudo
isomorphismes avec E) et Eé libres, puis uy = d, °© s,, ul = u, o S
Nous voyons que u; et ué sont des morphismes stricts, et
u, = u! o 3-1 u, = ul o 5-1
1 1 1. T2 2 2
Le fait que 5, soit un pseudo-isomorphisme et que E; soit
livre nous permet de factoriser wuj = s, © uy (lemme 2.2.), on a don¢
- " -1
u, = S, © uy o Sy et
u, o u, = ul o u" o s
2 1 2 1 1
Bien entendu, u; ° uq est un morphisme strict,

v, (uy o uy) = ¥(uy)¥(u)¥(s )7

Comme wu! = s, o u! et comme W(se) est inversible, nous avons

2 1

— -

¥(s,) '¥(ul) = ¥(ul)

donc

Yluy o uy) = ¥(ud)¥(sy) ¥(ully(s,)”

et W1 est un foncteur.
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~

2.4, Théoréme 2.2. Soient ¢ et Y deux foncteurs de gq dans

une catégorie IK, qui se prolongent tous deux & gq, soient ¢1, ¥,
ces prolongements. Soit H : & - Y un homomorphisme de foncteurs.

Alors H est un homomorphisme du foncteur ¢1 en le foncteur W,.

C'est évident. Tout morphisme u de la catégorie q se factorise

u = u' o 8
L'homomorphisme de foncteurs H détermine pour tout g-espace E|F

un morphisme de la catégorie IK,

Hy | p ®(EJF) = Y(E|F)
et nous supposons, si u' : E"|F" > E'|F' est un morphisme strict, que
HE’IF': (u') = Y(u')HEanu .
De méme si s : E"|F" ®* E|F est un pseudo-isomorphisme, et si &(s)
et Y(s) sont inversibles
$(s)” H_{_ = H_,j_n¥(s)""
E|F E"|F"

ce qui implique bien la relation

Ho (e S(u)e(s)™ = ¥(u g pnd(s)”
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3. Compléments linéaires.

3.1. On associe naturellement & un gq-espace E|F 1l'espace vecto-
riel quotient o(E|F) = E/F. Si u est un morphisme strict E|F>E'|F'.

induit par le morphisme de b-espaces u E > E', on associe & u 1l'ap-

1 H
plication linéaire ou : x + F = u,x + F' de o(E|F) dans g(E'|F").

I1 est clair gue O est un foncteur gq > g, et que Ou est une

transformation linéaire inversible si u est un pseudo-isomorphisme.

Définition 3.1. Le foncteur o : q > E.V. décrit ci-dessus sera appelé

le foncteur "espace vectoriel sous-jacent™.

Les seuls qg-espaces nuls, isomorphes a l'espace. 0lo, sont les g-
espaces EIE. Des q-espaces ElF non nuls peuvent avoit un espace vec-—
toriel sous-jacent nul. Moyennant un abus de langage souvent commode
"il est possible de mettre une g-structure non triviale sur l'espace
vectoriel nul", Il suffit pour cela de prendre un b-espace E, puis
de prendre le méme espace vectoriel, avec une bornologie complétante
strictement plus fine que celle de E, soit F ce nouveau b-espace.
Alors E|F est un g-espace non nul, mais o(E|F) est l'espace vectorie!
nul.

On distingue les q-espaces en introduisant le foncteur B(X, E|F).

31 X est un ensemble et E un b-espace, B(X, E) est l'espace vecto-

riel des applications f : X * E telles que fX soit borné dans E.
Urne partie B C B(X, E) est bornée si elle est &quibvornée, si Usesn £X
¢35 une partie bornée de E. Si F est un sous-b-espace de E, B(x, F)

est un sous-b-espace de B8(X, E). On définit
B(x, E|F) = 8(Xx, E)|8(X, F)

Soit ensuite wu : E|F - E'|F' wun morphisme strict, induit par un

morphisme de b-espaces u, : E > E'., XNous associons & u un mecrphisne

1 1
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de b-espaces B(X, E) > B(X, E') appliquant f sur v, °© f. Ce mor-

phisme induit évidemment un morphisme strict
B(x, E|F) = B(X, E'|F")

qui ne déperd que de u, pas du choix de uy induisant wu, et gque nous

appellerons B(X, u).
Ainsi défini, B(X, .) est un foncteur gq > q. On vérifie immé-

diatement que B(X, u) est un pseudo-isomorphisme si u en est un.

Jéfinition 3.2. B(X, .) est le foncteur q > q que l'on définit en

associant au gq-espace E|F 1le g-espace B(X, E|F), et au morphisme

strict uw : E|F > E'|F' 1le morphisme strict B(X, u) décrit ci-dessus.

Zroposition 3.1, Le g-espace E|F est nul si l'espace vectoriel

o8(X, E|F) est nul quel que soit X. Le morphisme wu € oq(E|F, E'|F')

est nul si O0B(X, u) 1l'est quel que soit X.

Les propriétés fonctorielles de 0B8(X, .) impliquent d'abord que
oB (X, E!F) est nul si EIF est le gq-espace nul, et que oB(X, u) = 0
21 u = 0. Si ElF n'est pas le gq-espace nul, E posséde au moins une
partie tornée X qui n'est pas bornée dans F. L'application identique
de X dans E est un élément de B(X, E) qui n'appartient pas &
B(X, F), oB(X, E|F) n'est pas l'espace vectoriel nul.

Si u : E|F > E'|F' est un morphisme strict non nul, il existe X
el que oB(X, u) ¥ 0., Soit en effet wu, : E > E' une application in-

1

cuisant u et soit X borné dans E tel que u1X ne soit pas borné

Pl ]

dans E L'inclusion i : X = E appartient & RB(X, E) et détermine
un élément de oB(X, E|F) dont 1l'image par oB{X, u) n'est pas nulle.

i u : EIF d E'[F' est un morphisme non nul de la catégorie aq,

nous trouvons E1IF1 avec Eq 1libre et un pseudo-isomorphisme

s 1 B lFqy 7 2|F. La composée u o 3 est un morphisme strict non nul.
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I1 existe donc f € oB(X, E1]F1) tel que
oB(X, u o s)(f) #0

Mais, posant o0B(X, s)(f) = f on a

1’
oB(X, u o s)(f) = oB(X, u)(f1)

La proposition 3.1. est donc &tablie.

3.2. Il faut parler également des propriétés fonctorielles de
B(X, E|F) en fonction de X.

On définit naturellement un foncteur £1 : Ens = Ban (de la caté-
gorie des ensembles dans celle des espaces de Banach avec pour morphis-

mes les applications linéaires bornées), associant 34 l'ensemble X 1l'es

pace de Banach 11(X), et & 1'application ¢ : X = Y~ l'application 1li-

néaire bornée e, 81(X) - 21(Y) définie par
= Z
(‘p1(u))y ‘p(x)=y uX
lorsque (ux)XEX € E,(X).

I1 est clair que B(X, E|F) est isomorphe a q(£1(X)[O, E|F).
Par ailleurs, & toute application lin€aire bornée 21(Y) - £1(X) cor-’
respond un morphisme 0q(l1(X), E|F) - 0q(£1(Y), E|F), donc
oB(X, E|F) - oB(Y, E|F).
Les applications linéaires bornées 11(Y) - 51(X) correspondent
)

aux matrices ( telles que

ayx x€X,y€Y

supyEY erx la'yxI <®

On définit une catégorie £1 ayant les mémes objets que Ens, mais
dont les morphismes Y = X sont les matrices décrites ci-dessus, la

composition des morphismes €tant la multiplication usuelle des matrices.

(b.a) =X b a
zZx y zy yx



En fonction de X, nous avons vu qgque B &tait un foncteur

21 .
£, x @ > q et que 0B est donc un foncteur &, x g > E.V. i

-
(o)
o3

est la catégorie opposée & 81.

3.3. En théorie des catégories, on dit que wu : E|F - E'|F' est
un monomorphisme (est monique) si de uw o v = 0 on tire v =0 (lors-
que u et v sont composables). Par contre u est un épimorphisme

(est épique) si la composée v o u ne peut s'annuler que si v s'an-

nule, la composée étant supposée exister bien entendu.

-

Proposition 3.2. Le morphisme u : E|F - E'|F' est monique si et

uniquement si 0B(X, u) est injectif quel que soit X. Il est épique

si et uniquement si oB(X, u) est surjectif quel que soit X.

Supposons d'abord o08(X, u) non injectif. Il existe donc

f o £1(X) > E|F tel que u o f : £1(X) > E'|F' soit nul, alors que
f ne l'est pas. Et u n'est pas monique.

Supposons que u ne soit pas monigue. Soit v : E1]F1 e E{F
un morphisme non nul tel que u o v = 0, Soit E2 libre tel que E1
soit un quotient de E2 et v, E2 -+ E|F 1la composée des applica-
tions quotient E, >E,, E, E1lF1, et de v. La composée E, 7 E1IF1
est évidemment épique, comme v ¥ O on a v, #* 0.

L'espace libre E2 est une somme directe d'espaces, chascun iso-
morphe & £ (X.) opour un ensemble X;. L'espace oq(E2, E|F) s'iden-

1 1

tifie avec le produit des espaces oa(£,(X.), E|F), donc des espaces

GB(Xi, E|F). A V, correspond une famille de v, ; chaque
v2.i S OS(Xi. E]F), un au meins est non nul puisque Vs, #* 0, Maig
W Vvp =0, ce qui montre que OB(Xi, u)(v2 i) est nul pour tout i.

Nous avons trouvé un ensemble X; tel cue oB(Xi, u) ne soit pas

injectif.
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Supposons ensuite oOB(X, u) ncn surjectif. Si u est un morphisme
strict, soit u induit par u, E > E', nous ne pouvons pas avoir
1'égalité des espaces bornologiques E' et w,E o+ F' (une partie de ce
dernier espace est bornée si elle est contenue dans uTB + B' avec B
et B' Dbornés respectivement dans E et F'), L'identité E' - E!
induit un morphisme striect E'|F' E'iu1E + F', qui n'est pas nul,

sinon les parties bornées de E' 1le seraient dans u,E o+ F' et

oB(X, u) serait surjectif. Mais la composée de u avec ce morphisme

est nulle, u n'est pas épique.

Si u n'est pas un morphisme strict, u = u, °© s ou s est un
pseudo-isomorphisme et u, est strict. Comme oR(X, s) est bijectif,
oB(X, u1) n'est pas surjectif, u, n'est pas €pique,_ et u ne l'est

pas non plus.

Supposons enfin gue u ne soit pas épique. Soit v : E!'|F' - E, F,
non nul et tel que v o u = O, Considérons d'abord le cas ol u €t
v sont des morphismes stricts. Soient U,y vy des morphismes E =+ E',

E' = E1 induisant u et v respectivement, v, ° u, est une applica-
tion linéaire vornée de E dans F'. Mais du fait que v # 0, E'
possCde une partie bornée X telle gue v1X ne soit pas bornée dans E'
Cette partie n'est égale & wu,Y + B pour aucun Y borné dans E ni
aucun B borné dans F'. En effet, v1(u1Y + B) est borné dans L
L'napplication identique de X dans E' définit un €lément de
ob(X, E'|F') qui est hors de l'image de 0B(X, E|F).

Dans le cas général, lorsque u et v ne sont pas des morphismes
stricts, nous trouvons des gq-espaces ulv, U'|v', isomorphes & E|F et
£'|F' ¢ans 1la catégorie q, avec U, U' libres. Aux morphismes

u: E|F »E'|F', v : E'|F"' *-E1]F1 correspondent des morphismes

u, : Ujv =u'|v', v ,» Vv, sont

1 u'jve *’E1IF1. Les morphismes u

1

# 0, v, ©o u, = 0, il existe done X tel gue

stricts, v 1

1
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gB(x, Ulv) =~ oB(X, U'|v') ne soit pas surjectif, et pour un tel X,
oB(X, E[F) -+ gB(X, E'IF') ne peut pas non plus €tre surjectif.

Soient E et E' des b-espaces, soit F' un sous-b-espace de E',
et soit u : E > E' une application linéaire bornée. Nous nous rappe-
lons que l'image réciproque u"F' a pour éléments les x € E tels que
ux € F' et pour bornés les B bornés dans E tels que uB soit borné
dans F'., L'image uE a pour éléments les wux, x € E et pour bornés
les ensembles uB, B Dborné dans E.

Nous aurons également besoin de 1l'espace uE + F'. Il a pour é€1lé-
ments les ux + y, x € E, y € F' et pour bornés ies ensembles B C uB, + C

avec B1 borné dans E et C Dborné dans F',

-

Proposition 3.3. Un morphisme strict u : E|F > E'|F' induit par

u, + B E' est un monomorphisme si, et uniquement si on a l'égalité
. =1, . P . . .
des espaces bornologiques F = u1F . C'est un épimorphisme si, et unique-

ment si E' = yuk + F',

-1 . -
Supposons F # u1F'. On a une partie bornée X C E telle que uTX

Y . - . P . . . .
"soit borné dans F', mais X non borné dans F. L'application identique
X > E définit un él1ément non nul de oR(X, E|F) dont l'image par

oB(X, u) est nulle.

Supposons ensuite F = Q:F'. Soit f € oB8(X, E[F) tel que
oB(X, u)(f) = 0. On voit que u1(f1x) est borné dans F' si £, est
un &lément de 1la classe d'équivalence f € 0B(X, E)/0B(X, F). L'ensemble
f1x est borné dans E, son image par u, est bornée dans F', donc f1K
est borné dans E:F'. Mais EIF' = F, £, X est borné dans F et £ = O.
§1 u est un épimorphisme, o0B(X, u) est une surjection

/-y — . .
uB{X, E|F) — o8(X, E'|F') quel que soit X. Si X est par exemple une
partie bornée de E', si g € OR(X, E'|F') est 1'élément de cet espace

o oS- 1 . N . -
induit par l'inclusion X = E', nous trouvons f € oB(X, E|F) tel que
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oB(Xx, u)(f) = g. BSoit ensuite £, € oB{X, E) un élément de la classe

d'équivalence f. L'application x > x - u1(f1x) a une image bornée

dans Ff, puisque u. ° f1 est dans la méme classe d'éguivalence que

l1'inclusion X > E', L'ensemble X &est donc borné dans uE + F'.
Supposons ensuite la condition vérifiée. Soit E' = ukE + F'.

Soit X un ensemble, soit g € oB(X, E'|F'). Soit g, un €1ément de

la classe d'équivalence g, g.X est borné dans E', donc dans u,E + F'.

1

Soit B Yborné dans E et B' dans F' tels que g1X - u1B + B!. Nous

pouvons choisir pour tout x € X un f1x € B et un h,x € B' tels que

B4X = u1(f‘x) + h,x. L'application f,+ X > E détermine un

t € oB(X, E|F) et oB(X, u)(f) = g.

Proposition 3.4. Un morphisme est un isomorphisme s'il est & la fois

nonique et &pique.

-~
On se ram€ne au cas ou le morphisme est strict en remplagant

E|F par un q-espace isomorphe que nous appellerons encore E|F. Le

morphisme u : E|P - E1 F1 est induit par une application u E ~* El‘

1

N _ -1
Nous supposons que E1 = u1E + F‘, et que F = u1F1.

Nous considérons alors le g-espace E & F1|F ® F, et les morphis-

mes stricts s, : E @ F,|F ® F, > E[F,

1 Ee F|FeF, *E[F in-

52
duits par les applications linéaires x & y »> x, x & y > ux + y. Ce

sont des pseudo-isomorphismes. Le fait est dvident pour s de méme

1,

qu'il est clair que le morphisme t, : E|F > E @ F1IF ® F, induit par

l'application x ™ x & 0, E > E & F, est un inverse de s,.

nous tirons que 32(E ] Fl) = E,,

Du fait que u1E + F1 = E,,

dans les deux cas nous &avons une égalité d'espaces bornolcgiques. Pour
rontrer que B, est un pseudo-isomorphisme, nous devons montrer gu'une
partie bornée B de E & F1 dont 1l'image est bornée dans F1 est

ure partie bornée de F @ F1. La seconde projection de B est bornée
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dens F1 (puisque B 1l'est dans F ®& F1). Sa premié€re projection

est une partie bornée de E, mettons B et

1’
u B, C {u1x +y| xey€B} - {y| xey € B}

est une partie bornée de F,, cette premiére projection est donc bornée

dang F = G:F et B est borné dans F & F1°

1’
La composée s, ° 8, =8, °t, estun isomorphisme de q. Mais

cette composée n'est autre que u.

3.4, Définition 3.3. Soit E|F un g-espace. Soit E' un sous-
b-espace de E qui a F comme sous-b-espace. (On a donc les inclu-
sions d'espaces vectoriels F C E' C E, chacune des inclusions est un
morphisme d'espaces bornologiques). Le g-espace E'lF sera dit etre
un . :us-g-espace de E|F, le morphisme E'|F ~ E|F induit per l'in-
clusion E' = E sera appelé l'injection canonique de E'|F dans E|F.
Le g-espace EIE' sera dit @tre un quotient du g-espace E{F, le mor-
phisme E|F = E|E' induit par l'identité E = E seras appelé la sur-
jection canonigue E|F - EIE'.

On obsérve d'abord que l'ensemble des sous-g-espaces E'|F de
E|F est un treillis L(E|F) associé & E|F. Si u : E|F - E,|F, est
un morphisme strict, induit par u, on &ssocie & u une application
L(u) : L(E|F) —>L(E1§F1) appliquant E'|F sur wE' + F |F.. L'ap-
plication L(u) n'est pas un morphisme de treillis (L(u) ne respec-
te pas les intersections latticielles) mais c'est une application croise
sante d'espaces ordonnés. On a L(u o v) = L{(u) © L(v). Et L(u)
est un isomorphisme lorsque u est un pseudo-isomorphisme.

Les treillis L(E|F) et L(E1[F1) sont de ce fait isomorrphes

lorsque E|F et E ; sont isomorphes dans la catégcrie q.

.
Il est clair que les morphismes quotients sont &piques, et que

les injections canoniques sont moniques.



Provosition 3.5. Tout morphisme de la catégorie q est le camposée

d'un morphisme quotient, d'un isomorphisme, et d'une injection canoni-
que. Un monomorphisme est la composée d'un isomorphisme et d'une in-

jection canonique. Un épimorphisme est la composée d'un morphisme

quotient et d'un isomorphisme.

Il suffit de considérer le cas ol le morphisme donné est strict.
Dans le cas général on remplacerait le g-espace E|F par un g-espace
isomorphe E1|F1. Il y a correspondance bijective entre les scus-q-

espaces E'|F de E|F et ceux de E1|F1 soit E{|F1- L'isomorphisme

de E|F avec E,|F

1IF, transforme l'immersion canonique E'|F = E|F

en 1l'immersion canonique E!‘IF1 - E1|F1. De méme, il y a une corres-

pondance bijective entre les quotients E|E' de VIF et ceux V1{E'

o A 1

de E‘|F1, l'isomorphisme de EIF avec E IF

11F, transforne l'épimor-

phisme quotient E|F = E|E' en 1'épimorphisme quotient E”F1 - E1lE;.
Et si w : E|F - E'|F' est strict, induit par u,, on factorise
u=13iou'"os ol s est l'épimorphisme quotient E|F *’EIG:F', ol

i est 1l'immersion canonique u,E + F'|F' > E'|F', et ol u' est le

merphisme

E|ajF' = uE + F'|F!

induit par l'application x M u,x de E dans uE + F'. Le morphisme
u' est effectivement un isomorphisme (la proposition 3.3. montre qu'il
est monique et épique, la proposition 3.L4. dit qu'il est alors un iso-
morphisme).

Catégoriquement, on dit que deux monomorphismes sont €quivalents
lorsque chacun est la composée d'un isomorphisme et de 1'autre mono-
morphisme. Les sous-trucs sont soit les classes d'équivalence de mo-

nocmorphismes, soit des monomorphismes convenablement choisis, un par

classe. Nous pouvons prendre ici comme sous-trucs de E}F les immer-



34, -

gions canoniques E'IF - E'F de sous-gq-espaces,

Les trucs quotient se définissent dualement. Deux épimorphismes
sont équivalents lorsque chacun est ia‘composée de l'autre et d'un
isomorphisme. Les trucs quotient sont des €pimorphismes convenables,
choisis, un dans chaque classe. Nous pouvons prendre ici comme trucs
quotient les &pimorphismes canoniques E[F *‘EIE‘ sur des g-espaces
quotient de E|F.

Le noyau d'un morphisme u : EIF - E1IF‘1 est un sous-truc
i E'IF - EIF tel que u o i = 0, et tel que tout morphisme
v o E2|F2 -+ E|F vérifiant la condition uw © v = O se factorise
ve=v,®° i. Le conoyau de u est un truc quotient s : EHF1 - E1 E;
tel que s o u = 0 et que tout morphisme v : E1|F1 *’E2|F2 tel que
vou=0 sge factorise v = v, ° s. La coimage d'un‘horphisme est
le conoyau du noyau. L'image est le noyau du conoyau.

Rien n'assure, dans une catégorie additive, que tout morphisme
ait un noyau, ni un conoyau. Un morphisme ne peut avoir de coimage
s'1l n'a pas de noyau, ni d'image s'il n'a pas de conoyau. Un mor-
phisme possédant une coimage et une image est la composée d'une appli-~
cation quotient, d'une application de la coimage dans l'image, et
d'une injection. L'application de la coimage dans l'image est un épi-
rorphisme et un monomorphisme, ce qui n'implique pas en général qu'elle

soit un isomorphisme.

Proposition 3.6. Dans la catégorie q, tout morphisme o un noyau et

un conoyau. Le morphisme de la coimage dans l'image d'un morphisme

est un isomorphisme.

On se raméne comme d'habitude au ¢as ol le morphisme

u : EfF > E'|{F' est strict, supposons u induit par u,. On voit

. P - 1
eisément que u1F' F est un noyau de u, que E'IU1E + F! est un
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conoyau, et gque :F' et u1E + F'IF sont respectivement l'image
et la coimage de u. FEt neus savons que le morphisme

G:F'gF -> ulE + F*|F' d&fini par u est un isomorphisme,
est une catfgorie

En d'autres termes, nous avons montré que gq

abélienne.
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L, Applications multilinéaires.

—— o — - ———— - - - -

4.1, On définit les applications multilinéaires dans la catégo=
rie q en définissant une structure de g-espace sur l'espace vecto-
riel des morphismes d'un g-espace dans un autre. Une application bi-
linéaire de &1 x &2 dans & s'identifie avec un morphisme de &1
dans le gq-espace des morphismes de &2 dans &. On doit bien entendu
vérifier (ce sera €vident dans notre cas) que les espaces d'applica-
tions multilinéaires ont les propriétés souhaitées.

Une "structure de g-espace'" est définie sur un espace vectoriel
V par un isomorphisme de V avec 1l'espace vectoriel sous-jacent

g& d'un g-espace &,

Soient E|F et E'|P' deux q-espaces.

Définition 4.1. q(E|F, E'|[F') est le g-espace

a(E|F, E'|F') = QU(E|F, E'|F') [T°(E|F, B'|F')

ol E‘(EIF, E'|F') est le b;espace des applications linéaires bornées
de E dans E' dont la restriction & F est une application liné-
aire bornée de F dans F', B Cq°(E|F, E'|F') &tant bornée si B
est un ensemble équiborné d'applications E — E' ayant pour restric-
tions & F un ensemble équiborné d'applications de F dans F',
tandis que EO(EIF, E'|F') est le b-espace des morphismes de E dans
F' avec la bornologie €quibornée.

~
~

Ainsi défini q est un foncteur q¥ x @ - q, on associe immédia-

tement des morphismes stricts
a(E|F, E'|F') = q(U|V, U'|V")

& des morphismes stricts U|V = E|F et E'|F' - U'|V'. Cette défi-

nition de q est cohérente avec celle du foncteur ¢ et la notation
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oE(EiF, E'IF') pour l'espace des morphismes stricts ElF - E'IF’.

Définition 4.2. Par récurrence, q1(E|F, E'|F') = q(E|F, E'|F'), et

~ .o ' = (% - ! . owrlpe
qn(E1|F1,...,En|Fn ;i BE'|FY) a(E | F,, qn_1(E2|F2,...,un|Fn . 5'lEr))
On voit que q. = E1!~° ou Z‘(E |7 E|F_; E'|F') est
q q, a!%n n 1 T RN [P g
le b-espace des applications multilinéaires bornées de E, x ... x E
dans E' dont la restriction &
X X
Ey X ... X B, X F, X E, . % ... X E_

est pour chaque 1 une application multilin€aire bornée de ce pro-
duit dans F', tandis que qo(E1|F1,...,EnIFn H E‘]F') est le b-espace
des applications multilinéaires bornées de E, X ... xE_ dans F',

Chacun des deux espaces est muni d'une bornologie évidente.

L.2. Nous nous rappelons que Oq(E|F, E'|F') avait été défini

en associant 4 chaque g-espace EIF un g-espace pseudo-isomorphe

E1|F1 avec E, 1libre. L'espace oq(E|F, E'|F') é&était naturellement
isomorphe & OE(E1|F1, E;IF;).‘ La correspondance E|F = E1]F1 était
un foncteur de E dans E (associant au morphisme u : E|F — E'|F'
le morphisme strict u, i u1|F1 - E;IF; rendant le diagramme
E1|F1 - E}|F)
i 4
E | F - E'|F'

commutatif). Ce foncteur appliguait d'ailleurs les pseudo-isomorphismes

de g sur des isomorphismes de gq, il se prolonge donc en un foncteur
a 7 q.
Définition 4.3, Cela étant fait, nous définissons

a(E|F, BE'|F') = Q(E,|F,, EI|F!)



t

Ceci dit, q est un foncteur g% X q * q puisque gq est un
foncteur q¥ X g = g, et que la correspondance E|F - E1|F1 est
fonctorielle q = g. Et la composée des foncteurs ¢ et gq est

un foncteur q¥ X g = E.V. qui est bien isomorphe au foncteur oaq

introduit au paragraphe 2. Ce qui justifie la nctation.

4.3, Nous devons maintenant "plonger" q(E|F, E'|F') dans
q(E|F, E'|F'). ©Nous trouverons en fait pour chague E|F, E'|F' un

monomorphisme

Bglp,gr|Fr ° a(E|F, E'|F') = q(E|F, E'|F")

le systéme de ces monomorphismes &tant un morphisme de foncteurs,

Pour chaque g-espace E{F, nous avons donc déterminé un pseudo-~

isomorphisme E1|F1

strict induit par U, et considérons les diagrammes commutatifs

~+ E|F. Soit alors u : EIF = E'|F' un morphisme

U1
—_> 1
B, 5
{ {
U
E - E'
ol U, induit un morphisme strict E1|F1 *’E;‘F;. L'application U1

n'est pas déterminée univoquement par U, mais chaque U se reléwe

d'au moins une maniére, et U1 ne reléve le morphisme nul que si U1

applique E, dans Ker s{. Nous avons ainsi défini ure application,

T : g (E|F, E'|F') > q (. |F

™ 1 =™
1 u1lF1)/£<L1, Ker s})

1Fys
Cette application applique EO(E[F, E'|F') (c'est-d-dire 1l'espace
des applications linéaires bornées de E dans F') dans

EO(E1IF1; E;IF{)/L(E1,KGT $}). Ce dernier espace est d'ailleurs llinag
réciproque bornologique de EO(E]F, E'|F') par T,. De ce fait, T,

induit un monomorphisme

- o o™ ~1 - y 1 Y0 . 1t -
q(Elr,L'lF') -+ (q (E1Er1,E;|F;)/£(E1,Ker s;)l(q (E1|F1,L;!F;)/£\E1JH
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L'espace d'arrivée de ce monomorphisme est isomorphe dans la catégorie
q (il est "pseudo-isomorphe" dans q) & q(E|F, E'|F'). On a ainsi,

pour tous E|F et E'|F' une immersion de la catégorie ¢

TEIF,E"F' q(EIF, E'lF')*’q(ElFa E'!F')

I1 faut encore montrer que le systéme de ces morphismes est effec=

~

tivement un homomorphisme de foncteurs dans la catégorie q. C'est

une démonstration qu'il est plus difficile d'écrire que d'établir.
On part de morphismes stricts U|V = E|F, E'|F' > U'|V'. A ces mor-

phismes correspondent des morphismes U1|V1 > E |F E;lF; - U;IV%

1‘ 12

(si U1|V1, U;IV;, E1IF1, E;IF; sont des g-espaces pseudo-isomorphes
aux espaces donnés, avec Uu,, Ui, E,, E] libres). Les deux diagrammes
ulv urjve )
" X
Lou,lv, Uil vy
E[F E'|F' T
X | A\
1 ]
E,lF, E!l F
sont commutatifs., Tous les morphismes intervenant dans ces diagrammes

sont stricts.

On détermine en cherchant comment les &léments de

Tglr,E1| P

~1 < ~
q (E|F, E'|F') se reldvent dans gq (E1|F E

1 {IF;). On détermine de

méme en relevant les éléments de q'@U|V, U'|V') dans

Tulv,ur|v:
qw. v, ullve).

1 1

é1é -~ ‘ P ~1
Nous avons un é€lément de q1(U[V, E|F), un €élément de q (E!F, E'[FW
et E’(E']F', U'|v') (les premier et dernier de ces morphismes détermi-

nent les morphismes stricts U|V = E|F et E'|F' > U'|V' intervenant

. . . <
dens les diagrammes ci-dessus). Ces divers morphismes se relévent dans

~1 ~1 ~1
a (Uu,|v,, E,|F,), a (E;|F,, E}|[F]) et o (Ej[F], Uj[VI). Il est

clair gue la composée des morphismes relevés est un €lément de

N] K ~ ” -~
a (U1|V . U{]V%) qui reléve la composée (dans q(U|V, U'|V')) des

1
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morphismes donnés.

Et le diagramme

~

q(ElF, Esgptl; - q(:}lv’ U'h")
\ 4

) -+ q(U1tV1, U;Iv;)

est commutatif.

L, 4, Il reste & tirer une morale de nos définitiomns. L'algdbre
multilinéaire de la catégorie E n'est pas trop €sotérique. Mais elle
n'cest pas naturelle, su moins dans la catégorie q.

On cheisit pour chague g-espace E|F un q—espéce E lF1 pseudo-
isomorphe & E!F avee E? libre. Et on montre qu'il est naturel Qde

remplacer dans les considfrations multilinéaires les g-espaces donnés

initialement par ces q-espaces pseudo-isomorphes.
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5S.1. D&finition 5.1. Uzne g-algébre est un couple (ElF, m) ol

E|F est un g-espace et n € qu(ElF, E|F ; E|F).

'

ij

("]

- . N N . ! o -
D&dfinition 5.1'. Soient (E{F, m) et (E'|F', m') deux g-algdbres

Un élément u € oq(E|F, E'|F') est un morphisme de q-algébres si les

applications

oo (E|F, E|F ; E[F) = 0ay(E|F, E[F 3 E'[F')

oq, (E'|F', E'|F' 5 E'|P') ~ oa,(ElF, E|F ;3 E'[F")

gue l'on associe 3 u en tenant compte des propriétés fonectorielles de

P ”

0q, appliquent m et m' sur le méme €lément de oqz(ElF, E|F ; E'|F)

On voit qu'un isomorphisme de g-algébres est un isomorrhism

o]

de

v

g—-espaces qui transforme la multiplication de la premiére q-alge€bre en

celle de la seconde,

Rappelons qu'un b-idéel & gauche Q d'une b-algébre Q. est un

idéal & gauche de l'algdbre, avec une bornologie complétante plius T

pae

ne
que le bornologie induite par @, et telle que la multiplication

(a, x) » a.x soit une application bilin&sire bornée de Q x o dans c.
On définit de manisre analogue un b-idéal a droite et un b-idéal bila-
té&re. Si @ est une b-algébre et « est un b-idéel bilsteére, la
multiplication de & est un élément de 051(a|a, Qla ;3 0la). Et ré-
ciproquement, tout élément M € 051(O|G, ala ; QWQ) définit sur Q

une structure de b-algébre pour laquelle « est un b-idéal.

Définition 5.2. Si @ est une b-algébre et o un b-icdéel de G, la

q-algébre @]a est le g-espace Qla, avec la multiplication sur QJa

que la structure multiplicative de O y induit.
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On observe qu'une structure de q-algé€bre m sur aja est le
quotient de (@ &équipé d'une structure de b-algébre par son b-idéal
a exactement lorsque m € Gzz(ala, Qla 5 ala). Le b-espace Qla est
isomorphe & un b-espace Q1la1 avec Q. libre. A la multiplication
m sur Qla correspond par transport de structure une multiplicaticn

m sur a1la1. Et si Q1 est libre,

;
oapt@ oy, o lay 5 o la)) = ogylaylay, ajlay 5 alay)

Proposition 5.1. Toute g-algé€bre est isomorphe au quotient d'une b-

algeébre Q,1 par un b-idéal a,.

5.2. La composition (u, : S fk) - u(f1, cres fk) est,
ou induit plus exactement une application multilinéaire de
~ N 1 . ~ n " . ] ~ 1" 1" . [
qu(&1,...,&k ; &) x oq,. (811,...,&u_ : 81)x...xoqr (&k1""’&kr : &k)
1 1 k k
dans
oq (&Y .,...,&" ; &)
r1+...+rk 11 krk
On a défini les espaces qu, qu en associant aux g-espaces &,
&, ..., & &" e, &M des espaces I, ¥i{, 4" isomorphes
1! > r ? 11$ 2 kr p 9 1) 1j P k]
k k
9, 9!, 4" . é&tant chaque fois le quotient d'un espace libre par un sous-
i ij q

espace. Et par exemple
oq (&), ..., & ; &) =oq (41, ..., %! 5 )
De ce fait, la composition induit une application multilinéaire de

qu(&;,...,&' ; &) x oq_ (&" &qr

N (B s 81)x...x0q_ (8 &' &n

n
L] 9 0 0 0 o ’
1 Kk k1 krk k

dans

i " .
cqr1+...+r (&11""’8kr 3 &)

k k



Nous appellerons f(u,, e uk) 1'image de (f, Upy eees ux)
par cette application multilinéaire.
En particulier, soit (@, m) une g-algébre. Appelons id 1'ap-

plication identique de Q.

Définition 5.3. La g-algébre (Q, m) est associative si

m(m, id) = m(id, m)

Proposition 5.2. Le quotient d'une b-algébre A par un b-idéal o

est une q-algébre associative si, et uniquement si 1l'application

"associateur"

(a, b, ¢} = al(be) - (ab)e

-

est une application trilinfaire bornée de A X A x A dans «a.

C'est immédiat. L'associateur induit 1'élément m(id, m) - mf{m, 1

de 0q3(AIa, Ala, Ala 3 Ala).

Proposition 5.3. Toute g-algébre associative est isomorphe au quotient

d'une algébre associative par un idéal bilatére.

La q-algébre donnée est de toute fagon isomorphe & un quotient' Ala
ol A est une b-algébre et o« est un b-idéal bilatére.

B sera alors la b-algébre ;1(A|a, Ala) des applications liné-
aires bornées de A dans A dont la restriction & «a est une appli-
cation bornée de o dans a, avec la bornologie usuelle. On sait que
B est une b-algébre associative, et B est un b-idéel bilatére de B

si
B = £L(A, a) = q°(Ala, Ala)

La représentation régulidre gauche applique a € A sur ta € B

défini par
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ta(x) = a.x

Appliquant le fait que A est une bfglgébre et que o est un b-idéal
& gauche, nous voyons que t applique A dans B et epplique les par-
ties bornées de A sur des parties bornées de B. Et, du fait que «
est un b—-idéal a4 droite, nous concluons que t applique o dans B
et applique une partie bornée de a sur une partie bornée de B, donec
que t induit un morphisme de g-espaces A|a B[B.

t est un "homomorphisme de A dans B modulo B", c'est-d-dire,
l'application (a, b) » t(a.b) - ta.tb est une application bilinéaire

bornée de A x A dans PB. C'est €vident
(t(a.b) - ta.tb)(x) = (ab)x - a(bx)

est un associateur et A est associative modulo «a.

I1 en résulte que tA + B est une b-algdébre. Soient C1, C; bor-
nés dans A et C2’ Cé bornés dans B. Nous devons montrer que
t 1 C " "
(tc, + C)(tc) + ¢cl) C tcy + c)
oll Cq est borné dans A et 'Cg dans B. Mais
tc,.tCy C t(c,.cy) + {tx.ty - t(x.y) | x € C,» v € C{}
et
' ' = ' ] ¢ ' ! '
(tc, + c,)(tcy + cl) tC,.tCl + tC,.Cl + C5.tC) + CJ.C/

De toute fagon, t induit un épimorphisme Aja = (tA + B)|R. 8i
A posséde une unité, t induit également un monomorphisme, donc un iso-=
morphisme. En effet, ta ne peut appartenir &8 B que si ta(1) = a
appartient & ao. L'ensemble tC ne peut étre borné dans B que si
tC(1) = C 1'est dans «a.

81 A ne posséde pas d'unité, on adjoint une unité & A, ce qui

fournit une b-algébre A, contenant A et dans laquelle o est encore
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. ~1 _ 5
un idéal. On définit B, = q (A1|a, A1iu) et B, = £(A1’ a), puis.

t : A1 - B

On voit que t1A + B|B est une sous-alg@bre de B|8,
1

1

isomorphe & Ala. Et t1A + B est-une algébre associative.

3

5.3. Les espaces vectoriels 0q2(&1, & ; &) et cq2(&2, & 3 &)
sont naturellement isomorphes. On a de ce fait un isomorphisme de
oqz(&, & ; & avec cq2(&, & ; &) correspondant 2 la permutation
" des arguments. Bien entendu, qu(a, & ; & s'identifie avec

UQ(‘(;’ Q(aa &))0

A la multiplication m dé&finie sur une g-algdbre correspondent

ainsi deux morphismes & = q(&, &), mettons m' et m". Si 1l'on

veut, m' est la représentation réguliére gauche de 1l'algébre et m"

sa représentation réguliére droite.

Lorsque la g-algébre est le quotient d'une b—aléébre A par un
b-idéal o, m' est induit par l'application a * (x ¥ a.x), m" est

induit par l'application a * (x * x.a)., Ces deux applications ont

en fait leur image dans q(A|a, Ala) mais ce q-espace est isomorphe

& un sous-g-espace de q(A|la, Ala).

Définition 5.4, Le centre de la g-algébre @ est le noyau

Ker(m' - m")

Si @ = Aloa est le quotient d'une b-algdbre par un idéal, on

voit que
z(A|la) = Za(A)la

ol Za(A) est l'ensemble des a € A tels que l'application

X Y ax - xa sSoit une application bornée de A dans o, une partie
B C Za(A) étant bornée si B est bornée dans A et si 1l'ensemble
des applications - x *» ax - xa, (a € B) est un ensemble équiborné

d'applications de A dans 0.
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On voit que le centre d'une q-algébre associative est une sous-
q-algéb;e.

Il est clair en général que a.+ x € Za(A) si a € Z(A), le cen-
tre de A et x € a. De méme si B est borné dans Z(A) (le centre
de A est muni de la bornologie induite) et si B est borné dans o,

1

B + B1 est borné dans Za(A)'

Proposition 5.4, Toute gq-algdbre associative est isomorphe au quotient

Ala d'une b-algdbre associative par un idéal, de maniére que

Za(A) = Z(A) + o, 1'égalité étant valable bornologiquement.

La g-algébre donnée est isomorphe 3 Aolao ol A est une b-

o
algébre associative et a, un idéal bilatére. Soit A, = Za (AO).
. o

, et adjoignons & AO une

Nous considérons un ordre total, < sur A

indéterminée pour chaque élément de A soit 1z

1 l'indéterminée asso-

Ld ~
ciée & a.
A sera l'ensemble des séries formelles

X x t ve. t (1)

ol les kn sont scalaires, Z|A | < =, ol les X appartiennent &

une partie bornée de A, les a_ . & une partie bornée de A

et ol
ni

1’
pour tout =n, k_ = est un entier non négatif, k_ étant de plus borné

indépendamment de n.

Une partie B de A sera bornée s'il existe M € ﬂ{+, B borné

2

dans A, B, borné dans Ay, et N € N tels que chaque élément de B

ait une expression ol lenl < M, ol pour tout n, X € 3B,, & s € By
et k_ < N.

n

Une multiplication se 4éfinit de maniére £vidente sur A. Les in-

déterminées t, commutent entre elles et appartiennent au centre de A.

Les ensembles d'indéterminées {ta | «a € B.} sont bornés dans A lors-

1



gue B1 est borné dans A1.
Nous appliquons A dans Ao en appliquant la série formelle (1)

sur

lorsque, pour tout n, les indétermin€es sont rangées en ordre crois-
sant, c-a-d By .. =B Cette application est linéaire, bornée

. n
les parties bornées de Ao sont des images de parties bornées de A.

Posant o = E1ao (si t : A~ AO est l'application que nous étudions),
nous voyons que t induit un pseudo-isomorphisme A|a — AO a-

I1 s'agit de voir que ce pseudo-isomorphisme est, non seulement
un isomorphisme de q-espaces, mais également un isomorphisme de g-
algébres. Ce sera le cas si t est un homomorphisme de A dans Al

-

modulo o si 1l'application
(f, g) » t(f.g) - t(£)t(g)

est une application bilinéaire bornée de A X A dans a_.

Considérons d'abord le cas oui f et g sont des mondmes,

f =X x t el t g€ = Uyt ol t

a, a, b1 b£
Alors
. fg = Ay x y t cee t
c, Crr
ou Cis «oes Cr+l sont les &léments Bis ceen B, b1, ooy bE rang
en ordre croissant pour l'ordre =< considéré sur A,. On voit gue

t(f)t(g) = A u x &y «.. 8. Y D, ... by

tandis que

t(fg) = 2 u x y Cy oo

et t(f.g) - t(f)t(g) est la somme d'un nombre fini, borné (au maxi-

mum h(£ + 1)) termes, chacun de ceux-ci €tant le produit d'un commu-
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felonr par us vertain aombre de fauleurs X, ¥y, 8:, bj'
vel #léacnt appartiect o 17idfal vilatére a . Lorsque f et g

patdonrent des ensembles bornés ie monodmes, t(f.g) - t(f)t(g) psarcourt

A+ wemo une partie bornee de a .

Foute pertie borni: Jde A est contenue dans la fermeture complé-

it Jdtan ensembl2 boraé de montmes. Il en résulve gue l'ensemble des

L. p) ryulg) oot yyné dans G Inisgque [ et ¢ oparcourent
. o 2
deg pAriic: Gornfécs o Syoqrie est effectiveneul un homoimcrphisme
modalo a .
0
. v gt s L s - - - Ny . . 1
5.0, Définiticii TL0. in g-algébre (b est commutative si m' = m'

', » - - - . e _
done i {4 est égal d wson euiri.

Poin dpe gealgebre vonwetative et nrsoclative ast i1somorrphe

g1 gnoticnt diune boalglbie counitative et associalive par un b-idéal.

Hoeus supposons que a1|a est une Q*algébre ¢commutative et asso-

1

ciative., La propositicn 5.3, nous permet de supposer gnue

S ," + '
&, 7\(11) «,
Ltideatitée 2{(¢.,) — G est un morphisne de b-algébres et induit

1 1

nrn isoliorphisme de - -esuaces

sla) | oa, N Z(ﬂ1) - G,.Iu1

| TR Cr P T R PO ﬁ_!u .. s onorphe 8 Z(Q‘) ‘ o, n Z(ﬂ‘)
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6.1, On peut définir les quotients banachiques comne les g-espaces

iscniorphes mux nuctients E|F odu E et TF sont des espaces de Banach.

Un =ornphisme de guotients banachigues E|F > E'|F' est alors un mor-
phLi -rn de q-espaces, tel que E!F et E"F' soient des quotient bana-
chigques,

On peut également définir les quotients banachiques comme les g-

espnrnces 1l'ont €té. Une catégorie qB serait définie. GSes élénents

seraient les couples (E, F) = E|F ol E est un espace de Banach et

F un sous-espace banachique de E. Les morphismes seraient les 818&-

mentz du quotient de l'espace des applications linéaires.bornées 7 — E'
svyant unc restriction & F, liné€aire bornée de F dans F', par les

applications linéaires bhornées de E dans F',
On définirait par ailleurs les pseudo-isomorphismes E|F = E'|F'

comme les morphismes induits par une application linéaire bornée sur-

Cas
¢

Y

ctive u : E > E' telles que uF = F' (u étant bornée F — F').
La catégorie aqB serait ccnstruite de manié€re & rendre inversibles
les pseudo-isomorphismes.

On montre aisément que les deux définitions sont €quivalentes.

Les espaces de Banach libres seraient les espaces £ (X), X un ensemble.

6.2. La théorie multilinéaire des quotients banachiques se déve-

loppe comme la théorie lindaire. On trouve pour tout quotient bana-

chligue E|F un guotient banachique E1|F1 avec 31 libre 2t un

pc udo-isomorphisme E,[F, > EZ|F. Le quotient banachique q(EiF, E'|F")
, C e . 1 = . o] - ~

s'>d »tifie avec le guotient g (E1l51' E;IF;}IQ (E1!F1’ E%|r; ou

B3]

ooy
i

3 ;i est l'espace de Banach des applicetiorns linfaires



bornées E, ~ E) qui eppliquent F. dans F}, tandis que a°(elr, E'lTH
est 1'espace des applications linéaires bornées E, = Fl, ol E!iﬂ]
et E; F; sont des g—espaces, pseud0wisémorphes i E|r, BE'lr', avee
E, et B3 livbres.
Et l'espace, d47ini par récurrence, par
oq (B IFy, . B [P s EV[F') = oa(B,|F,, o (B lF,, ... B |F 5 B'le))
est celui des "applicetions multilinéaires"” E”F1 x ,,., X E,tFn ot Eer.

6.3, Une algdbre quotient banachique est un espace quotisnt tLa-

> 1

nachique, avec la structure qu'y définit une application bilinéaire

bornée E|F x E|F = E|F. Reprenant les démonstrations données pour

[a)

les g-algé€bres, on é&tablit les résultats suivants

b2

Proposition 6.1, Toute algébre gquotient banachiqgue est isomorphe au

quotient d'une algébre de Banach par un idéal bilat

[©74

re. Une algébre

quotient banachique associative est isomorphe su guotient d'une al-

gébre de Banach associative par un i1d&al bilatére.

La dfmonstration du fait que A|la est isomorphe & AT{L1 ou

ZOl (A1) = Z(A]) +oa, doit &tre modifiée. L'algébre A1 associde &
1

I

A au paragraphe S5 est une vraie b-algébre, méme lorsque A 285t unc

~

algebre de Banach,

A est une algeébre de Banach. Nous appelons lall 1o aorme a=

r,
4

a € A, Ensuite o est un idéal banachique. Nous appelionz 9(x)
norne de x € o et supposons VvV choisi de maniére telle que
vie.x) =< liall vix), vix.a) < llall v(x) si a € A, x € «

Nous norrons le centre Za(A) en posant

plz) = lzll + sup {v(iaz ~ za) | llall < 1}

j.z?) < p(zl)p(zz).

Un vérifie directem2nt que p(z



Celsn 4ten® fait, on introduit une indéterminée tz pour chague

™
(i
1

'G(A). On ccnsidére des mondmes, c'est-d-dire des expressions
atz v tz ot a € A et chague Z € Za(A). Et on définit 1la

"norme" d'un monone

)

Q
P
o
[l
t
—
it

(k + 1) lall p(z1) e p(zk

11 est clair que q(&€.n) < q(&)a(n) si & et n sont des mondmes.

A, = (CZa w |2 (A alm)) <=}

1 n n

la norme d'une série formelle €tant bien entendu
z = Z
a, Aoomo) lknl q(mn)

A, est une algébre de Banach.

i

On applique A, dans A en partant d'un crdre total sur Za(A)
et en appliquant m = at ..t sur ¢{(m) = az, ... z, si
: z1 zk 1
e z i z zZ A n_ ). Si = e
z, = < z,, puis A, m ~ sur n ¢(mn) i m atz1 tzk
et m' = a't , ... t , sont deux monomes,
1 k!

¢(n.m') - ¢(m)e(m")

est une somme de termes, chacun de ces termes €tant un produit de
k + k' + 1 facteurs, un des facteurs est un commutateur [z.,, z
ou [Zi’ e'l, les autres facteurs sont des €léments Z zj
Le nombre des termes est au maximum (k + 1){(k' + 1). Quand on met

le tout en forme, on voit que
vig{m.n') - ¢(m)e(n")) < glm)alm")

galité, valable pour les mondmes, s'étend immédiatement aux

A

Cette 1in

-
<

frie= formelles. Tt

-

:pplication ¥ ¢ A1 -+ A est un hcmororr:hisme

oy

modulo .,
A partiz d'ici, on établit le résultat pour les algébres quotients

benachiguss comme cn L'Atablit pour les g-algébres.



Proposition 6.2. Toute algdbre quotient banachique associative est

isomorphe au quotient d'une algébre associative par un idéal bilatére
A1|a1 tel que

z, (Ai) = Z(Al) + a

1 1

-

Proposition €.3. Toute nlgeébre quotient banachique commutative et

associative est isomorphe au quotient d'une alpddre commutative et

assocliative par un 1déal banachinque.
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7.1. Nous avons défini des g-espaces et des gq-algébres. Nous
en avons défini les morphismes. Nous avons montré que nos catégories
aveient des propriétés sympathiques. Et nous avons affirmé que 1la
théorie était motivAe par des considérations liées au calcul symbo-

u

1

il . lais nous n'asvons pas montré que la construction du calcul

ftad

symbolique était "naturelle".

I1 est assez clalir que cette construction résiste aux morphismes
stricts. Ce qui est moins clair, c'est que le calcul symbolique
construit eu fonction d'éléments d'une q-algébre Q|a est éguivalent
8 celui que l'on construirait en fonction des é€léments correspondants
d'une q-algdbre Q'la' pseudo-isomorphe & &fa. -

Les données & partir desquelles le calcul symboligue est défini
‘sont évidemment néturelles. Au paragraphe 1 ci-dessus, on considére
des éléments - de o/a = o(@la) et les s = (s1,...,sn) eq¢®
tels que

1 € id€(a. . -s cev, a_-s_ 3 Q/a)
( L I > "n "n °
Seule la structure d'algébre de Q/o apraralt.
La situation est un peu plus compliquée, mais n'est pas foncié-

rement différente dans la situation &tudiée dans le mémoire [10]. Si

5 = (31’ cen s sn) sont des variables complexes, si E est un b-espace,
S 1 60(3) = {1 + gsld)—l/Q, O(s 60 ; E) sera l'ensemble des applica-
tions u : ¢" > E telles que GO(S)N u(s) soit une fonction bornée

i valeurs dans £ pour N grand; une partie 3B C € (s ; 60 : E)
est bernfte si N existe tel que

’ N N
{§ (s)" u(s) | weB, s € o)

i

soit “ornd dans E.



O(s ; 60 ;: E) est un b-espace si E en

b-espace de E, ©(s ; § ; F) est un sous-b-ispace

(o}

Nous définissons

O(s 5 §_ 3 E|F) = (s 5 8§, 5 =8

I1 est clair que cet espace dépend foanctoricl

est un.

E|F - E'|F' «¢st un worphisme strict, on uionv2

©(s ; S E|F) » 6(: ; 60 ; L

"\ F

de

Si

o(

i oY Snls

LI
7

Si le morphisme strict donné est un pseudo-isocmorphism

strict associé en est un 8ganlement.
g

De méme, si (. est une b-algébre et

un

S

™~

ne

5. -

est un s
) s E).
; 8, 5 E)
o

Si

strict

2, le morphisme

L"i \18 al s

Ols 3 § ; 0la) =6(s 5 & 5 &) | 0=

o «
est une g-algébre qui dépend naturellement dc

(a1, cens an)", si les a; €Q/a = g Qla ot

§ : € > R,

1 € idi(a1~s1,...,anwsn, §(e) 5 09(a
si Qla et Q'|a' sont des g-algdures is orphes,
sont les €léments correspondanbts de (Q'/a’ REtENINE
les spectres de (&1, ce ey an) dans &|a et de

Q'Ia' sonl égaux.

Mais le fait que les données d'un probli.

1'cusemd]

ala.

sure pas que les constructltions effectufes & puaviir

sont,

T.2. Nous aurons besoin de quelques fercteurs

dans d'autres catépories. Une classe de

facile & prolonger,

o ke wrs

b

ben

de

9]

ratur:

la

3

spectre de
c3 fonction
O a)
v, al)
i i
=t clair que

a') dans

n

cutégorie

3

iroite

[s4

35 °

a

F



Définition 7.1, Nous dirons que

u v

F>*E >G
est une suite exacte de la catégorie b si v °© u = 0 et si toute
partie bornée B de E telle que VvB = 0 est l'image uB' d'une
partie bornée B' de F.

En particulier

est une suite exacte courte de b si u est un isomorphisme du b-
espace F avec un sous-espace fermé de E tandis que v induit un

isomorphisme de E/uF avec G.

La définition T7.1. n'est pas celle que l'on obtiendrait en appli-
quant & b les définitions générales catégoriques des suites exac-—
tes. Si nous identifions chaque b-espace E avec le g-espace E{O,

les suites exactes de la définition 7.1. sont les suites de morphis~-

mes de b qui sont exactes dans q.

Définition 7.2. Un foncteur ¢ de la catégorie b dans une catégo-

rie abélienne est exact 34 droite s'il applique une suite exacte cour-
te de b, 0O > F *E = (G - 0 sur une suite exacte 2 droite
®(F) = ¢(E) - &(G) = 0. Il est exact s'il est exact 2 droite et ap-

plique un monomorphisme sur un monomorphisme.

Proposition 7.1. Un foncteur exact & droite de la catégorie b dans

une catégorie abélienne K a une extension exacte & drcite 2 la
catégorie q. Cette extension est unique & un isomorphisme de fecnc-

teurs prés (deux extensions exactes & droite sont isomorphes).

Si E|F est un q-espace, ® applique l'inclusion F = E sur



un morphisme &(F) —+ ¢(E). Le (ua) conoy

16 ¢®(E|F). si u, ¢ BB induit un m
nous avons un diagramme commutatif de la

F 7 B

Vo Lo

O |

LI S
ol u,ooeat la reswiiction de w a F.
diagramme sur un diagramme commutatif de
seul morphisme existe du conoyau ®(E!F)

dans le conoyau ®(E'|[F') du meorphisme

diagramme suivant commutatif,

)+ w(E) = ele]r) 20

! | }

-3

QLF') o (E*) = b (L' ]F")

Par wllleurs, si u = 0, u se relée
i
qui est un norphisme de la catégorie D.
gramme ci-desgsus en lui adjoignant un mor
veau diagramme est encore commutatif. 0Rd
L ~
associe a4 u, est nul.
Le foucteur ¢ : b * K & sinszi &t2
Un pseudc~isomcrphigne e g, E|F
diegramme commutatif & lignes el cclonnes
0 0
{ +
O+ A > 4 - 0
+ i |
O =+ F =+ E -k | F g
4 i |
0 = ¥'> E'> S| F' —
i i }
0 0 0

au de ce

orphisuz

4 . N
cateygcriao ¢

Iee voacteor

K. On sait ¢

du morphigme

BIF') - i

]

-~

0

ve e e

aprp

on pect donc

phiSHﬁ @

e moyinh

proloeng: d 0 q.
PO a5t A2t

cEar T ag

u'’

oy
tdil o

D

»:

V2

1cation

corple
ol B
¥ 4 J o2
.(,:[r

¢

v

et un
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Ce diagramme est appliqué par ¢ sur

o(A) = ala) - 0
! ] 1

¢(F) —=9o(E) —=9o(E | F) =0
4 4 i

o(F') = o(5') > ¢(E'|F') > 0
1 i v
0 0 0

Les trois lignes, et les deux colonnes de gauche de ce nouveau dia-
gramme sont exactes, la colonne de droite l'est donc aussi. L'image
par & du pseudo-isomorphisme E|F = E'|F' est un isomorphisme.

¢ s8'étend en un forncteur g ™ K.

I1 fsut encore montrer que l'extension construi;e est exacte &
droite. Partons d'une suite exacte courte de ¢q. Comme tout monomor-
phisme de ¢ &est la composée d'un isomorphisme avec une injection
canonique E'|F = E|F, et que tout épimorphisme est la composée d'une

surjection canonique E|F - EJE', nous voyons que la suite exacte

courte la plus générale a la forme
0> E'|F >E|F > E|E' >0

(& des isomorphismes prés).

Considérons alors le diagramme commutatif

¢(F) - &(F) -+ 0
4 { {
d(E") - ¢(E) - ¢(E|E') »> 0
2! ] !
¢(E'|F) = ¢(E|F) —» ¢(E|E') = 0
i 1) 4
0 0] 0

Les trois colonnes et les deux lignes supérieures de ce diagramme

sont exactes. La troisiéme ligne est donc exacte.
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Proposition 7.2. L'extension & q d'un foncteur exact b > K est

un foncteur exact.

On construit l'extension comme précédemment. Dans le diagramme
commutatif ci-dessus, les morphismes o¢(F) = ¢(F), 2(E') = &(E),
o(F) > ¢®(E'), ¢(F) = ¢(E) sont moniques. On voit alors que le
morphisme ®(E'|F) = ¢(E|F) est monique. Ce qui aché@ve la démons-

tration.

7.3. Soit E un b-espace et X un espace compact. C(X, E)
est par définition la limite inductive des espaces de Banach C(X, EB)’
B borné complétant dans E. Une application f : X > E est donc
continue s'il existe B borné complétant tel que fX CE f : X*>E

B? B

€tant continue pour la structure banachique de EB. De meme, un en-
semble 4 d'applications X *> E est borné dans C(X, E) s'il existe

B tel que 4% soit contenu dans C(X, EB) et y soit borné,

Proposition 7.3. Le foncteur E ¥ C(X, E) est un foncteur exact de

la catégorie b dans la catégorie q, quel gque soit l'espace compact

Xl

Corollaire. On définit un foncteur exact q ™ q en posant

c(x, E|F) = c(Xx, E) | c(x, F)

Pour établir la propriété T7.3., on part d'une suite exacte courte
i 8
O >F >E 2>G >0
Il est évident que

0 > c(x, F) > c(x, E) = c(X, G)

est exacte (une application continue de X dans E dont la composée

avec l'application quotient E > G est nulle est une application de
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X dans le noyau F, et est continue, la bornologie du noyau étant in-
duite par celle de l'espace). Nous devons encore montrer que 1l'sppli=-

cation C(X, E) = c(X, G) est bornologiguement surjective.

Partons d'un u : X > G continu. Soit C borné dans G tel
que u soit continu de X dans G,. Soit B borné complétant dans
E tel que sB D C puis B" = sB. Alors B" D C et est borné complé-
tant. Soit B' = i's C F, B' est borné complétant. Nous avons la

suite exacte de morphismes banachiques

0 = Fgy > Ep > Gpu

- 0
L'application u appartient & C(X, GB")'
Nous normons les trois espaces FB" EB’ GB" par les jauges res-

pectives de B', B, et de B". ©Nous supposons que lul < 1. Nous

considérons un recouvrement ouvert de X, soit

X = U1 U... Uu

k
tel que 1l'oscillation de wu sur chague U, soit au maximum 1/2. Nous

. . . . . 2
considérons une partition continue de l'unité sur X, subordonnée au

recouvrement U Ui' soit

et pour chague ouvert Ui un point X € Ui'
Nous choisissons e. € E; relevant u(xi), tel que Heiﬂ <1+ €

et posons

V_‘(X) = X fl(x) ei

on a v, € c(x, Eg), vyl <1 + g,

t o vo(x) =2 f. (x) u(xi)
donec ul(x) -t o vio(x) = Z r. (x)lulx) - ulx;)]
On voit que llu - t o v, I < %.
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Nous poursuivons cette construction par récurrence, posant

-1
w,o=u- s 0 vy, puis trouvant v, € c(X, E), Hv2H <2 (1 +g) tel
-2 . o Pl 2z
que Hu2" < 2 si u, = u; - s o0 v, et plus généralement Vi € c(x, E),
-k+1 -k . - B
Hvku < 2 (1 + ), et Hukﬂ <2 si uy = u gy s © V.
La fonction v = E? vy appartient & C(X, EB) et vérifie la

relation u =s o v, Et vl <2(1 + €). Chaque é€lément de Ggn se

reléve en un élément de E Une partie bornée de G se reléve en

Bc BH

une partie bornée de E L'application v * s o v applique C(X, E)

B*

sur C(X, G) et une partie bornée de C(X, E) sur une partie bornée

La proposition T7.3. est établie. Son corollaire est évident,
L'image de E!F par l'extension du foncteur C(X, .) est un conoyau

du morphisme C(X, F) = C(X, E) associé & l'inclusion F CE et

cl{x, E)!C(X, F) est un tel conoyau.

7.3. Soit maintenant X wune partie compacte convexe équilibrée
d'un espace localement convexe. Soit I 1l'intervalle unité, I = [0, 1],
Nous avons deux homomorphismes de foncteurs c(Xx, .) = cCc(x x X %x I, .)
sur la catégorie des b-espaces, le premier appliquant u € C(X, E) sur

T,u € C(X x X x I, E) défini par
T1u(x, ¥y, A) = ulrx + (1 - X)y)

14
le second appliquant u sur T2u défini par

Toulx, ¥, A) = Aulx) + (1 - Muly)

Ces deux homomorphismes de foncteurs b = b s'étendent en des homomor-

phismes de foncteurs gq > q.

Definition 1.3. Le noyau de la différence T1 - T2 sera appelé

L(X, E|F).
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On voit que L(X, E|F) est un foncteur cocvariant en EIF. C'est
sussi un foncteur contravariant en X. 8i Y = X est une application
linéaire continue de compacts convexes équilibrés localement convexes
(de duals banachiques [11], [12]) nous avons le diagramme commutatif
d'espaces compacts

Y x ¥ x I Y

' ¥
X x X x I =X

et donc le diagramme commutatif de g-espaces.

c(X, E|F) = c(X x X x I, E|F)
V l

c(y, E|F) = c(Y x Y x I, E|F)

donc un morphisme L(X, E|F) = L(Y, E|F) des noyaux.
La catégorie des compacts convexes équilibrés localement convexes

(des duals banachiques) est duale de la catégorie des espaces de Banach,
"On associe & un espace de Banach U 1la boule unité faible de son dual,
et 4 un dual benachique X 1l'espace des formes linéaires continues sur

X avec la topologie de la convergence uniforme.

Définition 7.4. A(U, E|F) = L(X, E|F) si X est un dual banachigque

et U 1l'espace de Banach dont X est le dual.

On voit que A(U, E|F) est un foncteur Ban x g = q.

Par ailleurs, q posséde suffisamment de limites inductives et de
limites projectives. C'est en effet une catégorie abélienne qui posséde
suffisamment de sommes directes et de produits directs. Une limite in-
ductive est un conoyau de sommes directes, une limite projective est un

noyau de produits directs.
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Définition 7.5. Si U =est un b-espace, Ab(U, E!F) est la limite in-

ductive des q-espaces A(U,, E|F) ol B parcourt un systéme fondamen-

tal de parties bornées complétantes de U. Si U est un espace loca-

lement convexe complet, At(U‘ E|{F) est la limite projective des espa-

ces A(Uv’ E|F), o Vv parcourt un systéme fondamental de semi-normes

-~

et U, est le complété du quotient séparé de U avec la semi-norme V.

Une derniére remarque. Si X est un dual banachique, il est bon
d'expliciter un peu L(X, EIF). C'est le noyau d'un morphisme
c(x, E|]F) > c(X x X x I, E|F) qui se trouve &tre strict. Le noyau

des morphismes stricts est facile & décrire.

L(x, E|F) = L,(X, E[F)|L_(X, E[F)

1

ol LO(X, E|F) = Cc(X, F) tandis que L,(X, E|F) a pour éléments les

1
u € Cc{X, E) tels que

u(Ax + wy) - Au(x) - wu(y)

soit, en fonction de x, y, X un élément de C(X x X x I, F).

L'espace L1(X, E|F) est celui des applications continues de X dans

E qui sont, en un sens évident linéaires modulo F,

On a toujours une application de A(U, E) dans A(U, E|F). Le
noyau de cette application est A(U, F). Mais A(U, EIF) n'est pas

égal & A(U, E)|A(U, F).

Proposition 7.4. Soit f : U > V wune application nucléaire d'espaces

de Banach. L'application A(U, E|F) - A(V, E|F) associée & f se fac-

torise
A(U, E|F) = A(V, E)|A(V, F) = A(V, E|F)

la seconde application étant l'application canonique de A(V, E)| A(V, F)

dans A(V, E|F) décrite ci-dessus.



En fait, l'application nucléaire U >V se factorise U = c_ = V.
On a, pour tout espace C(X) 1la relation
A(c(x), E|F) = A(c(x), E)|A(C(X), F)
= C(X, E|F)

et en particulier pour c_,

Ae, E|F) = ¢ (E)|c (F)

La vérification de la proposition T.4. est immédiate.

Proposition 7.5. Soit U un b-espace nucléaire. On a

A LU, E|F) = A (U, E)|Ab(U, F)

Lorsque B C B' sont bornés complétants, l'application canonique

UB - UB' €tant nucléaire, on a la factorisation °
AUy, E[F) =~ AUy, E)[A(Ug,, F) = A(Ug,, E[F)

Cette factorisation montre que la limite inductive Ab(U, E|F) s'iden-

tifie & la limite inductive des espaces

A(uy, E)|A(Ug, F)

Bl
donc & A, (U, E)lAb(U, F)

Les propositions T7.4., 7.5. sont & rapprocher des résultats sui-

vants

Proposition 7.6. Soit f : U * V wune application nucléaire d'espaces

de Banach. Le morphisme q(V, E|F) = q(U, E]F) associé 4 f se fac-

torise

a(v, E|F) = q(U, E)|q(Uu, F) = q(U, E|F)

Proposition 7.7. Soit U un b-espace nucléaire. Le g-espace ql(U, El

est la limite projective des espaces £(UB’ E)[f(UB, F).
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On utilise ici la factorisation U = £, > V de toute applica-

tion nucléaire, et le fait que 21 est libre, de ce fait
q(£1, E|F) = 3(31. E)|£(£1, F)

Dans un autre sens, la proposition T.7. doit €tre rapprochée de la

1

définition 1.4. L'espace des "applications permises" de U dans E|F

n'est autre que q(U, E|F).

7.4, On peut indiquer comment les q-espaces qui interviennent
dans la définition du calcul symbolique se comportent fonctoriellement
en EIF, et lorsque leur comportement n'est pas fonctoriel, montrer
comment on peut les modifier pour obtenir des foncteurs.

Si E est un b-espace, si s = (51, c e sn) est un n-uple de v
riables complexes, si & est une fonction lipschitzicnne bornée non
négative, on introduit (cf. [10]) les b-espaces O(g ; 6§ ; E), Gr(s s 83
8(s ;3 6§ ; E) dont les éléments sont des fonctions de s sur l'ouvert
§(s) > 0. La fonction u appartient & ©(s ; § ; E) si §(s)N u(s)
est une fonction bornée sur son domaine pour N suffisamment grand.
Elle appartient & Br(s ; 8§ 3 E) si elle est de classe C. sur son
domaine et si elle appartient &3 ©(s ; 6 ; E) ainsi gque ses dérivées
d'ordre inférieur ou égal & r. Elle appartient & 6(s ; §

; E)  si

elle appartient & Br(s ; 8§ ; E) gquel que soit r. On munit ces dj-
vers espaces de bornologies évidentes.
Dans la définition du calcul symbolique, on est amené & intro-

duire les espaces
(s ; § ; E) | ©(s ; & ; F)
Br(s 3y 8§ 3 E) | Br(s ;y & 3 F)
(s 3 6 ; E) | 8(s 3 & ; F)

Le premier dépend évidemment d'une maniére fonctorielle de E|F (1la



démonstration est d'ailleurs esquissée au paragraphe 7.1, lorsque
§(s) = Go(s) = (1 + ls|2)—1/2). Le fait que le troisiéme de ces espa=
ces dépende fonctoriellement de E|F n'est pas difficile & établir.,
I1 s'agit en fait de l'espace A(6(s ; 8) ; E|F), en effet 6(s ; &)
est nucléaire, et A(8(s ; 8), E) = 68(s ; & ; E).

Je ne vois aucune raison pour que Br(s ;s 8 E)Ier(s 3 6 3 F)

- dépende fonctoriellement de E|F, et crois plutdt que cette dépendance

n'est pas fonctorielle. Ce fait ne sera en pratique pas grave.
L'inclusion 8 (s ; §) - er-2n—1(3; 8§) est "semi-nucléaire'.
A tout borné B de er(s ; 6) <correspond un borné B' de er—2n—1<3 3 ¢

B! 2 B tel que 1'inclusion

soit nucléaire.

Nous définissons Gr(s s & 3 E|F) = A(Or(s ; 8) 3 EIF), nous ap-

pliquons la proposition 7.4. et adaptons la démonstration de la propo-

sition 7.5. L'application canonique 8 (s ; & ; E|F) er—2nv1(s ;63 E|F!
se factorise
6.(s ;3 & ; E|F) ~ 8 op-1(s 3 6 E)Ier—En-1(s ; & 5 F.
- er-2n-1(s 3 8 3 ENF)

La chaine des g-espaces Gr(s 3 S E)lﬁr(s ; 8§ 3 F) st équivalente
& une chalne Br(s ; 6§ 3 E|[F) dont les termes dépendent de E|F
d'une maniére fonctorielle.

Il est possible de refaire les raisonnements en remplagant sys-

tématique Gr(s y 8 E)Ier(s ; 6§ 3 F) par Gr(s s § ;3 E|F).
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