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LES QUOTIENTS D’ESPACES BORNOLOGIQUES COMPLETS

L~JciEN WAELBROECK
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INTRODUCTION

1. La rédaction de ces notes fait suite à une série d’exposés

faits au Collège de France en 1974. Il y a des différences sensibles

entre les exposés du Collège de France et la matière que l’on trouvera

ci-dessous.

Mon but en 1~’~4 était de montrer comment le calcul symbolique,

consi déré comme classique dans le cas des algèbres de Banach pouvait

se généraliser à des algèbres non banachiques. Une des généralisation

envisagées était la classe des quotients d’une algèbre de Banach par

un idéal banachique non fermé. Le lecteur retrouvera l’essentiel de

.~ cette partie du cours dans le paragraphe 1 ci-dessous.

Des notes couvrant le reste du cours sont parues entre temps ( 13]

Il ne m’a pas semblé utile de réexposer ces résultats ici. Une des-

cription technique de la catégorie des quotients banachiques et des

quotients de b-espaces m’a semblé plus utile. 

2. Si E est un espace de Banach, un sous-espace banachique de

E est un sous-espace F, muni d’une norme banachique plus fine que

la norme induite par celle de E. Si E est un b-espace (un espace

bornologique, limite inductive d’espaces de Banach) un sous-b-espace

F de E est un sous-espace vectoriel de E avec une b-structure

plus fine que la bornologie induite.

Un quotient banachique est, formellement, le quotient d’un espace

de Banach par un sous-espace banachique. Un quotient de b-espaces est

le quotient, de nouveau formel, d’un b-espace par un sous-b-espace.

~ 

On peut définir des morphismes de quotient de b-espaces. Avec

la, définition que nous adopterons, cette catégorie se trouve être une
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catégorie abélienne, une catégorie possédart suffisamment de suites

exactes et dans laquelle les suites exactes ont des propriétés agréa--

bles. C’est intéressant et utile.

Mais le fait qu’il y ait moyen de faire de l’analyse fonction-

nelle avec les objets de cette catégorie me semble au moins aussi

important.

3. Un analyste fonctionnel peut rianier les quotients banachi-

ques ou les quotients de b-espaces sans connaître leur catégorie.

Ce sont de tels raisonnements que le lecteur trouvera au paragraphe 1.

On y considère une algèbre de Banach ~, un idéal banachique a, et

on raisonne dans CL moduio a.

Dans la construction du calcul symbolique en fonction d’éléments

non réguliers d’une b-algebre [10], j’ai été amené à considérer une

b--algébre fi, un b-idéal a, et à étudier a modulo a. Il était

essentiel de pouvoir introduire de tels quotients formels, dans au .

moins une démonstration. Et il était possible de développer toute

la théorie dans de tels quotients. Les résultats ainsi établis étaien

plus généraux. .

Le fait que ces résultats aient été plus généraux ne signifiait

pas qu’ils avaient plus d’applications.

I.CNOP [ i ] et J.P.FERRIER [2 l, 13 1 ont trouvé des applica-

tions importantes de ces résultats aux fonctions holomorphes à crois-

sance. Ces applications faisaient notamment intervenir le quotient

d’une b-algebre par un idéal qui se trouve être fermé. Mais ils ne

savaient a priori pas que l’idéal est fermé. C’est en montrant que

le quotient est isomorphe à une b-algébre qu’ils ont établi le résul-

tat.
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4. Les résultats établis au paragraphe 5 sont intéressants.

Une q-algèbre associative est isomorphe au quotient d’une b- 
"

algèbre associative (L par un b-idéal a.. On peut trouver a1 1
tel que le centre soit isomorphe à 

est le centre de un élément de Q, 1 qui est c ent ral

module cc1 est congru modulo a1 1 à un élément du centre de
Si a|a est commutative et associative, est isomorphe à a2|a2
où est commutative et associative.

On peut espérer qu’une q-algèbre associative sera donnée comme

un quotient d’une b-algèbre commutative par un b-idéal. De même

les q-algèbres commutatives et associatives que l’on rencontre en

pratique seront souvent des quotients d’une b-algebre commutative

et associative par un b-idéal. ~

Mais si a|a est une q-algébre associative, des constructions

naturelles effectuées à partir d’éléments du centre de Cl fercnt

apparaître de nouveaux éléments, centraux modulo a. En replaçant

a|a par une q-algèbre isomorphe Q, 1 ces éléments centraux mo-

dulo a maintenant sont congrus modulo a1 à des éléments du 
.

centre. 
’

5. J’ai commencé à rédiger en 1972 des notes sur les q-espaces

et les q-algèbres. Et je me suis assez rapidement convaincu que le

sujet n’était pas mûr. Je suis heureux rétrospectivement que ces

notes soient restées confidentielles. Je n’étais pas arrivé à une

présentation correcte catégoriquement et lisible pour l’analyste

fonctionnel.

G.NOEL a repris le sujet entre ,1966 et 1969. Il a défini une

catégorie ayant des prcpriétés très semblables à celles de q. Sa
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construction utilise l’axiome de l’univers.

Il s’est intéressé notamment aux propriétés multilinéaires de q

et au produit tensoriel, Tl a construit le produit tensoriel de q-

espaces et a montré que, dans la catégorie q, le produit tensoriel

de deux espaces de Banach n’était en général pas un espace de Banach.

En particulier, le q-espace produit tensoriel de deux espaces de Hilber

est un vrai q-espace ~e quotient E/F est évidemment l’espace

des opérateurs à trace, r

. 

Le lecteur est renvoyé aux travaux de NOEL pour plus de détails

[5], [6], [71, 1 8 1 -

6. Quelques exemples d’espaces et d’algèbres quotients méritent
.

d’étre cités.

a. Soit a une b-algèbre et soient a1, ..., an des é lémeiits du

centre de CL. L’idéal engendré par ail, ... , an possède une bornolo-

gie complétante naturelle. Une partie B de cet idéal y est si

avec B1’ 1) ... , Bn bornés dans a, .

Si C1 est un de (1. et sz ..., an sont

centraux modulo et, donc que les applications x ’+ a. i x - xai
soient des applications linéaires bornées de ~,, dans a, la bornologie

naturelle de l’idéal engendré par a1’ ..., et a est celle pour

laquelle B est borné lorsque

avec B 1, ... , Bn bornées dans CL et C borné dans a.

L’hypothèse de commutativité (ai central, ou central module a)

. as s ure en fait que l’idéal à gauche a , i .. , -) a et et ex
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2. 
~ 

2. 1. Soit - E un b-espace. Un sous b-espace F de E est un

sous-espace vectoriel de E, muni d’une bornologie complétante telle

que l’inclusion F ~ E soit un morphisme de b-espaces.

Définition 2.1. Un q-espace E(F est un couple (E, F) où E est

un b-espace et F un sous b-espace de E.

Le q-espace E|F est donc défini uniquement lorsque E est un

b-espace, et F un sous-b-espace de E. On a l’égalité E’JF’

lorsque E = E’ et F = F’ .

Définition 2.2. Soient EIF et E’ )F’ deux q-espaces. Un morphisme

strict û : est induit par une application linéaire bor-

née u : E -~ E’ 1 appliquant les bornés de F sur des parties bornées

de F’ (et donc F dans F’). Deux applications ul 1. u2 : : E - E’

induisant chacune un morphisme strict induisent le même morphisme

strict si u2 - u1 est une application linéaire bornée de E dans F

L’espace des morphismes stricts sera appelé

crq(E|F, E’|F’).

La terminologie "u induit un morphisme strict", "le morphisme

strict u induit par u" est commode et sera réutilisée.

Avec la composition évidente, les q-espaces et leurs morphismes

stricts constituent une catégorie que nous appellerons q. Cette

catégorie nous intéresse, mais ne nous satisfera pas. Si G est un

sous b-espace fermé de E, nous souhaiterions que E ~ G soit isomorphes

à ~E/GIO), que l’étude de E modulo G soit équivalente à celle

de E/G. Mais le morphisme strict que l’on définit évidemment
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n’est un isomorphisme de q que si G est un sous-

espace complémenté de E. ~ 

.

Plus généralement, si E 1 F est un q-espace, si Ct est un sous-

espace de F qui est fermé dans E (G est alors a fortiori fermé

dans F) , nous souhaitons que le morphisme strict E F - E/GIF/G

que l’on définit immédiatement soit un isomorphisme. Or ce n’ est pas

un isomorphisme de q en général. Nous en arrivons à une définition

de "pseudo-isomorphisme".

Si u1 : E -&#x3E; E’ 1 est un morphisme de b-espaces, l’image u1E de

u~ est le sous-espace vectoriel image, avec la bornologie pour laquel-

le C C u ~E est borné lorsque C = u,B avec B borné dans E. En

particulier, UE = E’ bornologiquement si u~ : E - E’ est surjec-

tif et tel que tout borné de E’ soit l’image d’une partie bornée

de E.

- 1
Si F’ est un sous-b-espace de E’ , est le b-espace ayant

pour éléments les E tels que u 1x C F’ et pour parties bornées

les B, bornés dans E et tels que u1B soit borné dans F’. 

Définition 2. 3. Le morphisme strict u : E I F -+ E’ 1 Ft est un pseudo-

isomorphisme si parmi les morphismes u : E -~ E’ qui l’induisent

on en trouve un tel que UIE = E’ , F = u Ft bornologiquement.

1
En d’autres mots, un pseudo-isomarphisme E!F 4 E’IF’ est la

composée du morphisme

induit par l’application quotient E 4 E/Ker u" et d’un isomorphisme
1

induit par un isomorphisme de E/Ker u 1 avec E’ 1 dont la restrictior.

à F/Ker u 1 est un isomorphisme de cet espace avec F’ .



17.

rie q est l’espace des germes de fonctions continues à l’origine.

On voit ainsi un espace bornologiques séparé s’immerger dans un 

q-espace E|F dont le quotient séparé E/F est nul. La situation

çst encore plus paradoxale lorsque l’on observe que l’algèbre des

fonctions holomorphes nulles à l’origine s’immerge dans le a-espace

des germes de fonctions continues. Un b-espace non nul s’immerge

dans un q-espace dont le quotient séparé est nul. Est-ce paradoxal ?

Je n’en sais rien mais il est clair que nous devrons éviter des

"virages dangereux". itJj
7, Je suis convaincu que les idées développées ici s’appliquent

à la théorie des opérateurs pseudo-différentiels et à l’étude de la

propagation des singularités.

La partie singulière d’une distribution est un élément du quo-

de l’espace des distributions par celui des fonctions de classe

donc de ~’/&#x26;. L’espace &#x26; est complet pour sa propre topologie

mais est dense dans 1)’ pour toutes les topologies raisonnables que

peut mettre sur ~’ . 

Le quotient de l’algèbre des opérateurs sur VI qui laissent 8

invariant par l’idéal des opérateurs régularisants, qui appliquent 2J’

dans ~, joue un rôle dans la théorie des opérateurs pseudo-différen-

tiels.

8. Une dernière remarque. Ces notes sont rédigées par un ana-

lyste fonctionnel qui ne connaît que mal la théorie des catégories.

Elles se ressentent de ce fait, beaucoup de démonstrations gagneraient

en élégance si elles étaient rédigées par des catégoriciens.

Mon espoir est que d’autres analystes fcnctionnels, qui ne

connaissent pas beaucoup mieux que moi les catégories, liront ces

notes et les comprendront.
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1 

Définition 1.1. Soit E un espace de Banach. Un sous-

espace banachique de E est un sous-espace F, muni d’une norre d’es-

pace de Banach telle nue l’inclusion F - E soit une application conti-

nue.

Définition 1.2. Soit a une algèbre de Banac!1. l1n 

ci de a est un idéal a, muni d’ une norme qui en fait un sous-espace

banachiques de d. aj
La définition 2 est justifiée par un certain nombre de miracles, li

és aqx théorèmes de Banach-Steinhaus et, d rt un

gaucher et un sous-espace banachique de a, l’application

(a. x) ~ a.x est une application bi linéaire continue de dans

(19 On peut d’ailleurs observer qu’un sous-espace banachisable d’un es-

pace de Ranach ne peut être banachisé que d’une une Pcuiva-

lence de norme 

O~ les théorèmes de Banach-Steinhaus et du graphe fermé ne 

quent pqs, si a est une algèbre topologique par exemple, et a un

idéal muni d’une topologie plus fine que celle induite par a, nous

que a est un idéal topologique de a sl la multiplication est

une application continue (ou éventuellement séparémAnt cont:inue ) de

et dans a.

Nous supposerons dans ce paragraphe que Q. est une algèbre de

Banach commutative associative à unité, et que ci est un idéal banachi-

que Nous étudierons Cl/a. Ultérieurement, nous définirons des

isomorphismes d’algèbres quotients banachiques, nous montrerons qu’une

algèbre quotient banachique qui est commutative, associative, et 4 unité

est ipomorphe au quotient d’une algèbre de Banach commutative, associa-
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tive et à unité par un idéal. 
~ 

Dans la mesure où ils sont naturels pour les isomorphismes évoqués,

et ils le sont, les résultats que nous obtenons s’appliqueront par ex-

emple à des algèbres où CL n’est supposée ni commutative, ni asso-

ciative, ni à unité, mais où a est un idéal bilatère banachique, et où

l’application commutateur et l’application associateur appliquent 

et CL X Cl dans a, et où CL existe tel que pour tout a C ~-,

a - ea C a, a - ae E a. Les résultats s’appliquent donc (puisque nous

sommes dans le cas banachique) lorsque 0/a est une algèbre commutatives ,

associative, et Il unité.

1.2. Les propriétés spectrales proprement dites "de découlent

immédiatement des résultats de Gelfand. Les idéaux maximaux de CL sont

fermés. Ils contiennent a, la fermeture de a, lorsqu’ils contiennent

a. Il y a une correspondance bijective entre l’espace structurel (l’es-

pace des idéaux maximaux) de et celui de l’algébre de Banach ùla.

Identifiant ces deux espaces structurels, = nous obtenons
, a / ,

un homomorphisme qui n’ est que la composée de l’applica-oe

tion quotient ùla - (1/a avec l’homomorphisme obtenu par Gelfand de ci

dans 

Si l’on veut, a/a est dans le radical de et on sait qu’il y

-. une équivalence spectrale entre une algèbre de Banach et l’algèbre semi

simple associée.

Nous retiendrons toutefois les définitions du spectre, ou du spectre

joint modulo a d’éléments de CL.

Définition 1.3. Soit (ai,, ... , Le spectre de ai ... , a n
modulo a est l’ensemble
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Il est clair que cet ensemble est une partie compacte non vide de

n . . 

~ ~

~ . C’est d’ailleurs le spec tre des classes d’équivalence a, , ... , a
1

des éléments a , ..., a dans l’algèbre de Banach a/a.

1.3. Proposition 1.1. soit CL une algèbre de Banach commutativ

associative à unité, et soit a un idéal banacnique de D. Soient

a ..., a des éléments de a. 7 i existe des de

classe Coo à val.eurs dans a, et une fonction v( s ) i de classe C 00

à valeurs dans a, définies sur &#x3E; ...) a ), et vérifiant
a i n

identiquement la relation

La fonction v peut être choisie nulle au voisinage de l’infini.

En tout s ~ ..., ’ ~n~ ’ on peut choisir ~’ vS
tels que 1 = 2:(s. - a.)u. 

o S 
+ v . S Si est petit, si

i i i,s s 
j. 

a un inverse. Nous poserons

Ces fonctions sont définies au voisinage de s, et respectivement holo-

morphes à valeurs dans CL et dans a. Etant holomorphes, elles sont

de classe C .
00

.is. (s. - a.) a un inverse. On pose
1. 1 1

et



4.

Une partition convenable de l’unité nous permet de recoller ces

fonctions u. i,s , vs, et de définir les fonctions de classe C 00 à va-

leurs dans CL, et dans oc, dont l’existence est annoncée dans la pro-

position 1.

1. ~. Le calcul fonctionnel holomorphe en fonction d’éléments de

àla, ne découle pas des résultats connusdans le cas des algèbres de

Banach. On sait d’ailleurs que le calcul symbolique pour les éléments,

d’une algèbre de Banach n’est pas une conséquence des résultats que

l’on obtiendrait pour la réduite semi-simple de l’algèbre.

Proposition 1.2. Il existe un homomorphisme dans a/a de l’algèbre

des fonctions holomorphes près du spectre de a modulo a, qui appli-

que la constante unité sur l’unité de Qla et la fonction holomorphe

z (l’application identique de e dans ~) sur la classe d’équiva-

lence de a modulo a.

Soit U un voisinage de sp a. Soit V un voisinage à,

frontière rectifiable de spa a, et relativement compact dans U. 
,

Soit j = 8v la frontière de V. Soit u une fonction de classe C~

sur C~ sp 
a 

a, à valeurs dans a, et telle que

soit une fonction de classe C~ à valeurs dans a.

Nous appliquons f C 0(U) sur

L’application t est une application continue de dans IL -

n’est pas déterminée univoquement, elle dépend du choix de u

et de j. Montrons qu’elle est déterminée univoquement modulo ac.
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Si u’ 1 est une nouvelle fonction de classe C~ à valeurs dans

CL e t v’ 1 de classe C à valeurs dans a telles que

nous voyons que

Cette fonction est de classe C à valeurs dans a. I1 en résulte que

est une application continue de 9(U) dan s a.

.

Par ailleurs 

donc

Multipliant par u et appliquant le fait que (s - a)u(s) = 1 - v ~ s )~

nous voyons que

-

c’est-à-dire, 3u est une forme de classe Coo à valeurs dans a.

Si V’ est un nouveau voisinage de sp a, à bord rectifiab?e,

soit j’ = 3V’ , nous avons .

Les applications
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ne différent donc que d’une application continue de O(U) dans a.

Il reste à montrer que C est un homomorphisme de dans H

modulo a, que (f,g) ~ t(f.g) - 7(f)7(g) est une application bili-

néaire continue x 6(U) dans a. Soit VI un voisinage de

sp a a, relativement compact dans V, à frontière rectiiiable, et

si j’ - Il suffira de montrer que

Or

On généralise l’équation de la résolvante

donc

où w(s, s’) est une fonction a valeurs dans as de classe C~ sur

le complément de la diagonale. Et on obtient

où n C a (il s’agit d’une intégrale, où intervient la fonction w ) ‘

Dans la premiére intégrale ci-dessus nous intégrons d’abord par

rapport à s. La fonction f est holomorphe sur U. Le poin t s’

est intérieur à j.
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L’intégrale est donc égale à 
.

Dans la seconde intégrale, nous intégrons d’abord par rapport à st

La fonction g est holomorphe sur U. Le point s est extérieur à j’ i

L’intégrale s’ anoule. Et on a

où n E Donc quels que soient f, g E ~(U).

On peut maintenant, soit appliquer le théorème du graphe ferm6 et montre

que l’application de 0(U) dans a, qui applique (f, g) sur 

là

est continue s soit relire la démonstration ci-dessus, trouver une expares-

sion explicite de n(f, g) dans a et voir que n est bien une appli-

cation bilinéaire continue.

1.5. Nous voulons maintenant construire la calcul symbolique en

fonction de n éléments a1’ ..., an d’une algèbre de Banach Q., module

un idéal banachique et Nous considérons donc le spectre joint de ces

éléments moàulo a (voir définition 1.3.).

Proposition 1.3. Il existe un homomorphisme de l’algèbre

( ai 9 * * 1 . an) des fonctions de spa (ai b ... ta)ex n .... 

a 1 n

dans qui applique la constante unité sur de a/a et la

fonction holomorphe z sur la classe d’équiwlence de a. modula a

( s ur ai + 
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La construction de cet homomorphisme est une paraphrase de la

construction classique, valable dans la théorie des algèbres de Banach.

En plus des éléments a, 9 ... , ant nous considérons des éléments

des ph de m + n variables . Nous

considérons des voisinages U. de sp ai, des voisinages V. de sp 
oti a i 

’ 

J a

et des voisinages de sp P,(a). Si (s, t) = (si$ ..., 

til ..., t ) désigne un élément général de , nous posons
’ m

. n 
n+m. n . - n+m -&#x3E; -n

et, si Il : (E .... Ut est la projection Cn+m -+ ae , nous posons

L’ensemble A est ouvert. Il contient sp (a , ... , an) Ena 1 s e .Lr1’i

effet, pour tout s = ..I, sp ( a), nous trouvons une forme

linéaire multiplicative X sur tt, nulle sur a, telle que = 

si’
Nous posons t . = observons que sp U . , que

Les conditions pour que (s, donc que sont vérifiées.

L’ensemble des parties ouvertes A ainsi construit est évidemment

une base de filtre. Au moins un des éléments de cette base est relati-

vement compact. Nous allons montrer qu’il s ’agit de la base du filtre

de tous les voisinages du spectre de (al..... an) modulo a. Il suf-

fira de trouver pour tout s 9 sp a des éléments b et des pOlyn5mes
a .

P (ou un polynôme) tels que s ne soit pas adhérent à l’ensemble L

ainsi construit.

Mais, si s 9 sp a, nous trouvons des b = (bi) ... , b) et un
a i n

v £ a tels que E(si - a.)b. + v = 1 . Soient U. , V. des voisinagesi 1]. 1.’ l 
’ ’

relativement compacts de spa ai, sp a b.., soit P le polynôme

y) = et W le disque It - lj  1/2. L’adhérence
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de l’ensemble A1 est contenue dans

Cette adhérence est donc compacte, et ne contient (s, y) pour aucun

Il en résulte que s n’est pas adhérent â la projection A

Soit maintenant T un voisinage ouvert de 

Soient

de nouveaux éléments, des polynômes, et des voisinages de spectres,

tels que A C T. Nous déterminons, en appliquant la proposition 1.2,

des applications linéaires bornées

Soit

0 (U) est le produit tensoriel projectif des O(Ui ) , e(vi) , t(W 1,, ) -
Les propriétés fonctorielles du produit tensoriel projectif fournissent

une application 0 (Ji) La multiplication de a définit une

application La composée de ces applications est

une application continue ~(~) ~û’

Chaque est un homomorphisme de l’algèbre cor-

i J k 
.

respondante de fonction holomorphe dans CL modulo a. Leur produit

tensoriel est de ce fait un homomorphisme de r, 0u

a.m+n+h’ si pour tout r , a est 1 ldea.l de a. donne par

Comme la multiplication applique dans £§ et ar dans Q, l

cation est un homomorphisme de 0(G) dans CL mod U&#x3E; et induit un

homomorphisme de dans Cet homomorphisme applique un
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sur unité, z. 3. sur ai + a, il applique y. sur bà + a. et t sur .

i i j j k

Pk(a, b) + a. Le noyau de cet homomorphisme contient l’idéal engendré

par les fonctions t k - pk (y, z) -

On montre dans la théorie des fonctions de plusieurs variables

complexes que le quotient de e (lt) par l’idéal engendré par les fonc-

tions tk - P k (y, z) s’identifie avec C(à 1 ) . De manière précise,

l’application associant à la fonction F(z, y, t) la fonction

F(z, y, y)) est un homomorphisme de 0(U.) &#x3E; sur 0-(t~ dont le

noyau est engendré par les fonctions t - P.(z, y).

L’homomorphisme de b(Il) dans CL/CL que définit induit donc

un homomorphisme de (à 1 ) dans Nous appliquons ~(T) dans

appliquant f 9(T) sur f 0 TI. (Rappelons que n : n+m -, ~~

est la projection (s, t) i-&#x3E; s). La composée des homomorphismes

t(~, 1) et Ù(6,) ~ est un homomorphisme que

nous appellerons t. Il s’agit de montrer que t ne dépend pas des

nombreux choix que nous avons dû faire lors de sa construction. 

Nous pouvons par exemple considérer d’autres éléments b’, ... &#x3E; b’,1 il 
m

de À&#x3E; des polynômes l-’i, ..., Pl, de n + m’ variables, des voisinages

U~, VI, des spectres respectifs sp ai, sp b 1 , sp b’), et

supposer que Ô’ = n’ A’ c T si

et i r’ t n est la projection (z, y’ ) r+ z. La fonction

f E t)(rr’) sera appliquée sur la classe d’équivalence de si

FE .1TV! 1 x 1TW’) est tel Que F( z, y’ , P’ ( z, y~)) = f(zi 1 
1 

’ 1 1 
J 

1 1 k - ’ ’

lorsque (z, 1 y ’ ) CA, où T’ est le produit tensoriel des applications

J , et soit t’(f) cette nouvelle classe d’équivalence.
1 J k

Il s’agit de montrer que t(f) = t’(f).
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N ous introduisons

de même

tandis que

Nous posons également

t t1 ( f) sera défini a partir de U", b", V’B P t1, W U comme t(f),

t’(f) l’ ont été à partir de U, b, ’~T, P et W ou respectivement U’ ,

b’ , P ‘ et ki’ . Nous montrerons que t = t". La même démonstra-

tion montrerait que t’ ~ tU, et donc t = t ‘.

F(z, y, t) a été défini sur ’tL de manière que" y, P) = f(zl

lorsque ( z, y)£ A1. . Considérons ’tl " = et posons
1 ).. J ..

si y" ~ (y, y’ ), t" = (t, t’ ). La fonction est donc le produit car-

tésien de la constante unité par la restriction de F à

TI U i x TI V j x TI W k = lL1. * Modulo des de a, 27" ( Ftl est 1 e
i " j k !

produit de par l’unité de CL. Ce qui montre bien que 
.

~" ( F 1t) :z: t(F) mod 0. t que t"(F") = t(F}.

1.6. Si CL est une algèbre de Banach, si a est un idéal bana-

chique de ~~ nous avons construit un homomorphisme de 

dans Il n’est pas question de dire que cet homomorphisme est

continu, CL/a n’est pas un espace topologique, au moins pas un espace

topologique séparé si a n’est pas un idéal fermé.

Dans le cas où n = 1 (ci-dessus, paragraphe 1 . 3 ) , l’homomorphism

6(sp a) ~ a des propriétés de continuité évidentes. Pour chaque

voisinage U de sp 
a 

a, nous avons une famille privilégiée d’applica-
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tions linéaires continues Tu : J"(U) -+ Q. Deux applications de la

famille ne différent que d’une application linéaire continue &#x26;(U) --* a.

Chaque telle application est un homomorhisme de e(U) dans CL modulo

et. La composée de la restriction -&#x3E; O(u’ ) avec tut est un
U

élément de la classe de tu (modulo les applications dans

Notre but est de montrer que la situation est telle que décrite

ci-dessus, quel que soit n.

Définition 1.4. Soit X un espace de Silva nucléaire, c’est-à-dire

la limite inductive d’une suite d’espaces de Banach X, pour des mor-
n

phismes structurels x n 1 injectifs et nucléaires. S o i tEun
n n , 1

espace de Banach, et F un sous-espace banachique de E. Une appli-

cation permise de X dans E mod F est un élément de la limites pro-

jective des espaces

pour les applications structurelles.

induites par la restriction de X n+ 1 à X . n

Déf inition 1 . ~’ . Supposons que X soit une algèbre de Silva nucléaire

donc que X = U Xn est un espace de Silva nucléaire, muni d’une mul-

tiplication bilinéaire et telle que pour tout n il existe n ~ avec

Xn Xn C . Supposons que CL soit une algèbre de Banach et a un

idéal banachique de a. Une application permise de X dans Cl mod OE

est une application permise de l’espace de Silva nucléaire Xk 

n 
-

dans l’espace quotient banachique 0. mod a telle que

(X, Y) - Ur. (x y~ applique X x X dans a si n’

est choisi tel que 
n n - n
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Il est utile de supposer X nucléaire si l’on veut que appli-

cations permises aient les propriétés de stabilité souhaitées. En .

pratique, si X~ notait pas nucléaire, il faudrait définir des appli-

cations permises plus générales que celles des définitions 1~h~ 1.~’.

Proposition 1.4. Soit X un espace de Silva nucléaire, Y C X un

sou.s.-espace fermée Soit E un espace de Banach, et F un sous-espace

banachique de E. Soit u = une application permise de X dans
J.!

E telle que u (X n 7 F quel que soit n. Alors u est la compo

sée d’une application permise de X/Y dans E modulo F avec l’appli-

cation ~~ ~ e

Si X est une algèbre de Silva nucléaire,, Y un idéal fermée si

tÉ est une algèbre de Banach et OE un idéal banachique de une ap-

plication permise u = {un} de X dans 0- telle que y ) c a
n 

1 
- 

n n -

pour tout n est la composée d’une application permise de X/Y dans

Q, mod a avec l’application quotient X "~ X/Y. 

Nous poserons Y 
n 

= Y, Y 
n 

est un sous-espace fermé de l’es-

Dace de Banach Xn. ê Une applications un : : X n E est donnée pour toutb 

n n n 

n, et u 
n 

Y C F o L’application u 
n 

: Y -&#x3E; F est d’ailleurs continue
’ 

n n - 
" n n

puisque son graphe est fermée A

L’application structurelle X/Y -&#x3E; est injective et
... n n n+, n+2

nucléaire (elle est injective parce que Y n = Yn+2, 1&#x3E; nucléaire

parce que les applications structurell es X ~ E 
et X +~ ~ X +2

le sont toutes deux). Une application nucléaire se factorise

(l’application loo -&#x3E; l1 applique la suite (x n sur la suite

où A 
n 

est une suite sommable). de Banach l1 
. 

est
Jl’e I,j i

peut relever l’application l1 -&#x3E; xn+2/ n + 2, trouver
une application dont la composée avec la projection
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X 2 ~ nous sommes partis.

On a donc pour tout n une application Y dont la

composée avec l’application quotient X n +2 ~ X n +2/Y n+ 2 est l’appli-

cation structurelle Par ailleurs, u 2 applique

X - dans E (ou dans &#x3E; et Yn+ 2 dans F (resp. dans a). La

composée applique X /Y dans E, soit v : E cette compo-n n n n n

sée. On vérifie immédiatement que la famille des applications

v = (v) est une application permise de X/Y dans E modulo F
n . 

,

(ou dan s A module a).

Proposition 1.5* L’homomorphisme de 0(sp ... , an dans 

qui a été construit dans la proposition 1.3 est induit par une appli-

cation permise de 
(1 a , ... , a ) dans CL modulo oc.
ex 1 n 

°

Nous reprenons la démonstration de la proposition 1.3. Pour tout

choix de

nous avons une application permise de dans CL qui applique

l’idéal engendre par les fonctions tk - y) dans a. Cette

application induit une application permise du quotient (5( à 1 dans CL

mod a. L’injection C(A) -+ O(A 1 ) est un morphisme de b-algèbres, la

composée est une application permise ~(A)~ ~ mod a.

Si A, la démonstration de la proposition 1.3 établit la

concordance des applications 9(A) -~ ft mod a et iDr (,~ 1 ) - 0_ mod a-

Mais 
..., a ) est la réunion des algèbres &#x26;(A),

les bornés de O(spa al .... a ) sont les ensembles contenus et bor-

nés dans 0’(1B), A convenable. On définit de manière bien évidente la

réunion des applications permises 0"(A) CL mod c. Cette réunion

est une application permise ..., a » - CL mod a.
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coïncide avec l’idéal bilatère engendré par ces éléments. La borno-

logie de l’idéal à gauche se définit aisément.

La situation devient plus compliquée lorsque nous ne faisons pas

d’hypothèse de commutativité, et lorsque nous nous intéressons a l’idée

bilatère engendré par a1’ ..., an. Le b-idéal bilatère engendré par

( ai , ... , an) est la réunion des fermetures complétantes des ensembles
1 n

où B1’ ... , Bn, B~, ... , B~ sont bornés dans Q,, une partie de ce

b-idéal est bornée si elle est contenue dans une telle fermeture complu

tante. On remarque que ce b-idéal bilatère contient en général des

éléments qui n’appartiennent pas à l’idéal bilatère engendré par

(a1’ ... , an ) . Ce b-idéal bilatère est toutefois plus petit que 

al bilatère fermé engendré par a" p ... , ? an. t
(Il est bon de rappeler ici qu’une partie d’un espace vectoriel

est complétante si elle est convexe, équilibrée, et si sa jauge est

une norme banachique sur l’espace vectoriel engendré. La fermeture

compiétante d’une partie bornée B d’un b-espace est l’intersection

des bornés complétants contenant B. C’est un ensemble complétant] ..

b. L’espace des germes de fonctions continues en un point non iso-

lé d’un espace complètement régulier n’a pas de topologie ni de bôrno-

logie naturelle. C’est le quotient de l’espace des fonctions conti-

nues par celui des fonctions continues nulles au voisinage du point

considéré. Toute fonction continue nulle en x peut être approchée

uniformément par une fonction continue nulle au voisinage de x.

Cet espace de germes est muni toutefois d’une structure naturelle de

"quotient de b-espaces". ,

Tout germe étant borné au voisinage de x, nous consiàérons

l’algèbre de Banach A des fonctions continues bornées sur notre espa-
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ce topologique. Nous considérerons l’idéal a des fonctions conti-

nues sur cet espace qui s’ annulent au voisinage de x. Une partie 

B de a est bornée si elle est uniformément bornée et si x a un

voisinage V sur lequel tous les éléments de B s’ annulent. Il

est clair que le quotient A mod a est l’ ob j et le plus rapproché

de l’espace des germes de fonctions continues que l’analyste fonction-

nel puisse manier ... pour autant qu’il puisse manier ce quotient bien

entendu.

c. On sait qu’un espace à bornologie convexe séparée ne peut en

général pas être complété, c’est-à-dire immergé dans un b-espace (cf.

[9], [4]). Il peut bien entendu être appliqué de manière universel-

le dans un espace bornologique complet, mais cette application n’est

pas toujours injective.

Des quotients d’espaces bornologiques convexes séparés se définis-

sent exactement comme ceux d’espace à bornologie complétante. Les

quotients d’espaces à bornologie complétante sont des quotients d’es-

paces bornologiques convexes séparés particuliers.

On montre [6 1 que la complétion d’un espace bornologique convexe

séparé est une immersion de l’espace donné dans un q-espace. La

complétion d’un quotient d’espaces bornologiques séparés n’est bien

entendu pas une immersi.on. On n’a qu’à songer au cas où E est un

espace de Banach et E 0 un sous-espace norme dense. Le bon sens) et

les faits veulent que le complété de E mod Eo soi t. nul, alors que

E mod Eo n’est pas nul.

Le premier exemple construit de b-espace non complétable est celui

des "germes de polynômes nuls à l’origine". C’est l’espace des 

nômes nuls à l’origine, une partie de ’cet espace étant bornée s’il

existe un voisinage de l’origine sur lequel elle est uniformément bor-

née. Le "complété" de cet espace bornologique convexe dans la catégo-
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Le but de ce paragraphe est la démonstration du

. 

, 

.

Théorème 2.1. Il existe une catégorie q qui contient q, a les

~ ~

mêmes objets que q, et est telle que les pseudo-isomorphismes de q

soient des isomorphismes de q. Un foncteur 4 : q -’ 3i de q dans

une autre catégorie se prolonge à q si et uniquement si il applique

les pseudo-isomorphismes de q sur des isomorphismes de IK . Le

prolongement est unique s’il existe. 
’

Le théorème 2. ~. détermine bien évidemment la catégorie q à un

isomorphisme près, si une catégorie telle que q existe.

2.2. Définition 2. ~. Un b-espace est libre s’il est isomorphe

à une somme directe d’espaces de Banach, chacun isomorphe à 

pour un ensemble X. i convenable. (Une partie d’une somme directe est

bornée si elle est contenue dans une somme finie de parties, chacune

bornée dans un des termes de la somme directe

Lemme 2.1. Pour tout quotient banachique E, F on peut trouver un

quotient banachique Et 1 F’ avec E’ libre et un pseudo-isomorphisme’

EIIFI - EIF.

C’est évident, tout b-espace est isomorphe à un quotient de

b-espace libre. Soit donc E’ libre et u : E’ 4 E bornologiquement

surjective (telle que l’égalité E = u,E’ soit une égalité d’espaces

bornologiques). Soit F’ = u F avec la bornologie image réciproque.

Le mcrphisme u : E f F induit par u est un pseu¿o-isomor-

phisme.

Lemme 2.2. Soien t des q-espaces avec El libre." ° 

1 1 2 1 2 21F2 2 - " 1

Soit s : un pseudo-isomorphisme. L’ application

u’  s o u’ est une bijection de l’espace des morphismes stricts de
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F’ dans E21F2 avec celui des morphismes stricts de E’1|F’1 dans

La démonstration àu fait que cette application est injective

n’utilise pas l’hypothèse que 1 est libre. Soit u~ une appli-

cation induisant u’ et s une application induisant s et telle

que E2’ F~ = s ~r~. Supposons que s 0 ut = 0, donc que

s 
0 £’E’ ’ 1 ’ w ) °° 2 ° Pour tout B borné dans El’ S est une

partie bornée de E’ , telle que soi t bornée dans F2. Comme

F~ =- nous voyons que U(B est borné dans F2’ que

Soit alors u : E’ / F’ -+ E2!F2 un morphisme s t ri ct et

’ 

l 1 -’ 2

u1: E’1 -&#x3E; E, un morphisme de b-espaces déterminant le morphisme u.

Du fait que E ~ 1 est libre et que le morphisme s : E2 -+ E~ e -.3 t

bornologiquement surjectif, nous voyons en appliquant l’axiome du

choix) qu-e u1 se factorise, U, 
= 

s1 1 0 u,. De nouveau, si B es t

bOl’né dans F1’ s’ 1 "U’B) est borné dans F mais B est borné dans £21 1 1 2

donc B es t borné dans = F2’ L’application u’ 1 détermine un

u’ : ’ et u s o u °
1 2 2

Lemme 2.3. lJn 
0 

est 

phisme de q si Ej es t libre.

Le lemme 2.2. montre que l’application s o u’ est une bi-

jection de l’espace des morphismes stricts avec celui
- 1 1 i i

des endomorphismes s tri cts de A l’automorphisme iden tique

de E,IF, correspond un morphisme strict &#x3E; qui , on ie

voit immédiatement est un inverse bilatère de s.
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Lemme 2. 4. Soient U1|v1 -+ El 1 F, s2 : des pseudo- .

isomorphismes. L’application u ~ s2 
0 u 0 

5, est une injection de

l’espace des morphismes stricts de 
1 

dans dans celui des

morphismes stricts de U1/V, i dans u 21V2’

C’est immédiat. On suppose que s 2 0 u 0 et on veut mon-

trer que u = 0. On choisit des applications 5 t : U 1 ~l’ s~ : : E2 --+u

et ut : E. ~~p induisant les morphismes 52’ u. On suppose que

s îU = s2 2 == F2 bornologiquement, c’est possible puisque s et

s 2 sont des pseudo-isomorphismes. °

Soit B borné dans E" nous voulons montrer que u’B est borné

dans F2. Choisissons C borné dans D, tel que StC 1 = B. On a

Ut 0 borné dans donc s’(u’B) borné dans F2’ L’en-

semble u’B est donc une partie bornée de E~ appliquée par st sur

une partie bornée de F2’ c’est une partie bornée de F2* Le résultat

est établi. 

~Lemme 2.5. Soient : s2 : E 21F2 - EIF deux pseudo- 

~ 

isomorphismes. Il existe un quotient banachique Uiv et deux pseudo-

isomorphismes : U IV t2 : tels que

Comme d’habitude nous choisissons des morphismes de b-espaces

s’ : E1 -&#x3E; E, s’ : 1 E2 4 E, qui sont bornologiquement sur jectifs ( tout
1 1 2 2

borné de E est l’image d’ un borné de E1 ou de et induisent

les pseudo-isomorphismes si 1) s2’ Nous définissons

une partie B C U étant bornée si elle l’est dans E1 1 x E2, et si
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est borné dans F. Et v ~ U sera 
. 

l’espace vectoriel F 1 x F avec

la bornologie produit. Nous appelons enfin t1’ t2 les restrictions

à U des projections (x l’ x ) -+ xi$ (xis, x2) + x2 de E2 dans

induisent évidemment des morphismes stricts

Le b-espace U a été construit

de manière telle que ; 1 , donc que

Il reste à montrer que t, et t2 sont des pseudo-isomorphismes.

Soit B 1 borné dans El, est borné dans E. Soit B 2 borné

dans E2 tel que s2 B2 = Soit 
.

On voit que B est borné dans U. Et t 1B = B, puisqu’ il existe

x2 E ~2 tel que s2x2 = s1x, quel que soit x1 E L’application

t’ est donc bornologiquement surjective.

Soit enfin B borné dans U et tel que t~B soit borné dans F18
Considérons t’2B. C’est une partie bornée de E2 dont l’image par s2.

est bornée dans F. Donc t’2B est bornée dans et B l’est dans

F 1 x F2. (Rappelons que t’ 1 et t* sont les restrictions à U des

projections E2 -+ El,) E1x E2--* E2
Nous voyons donc que t est un pseudo-isomorphisme, et pour la

même raison que t2 en est un.

2.3. Pour établir le théorème 2.1., on associe à chaque n-espace

EIF un q-espace EIIFI avec E’ libre et un pseudo-isomorphisnie

s : EIIF’ -4 EIF. Les lemmes 2.2, 2.3, 2.4 montrent cu’à tout morphisme strict
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on peut associer un morphisme strict unique

de manière telle que s2 o u’ = u o 8,.

Nous définissons : : 1-+ Ç en posant

sont des morphismes stricts. En effet

En à’autres mots O est un foncteur. 
,

Pour chaque choix de Ei) Fi, F?)F on voit que ~ est injectif

contiendra par définition et sera en correspondance

bijective avec â l’inclusion

correspondant 1 t injection u -~ u’ ,

La composition

sera définie à partir de la composition

par transport de .structure de maniè’re évidente

Avec ces définitions, q est une catégorie qui contient q.

Montrons que les pseudo-isomorphismes de q sont inversible

dans q. Soit u: E (Fj - E21 F2 un pseudo-isomorphisme. La comro

sé e u ; est un 

alors le morphisme 82: E2/F2’ Le iemme 2.2, r-ontre que S’.
se factorise



22.

où v’ : " est un morphisme strict. ° A v’ E é2 2 1 1 2 2 1

correspond v Il est clair que v est un inverse

de u.

Il est évi dent que l’extension à q d’un foncteur Y : q -&#x3E; IK

est unique si elle existe. L’élément u E se factoris" 

1 1 2 2

et 
s 11 S 2 ’ u’ ’ sont des mor p hismes stricts. Le déter-

mine Y(s2), et Y(U’) donc Y(s1-1) également.

Il reste à montrer que l’extension existe. Soit u un morphisme
.- i 

, 

° 

de q. Nous pouvons factoriser u = u1 0 s1 ou u1 est un morphisme

strict, et s : E,IF, 1 E|F est un pseudo--isomorphisme, avec E
libre. Si ’Y est un foncteur qui applique les pseudo-isomorphismes

sur des isomorphismes nous pouvons définir

pour autant que le second nombre ne dépende pas de la factorisation de

u.

Soit donc u = u o 
- 1 

= u o S - 
1 

considérons les morophismesSoit donc u = 

1 1 
0 51 1 = 2 2 . Considérons les morphismes ’

ave c E 1 et E2 libres. Le lemme

2.~. fournit des pseudo-isomorphismes t : t : 

te ls que 5, 
0 f = s2 

0 t2. Les espace s E1t E2 s ont libres. Le

- .1e 2.3. montre que t, et t2 sont des isomorphismes de q.

De s o t = s ° t on ti re -1 o s = t" o -1 Par ai lleursDe 1 0 1 2 t2 on tire 2 l 
= t2 0 1 ° Par ailleurs

donc

-1 Comme 2 t2 et t1 app art 1 e nn en t à q, nous avons
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L’application ~1 est bien définie. 

Il reste à montrer que Y1 est un foncteur. Soient

des morphismes de la catégorie

q. Soient ; des pseudo-

isomorphismes avec E ~ et E2 libres, puis

Nous voyons que u ~ et u2 sont des morphismes stricts, et

Le fait que s2 soit un pseudo-isomorphisme et que E’ soit

libre nous permet de factoriser s 2 0 u~ ( lemme 2.2. ) , on a donc

Bien entendu, u2 o u"1 est un morphisme strict,’ 2 1

Comme u~ ~ s 2 o u’ et comme ~(s2) est inversible, nous avons

donc

et ’¥1 est un foncteur.
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2. 4. Théorème 2.2. Soient t et V deux foncteurs de q dans

une catégorie IK, qui se prolongent tous deux à q, soient t , ~
ces prolongements. Soit H : e - Y un homomorphisme de foncteurs.

Alors H est un homomorphisme du foncteur ~1 en le foncteur Y

C’est évident. Tout morphisme u de la catégorie q se factorise

u = u , 0 s -1 1. .

L’homomorphisme de foncteurs H détermine pour tout q-espace F, 1 F

un morphisme de la catégorie IK~

et nous supposons, si u’ : : E " 1 F" i E’JF’ est un morphisme strict, que

De même si s : E" 1 F" - EIF est un pseudo-isomorphisme, et si 4l(s)

et ~(s) sont inversibles

ce qui implique bien la relation
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3. ..

3, 1. On associe naturellement à un q-espace E 1 F l’’espace vecto-

riel quotient = E/F. Si u est un morphisme strict E|F-&#x3E;E’|F’

induit par le morphisme de b-espaces u~ : E -+ E t , on associe à u Inap-

plication linéaire vu : x + F -&#x3E; u 1 x + F’ de a(EJF) dans 

~ ~ 

Il est clair que cr est un foncteur q -+ q, et que Ou est une

transformation linéaire inversible si u est un pseudo-isomorphisme.

Définition 3. i. Le foncte,ar a : : q ~ E.V. décrit ci-dessus sera appelé

le foncteur "espace vectoriel sous- jacent’".

Les seuls q-espaces nuls, isomorphes à l’espace sont les q-

espaces EIE. Des q-espaces E|F non nuls peuvent avoit un espace vec-

toriel sous-jacent nul. Moyennant un abus de langage souvent commode

"il est possible de mettre une q-structure non triviale sur l’espace

vectoriel nul". Il suffit pour cel-a de prendre un b-espace E, puis ~
de prendre le même espace vectoriel, avec une bornologie complétante

strictement plus fine que celle de E, soit F ce nouveau b-espace.

Alors E|F est un q-espace non nul, mais a(EIF) est l’espace vectorie:

nul.

On distingue les q-espaces en introduisant le foncteur EIF). ·

Si X est un ensemble et E un b-espace, 6(X, E) est l’espace vecto-

riel des applications f : X - E telles que fX soit borné dans E.

Une partie B C S(X, E) est bornée si elle est équibornée, si UrEE fX

est une partie bornée de E. Si F est un sous-b-espace de E, F)

est un sous-b-espace de E). On définit

Soit ensuite u : EIF - E’ ( F’ un morphisme strict, induit par un

morphisme de b-espaces u 1 : E - E" Nous associons à u1 un morphisme
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de b-espaces B(X, E) -&#x3E; (X, E’) appliquant f sur v ’1 0 f. Ce mor-

phisme induit évidemment un morphisme strict

qui ne dépend que de u, pas du choix de u~ induisant u, et que nous

appellerons S(X, u).
~

Ainsi défini, 6(X, .) est un foncteur q -&#x3E; q. On vérifie immé-

diatement que ~(X, u) est un pseudo-isomorphisme si u en est un.

Définition 3.2. S(X,.) est le f oncteur q ~~’ q que l’on définit en

associant au q-espace E|F le q-espac e S ( X , et au morphisme

strict u : le morphisme strict (X, u) décrit ci-dessus.

Proposition 3. 1. Le q-espace E|F est nul si l’ espace vectoriel

est nul quel que soit X. Le morphisme u £ cr(E|F. E’lp’)

est nul si u) l’est quel que soit X.

Les propriétés fonctorielles de impliquent d’abord oue

est nul si E|F est le q-espace nul, et que aS (X, u) = 0

~i u = 0. Si EIF n’est pas le q-espace nul, E possède au moins une

partie bornée X qui n’est pas bornée dans F. L’application identique

de X dans E est un élément de E) qui n’appartient pas

F~, o6(X, E)F) n’est pas l’espace vectoriel nul.

Si u : est un morphisme strict non nul, il existe X

que u)#0. Soit en effet u1 : : E -- E’ une application in-

cuisant u et soit X borné dans E tel que u 1X ne soit pas borné

dans E’. L’inclusion i : X -+ E appartient à 6(X, E) et détermine

un élément de E ( F) dont l’image par u) n’est pas nal.le.

Si u : est un morphisme non nul de la catégorie q,

nous trouvons EI Î FI avec E, libre et un pseudo-isomorphisme

s : La composée u o s est un morphisme strict non nul.
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Il existe donc f C a8(X, E~~F~) tel que

Mais, posant

La proposition ~.1. est donc établie.

3.2. Il faut parler également des propriétés fonctorielles de

~(X, en fonction de X.

On définit naturellement un ioncteur É : : Ens ~ Ban (de la caté-

gorie des ensembles dans celle des espaces de Banach avec pour morphis-

mes les applications linéaires bornées ) , associant à l’ensemble X l’es

pace de et à l’application cp : ; X -&#x3E; y- l’application li-

néaire bornée wi : : ~-1(X) - t1(Y) définie par

lorsque (ux)xEX E £i x&#x3E; . ~
Il est clair que $(X ’ EIF) est isomorphe à E ~ F) .

Par ailleurs, à toute application linéaire bornée ~~(Y) -’.~~(X) cor-

respond un morphisme aq(.e1 (Y), donc .

6S(X, a8(Y, EIF).

Les applications linéaires bornées .~~(Y) -’ i1(X) correspondent

aux matrices (a ) EX Ey telles que

On définit une catégorie Î1 ayant les mêmes objets que Ens, mais

dont les morphismes Y -* X sont les matrices décrites ci-dessus, la

composition des morphismes étant la multiplication usue.lle des matrices
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En fonction de X, nous avons vu que $ était un foncteur

q - q et que Js est donc un foncteur Il x q  E.V. si ~

est la catégorie opposée à Î-

3.3. En théorie des catégories, on dit que u : El F 1 E F’ est

un monomorphisme (est monique) si de u 0 v = 0 on tire v = 0 (lors-

que u et v sont composables). Par contre u est un épimorphisme

(est épique) si la composée v 0 u ne peut s’annuler que si v 51an-

nule, la composée étant supposée exister bien entendu.

Proposition 3.2. Le morphisme u : E’fF’ est monique si et

uniquement si o’P(X, u) est injectif quel que soit x. Il est épique
si et uniquement si a6(x, u) est surjectif quel que soit X.

Supposons d’abord u) non injectif. Il existe donc

f : ~~(X) ~ EIF tel que u o f : f- 1( X) -+ E’IF’ soit nul, alors que

f ne l’est pas. Et u n’est pas monique.

Supposons que u ne soit pas monique. Soit v : E) F
un morphisme non nul tel que u 0 v = 0. Soit E2 libre tel que E,
soit un quotient de E2 et v 2 t E2 -+ El F la composée des applica-
tions quotient E 2 --&#x3E; E 1 3, et de v. La composée E2
est évidemment épique ’ comme v :0: 0 on a v2 * 0. °

L’espace libre E2 est une somme directe d’espaces, chacun iso-

morphe à pour un ensemble Xi’ L’espace EIF) s’i¿en-

tifie avec le produit des espaces El F) donc des espaces

EJF). A correspond une famille de v2 chaque

"’~ i ~ ib EIF), un au moins est non nul puisque v2 * Q Mais

u 0 V2 
= 0, ce qui montre que 1 est nul pour tout i.

Nous avons trouvé un ensemble Xi tel eue u) ne soit pas

injectif.
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Supposons ensuite u) non surjectif. Si u est un morphisme

stricte soit u induit par u1 : i E ~ E’ , nous ne pouvons pas avoir 
~

l’égalité des espaces bornologiques E’ et UIE + F’ (une partie de ce

dernier espace est bornée si elle est contenue dans UIB + B’ avec B

et B’ barnés respectivement dans E et F’). L’ iden tité E’ -+ Et

induit un morphisme strict qui n’est pas nul,

sinon les parties bornées de E’ le seraient dans u E + F’ et

a6(X, u) serait surjectif. Mais la composée de u avec ce morphisme

est nulle, u n’pst pas épique.

Si u n’est pas un morphisme strict, u = Ui ° s-1 où s est un

pseudo-isomorphisme et u, est strict. Comme s) est bijectif,

Ui) n’est pas surjectif, u 1 n’est pas épique,~ et u ne i’est

pas non plus. 
’ ~

. Supposons enfin que u ne soit pas épique. Soit v : : E’ ~ F’ ~’ 

non nul et tel que v 0 u = 0. Considérons d’abord le cas où ,a et

v sont des morphismes stricts. Soient uj &#x3E; v1 des morphismes E -* E’ ,

E’ ~ E4 
1 

induisant u et v respectivement, v ~ 
1 

° 

uj est une applica-

tion linéaire bornée de E dans F’ . Mais du fait que v ~ 0 , E’ 
,

posséde une partie bornée X telle que v~X ne soit pas bornée dans E’

Cette partie n’est égale à u Y + B pour aucun Y borné dans E ni

aucun B borné dans F’ . En effet, v,(u1Y + B) est borné dans F~.
L’application identique de X dans E’ définit un élément de

E’jF’) qui est hors de l’image de a8(X, 

Dans le cas général, lorsque u et v ne sont pas des morphismes

stricts, nous trouvons des q-espaces isomorphes à EIF et

E ’ 1 F ’ dans la catégorie a , avec L‘, U’ t libres. Aux morphismes

u : E|F -4 E’ iF’, v : correspondent des morphismes

· 
° Les morphismes u1, v 1 sont

stricts, v~ ~ 0, v1 o 

u~ ~ 0, ~.1 existe donc X tel que
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o6(X UIV) a0(X, ne soit pas surjectif, et pour un tel X,

o8(X, EIIFI) ne peut pas non plus être surjectif.

Soient E et E’ des b-espaces, soit F’ un sous-b-espace de E’,

et soit u ; E ~ Et une application linéaire bornée. Nous nous rappe-

lons que l’image réciproque a pour éléments les xE E tels que

ux £ Fi et pour bornés les B bornés dans E tels que uB soit borné

dans F’. L’image uE a pour éléments les ux, x C E et pour bornés

les ensembles uB, B borné dans E.

Nous aurons également besoin de l’espace uE + F’ . Il a pour élé-

ments les ux + y, x e E, y e FI et pour bornés les ensembles B C uB + C

avec B borné dans E et C borné dans F’. 
.

Proposition 3 . 3 . * Un morphisme strict u : induit par

u1 : E -+ E ’ est un monomorphisme si, et uniquement si on a l’égalité

des espaces bornologiques F = C’est un épimorphisme si, et unique-

ment si El = uE + FI. .

t~ Supposons F u 1F’ . On a une partie bornée X C E telle que u X 
soit borné dans F’, t mais X non borné dans F. L’application identique

X  E définit un élément non nul de a8(X, EIF) dont l’image par

u) est nulle.

Supposons ensuite F = u 1F. Soit f C EIF) tel que

u)(f) = Q. On voit que u (f X) est borné dans F’ si f est

11n élément de la classe d’équivalence f G o6(X, F). L’ensemble

f 1X est borné dans E, son image par u est bornée dans FI , donc f X
est borné dans u 1 FI..ai s = F, f1X est borné dans F et f = 0.

Si est 11 n épimorphisme, oB(X, u) est une surjection

~~fl’" aB(xt E’ IF’) quel que soit X. Si X est par exemple une

partie bornée de E’, si g C est l’élément de cet espace

induit par l’inclusion X ~ E 1 , nous trouvons op(X, E 1 F) tel que



31.

ce(x$ u)(f) = g. Soit ensuite f 1 E: E) un élément de la classe

d’équivalence f. L’application x ~ x - u (f1x) a une image bornée 
’

dans FI, puisque u. 0 fi est dans la même classe d’équivalence que

l’inclusion X - E’. L’ensemble X est donc borné dans uE + F’.

Supposons ensuite la condition vérifiée. Soit E’ 1 = uE + F’.

Soit X un ensemble, soit g OE ETIFI). ° Soit g 1 
un élément de

la classe d’équivalence g, g X est borné dans E’, donc dans F’.

Soit B borné dans E et B’ dans F’ tels que g x c u B + Bl. Nous
1 - 1

pouvons choisir pour tout x ~ X un f 1x e B et un h1x E B’ tels que

91 X 
= + h1X. L’aPPiication fi : : X ~ E détermine un

Proposition 3. 4. Un morphisme est un isomorphisme s’il est à la fois

monique et épique.

On se ramène au cas où le morphisme est strict en remplaçant

EIF par un q-espace isomorphe que nous appellerons encore EIF. Le

morphisme u : E, 1 Fi est induit par une application u1 : E-&#x3E;E1.
Nous supposons que E, = u 1E + F" et que F = -1F u1 1*

Nous considérons alors le q-espace E 0 F, 1 F E) F, et les morphis-

mes stricts in-

duits par les applications linéaires x, y -+ x, x e y - ux + y. Ce

sont des pseudo-isomorphismes. Le fait est évident pour de même

qu’il est clair que le morphisme t1 : EIF - E 0153 Fi 1 F 0153 F1 induit par

l’application x ~ x e 0, E - E 0153 Fi est un inverse de 

Du fait que u 1E + F, = Eib nous tirons que 0153 &#x3E;

dans les deux cas nous avons une égalité d’espaces bornologiques. Pour

nontrer que s 2 est un pseudo-isomorphisme, nous devons montrer qu’une

partie bornée B de E 0 Fi dont l’image est bornée dans F1 est

une partie bornée de F e F1. La seconde projection de B est bornée
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dans F (puisque B l’est dans F 0 F 1) . Sa première projection

est une partie bornée de E, mettons Bi. et

est une partie bornée de Fi, cette première projection est donc borné

-1
dans F = u-11F1, et B est borné dans F e x °

La com p osée s2 
0 = 

s ~ 
0 t 1 est un isomorphisme de q. Mais

cette composée n’est autre que u.

3.4. Définition 3.3. Soit un q-espace. Soit E’ un sous-

b-espace de E qui a F comme sous-b-espace. (On a donc les inclu-

sions d’espaces vectoriels F C E’ C E, chacune des inclusions est un

morphisme d’espaces bornologiques). Le q-espace E’ ~ F sera dit être

un :us~-q~espace de le morphisme E) F induit par l’in-

clusion E’ ~ E sera appelé l’injection canonique de E’IF dans 

Le q-espace EIEI sera dit être un quotient du q-espace E~ F~ le mor-

phisme induit par l’identité E ~ E sera appelé la sur-

jection canonique 
’

On observe d’abord que l’ensemble des sous-q-espaces de

EIF est un treillis associé à EIF. Si u ; -. E|F -&#x3E; E1|F1 est
un morphisme strict, induit par u, on associe à u une application

L(u) : appliquant E’JF sur u,E’ + F11F1. L’ ap~

plication L(u) n’est pas un morphisme de treillis (L(u) ne respec-

te pas les intersections latticielles) mais c’est une application crois-

sante d’espaces ordonnés. On a L(u 0 v) = L(v). Et L(u)

est un isomorphisme lorsque u est un pseudo-isomorphisme.

Les treillis et sont de ce fait isomorphes

lorsque EJF et sont isomorphes dans la catégorie q.

Il est clair que les morphismes quotients sont épiques, et que

les injections canoniques sont moniques.
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Proposition 3.5. Tout morphisme de la catégorie q est la composée

d’un morphisme quotient, d’un isomorphisme, et d’une injection canoni-

que. Un monomorphisme est la composée d’un isomorphisme et d’une in-

jection canonique. Un épimorphisme est la composée d’un morphisme

quotient et d’un isomorphisme.

Il suffit de considérer le cas où le morphisme donné est strict.

Dans le cas général on remplacerait le q-espace EIF par un q-espace

. isomorphe E1IF l’ Il y a correspondance bijective entre les scus-q-

espaces EIIF de EIF et ceux de soit EIIF 1 1 " L’isomorphisme

de EIF avec E1|F1 transforme l’immersion canonique E t j F - E j F
en l’immersion canonique De même, il y a une corres-

pondance bijective entre les quotients EIE’ de EIF et ceux E,IEL
de E )F, 1’isomorphisme de ElF avec E1IF1 transforme l’epimor-

phisme quotient en l’épimorphisme quotient 

Et si u : EIF - EIIFI est strict, induit par ul, on factorise

U * i 0 u’ 0 s où s est l’épimorphisme quotient où

i est l’immersion canonique u1E + et où u’ est le

morphisme

induit par l’ applic at ion de E dans uE + F’ . Le morphisme

u’ est effectivement un isomorphisme (la proposition 3.3. montre qu’il

est monique et épique, la proposition 3.4. dit qu’il est alors un iso-

morphisme).

Catégoriquement, on dit que deux monomorphismes sont équivalents

lorsque chacun est la composée d’un isomorphisme et de l’autre mono-

morphisme. Les sous-trucs sont soit les classes d’équivalence de mo-

nomorphismes, soit des monomorphismes convenablement choisis, un par

classe. Nous pouvons prendre ici comme sous-trucs de EIF les immer-
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sions canoniques EIF de sous-q-espaces.

Les trucs quotient se définissent dualement. Deux epimorphismea

sont équivalents lorsque chacun est la composée de l’autre et d’un

isomorphisme. Les trucs quotient sont des épimorphismes convenables,

choisis, un dans chaque classe. Nous pouvons prendre ici comme trucs

quotient les épimorphismes canoniques sur des q-espaces

quotient de E ! F.

Le noyau d’un morphisme u : est un sous-truc

tel que u o i = 0, et tel que tout morphisme

vérifiant la condition u o v = 0 se factorise

v = 

v 1 
0 i. Le conoyau de u est un truc quotient s : 

tel que s o u = 0 et que tout morphisme v : tel que

v 0 u = 0 se factorise v = v, 0 s. La coimage d’un morphisme est

le conoyau du noyau. L’image est le noyau du conoyau.

Rien n’assure, dans une catégorie additive, que tout morphismes

ait un noyau, ni un conoyau. Un morphisme ne peut avoir de coinage

s’il n’a pas de noyau, ni d’image s’il n’a pas de conoyau. Un mor-

phisme possédant une coimage et une image est la composée d’une appli-

cation quotient, d’une application de la coimage dans l’image, et

d’une injection. L’application de la coimage dans l’image est un 

morphisme et un monomorphisme, ce qui n’implique pas en général qu’elle

soit un isomorphisme. 

Proposition 3.6. Dans la catégorie q, tout morphisme a un noyau et

un conoyau. Le morphisme de la coimage dans l’image d’un morphisme

est un isomorphisme.

On se ramène comme d’habitude au cas oè le morphisme

u : ’ est strict, supposons u induit par u . On voit

aisément que û 1 iFfIF est un noyau de u, que E’ u 1 E + F’ est un
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conoyau* et que El iiÎ. - 1 ,%,- tt u1E E + Fi 1 F sont respectivement l’image

et la coimage de u. Et nous savons que le morphisme

u E + Fi 1 Fl défini par u est un isomorphisme.

En d’autres termes, nous avons montre que q est une catégorie

abélienne.
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4. 

~.1. On définit les applications multilinéaires dans la catégo-

rie q en définissant une structure de q-espace sur l’espace vecto-

riel des morphismes d’un q-espace dans un autre. Une application bi-

linéaire de E1 x E2 dans g s’identifie avec un morphisme de 8
dans le q-espace des morphismes de ~. 2 dans &#x26;. On doit bien entendu

vérifier (ce sera évident dans notre cas) que les espaces d’applica-

tions multilinéaires ont les propriétés souhaitées.

Une "structure de q-espace" est définie sur un espace vectoriel

V par un isomorphisme de V avec l’espace vectoriel sous-jacent

oE d’un q-espace E.

Soient E|F et E’IF’ deux q-espaces. 

Définition ~. 1. E’ IF’) est le q-espace

où E’ IF’) est le b-espace des applications linéaires bornées

de E dans Et dont la restriction à F est une application liné-

aire bornée de F dans F’ , Et 1Ft) étant bornée si B

est un ensemble équiborné d’applications E -~ E’ ayant pour restric-

tions à F un ensemble équiborné d’applications de F dans F’ ,

tandis que qo(EIF, E’ )F’ ) est le b-espace des morphismes de E dans

Fi avec la bornologie équibornée.

Ainsi défini q est un foncteur g* x À°° - q, on associe immédia-

tement des morphismes stricts

à des morphismes stricts U)V - EJF et U’ 1 V 1 Cette défi-

nition de q est cohérente avec celle du foncteur cr et la notation
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l’espace des morphismes stricts E ’ ) F ’ .

Définition 4.2. Par récurrence,

le b-espace des applications multilinéaires bornées de E1 x 
dans E’ t dont la restriction à

est pour chaque i une application multilinéaire bornée de ce pro-

duit dans F’, tandis que El IF’ est le b-espaqe

des applications multilinéaires bornées de E x 
.~. 

x E dans Ft.

Chacun des deux espaces est muni d’une bornologie 6vidente.

4.2. Nous nous rappelons que aq(EIF, EIIF-) avait été défini

en associant à chaque q-espace EIF un q-espace pseudo-isomorphe

Eilfi avec E, libre. L’espace EIIFI) était naturellement

isomorphe à La correspondance El 1 F, était

un foncteur de q dans q (associant au morphisme u : 

le morphisme strict u : 1 
rendant le diagramme

commutatif). Ce Jeoncteur appliquait d’ailleurs les pseudo-isomorphismes

de q sur des isomorphismes de q, il se prolonge donc en un foncteur

q - q. .

D6finition ~~ ~. Cela étant fait, nous définissons
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Ceci dit, q est un foncteur q* x q ~ q puisque q est un

foncteur q* x q - q, et que la correspondance est

fonctorielle q -+ q. Et la composée des foncteurs cr et q est

un foncteur q* x q - qui est bien isomorphe au foncteur aq

introduit au paragraphe 2. Ce qui justifie la nctation.

. Nous devons maintenant ‘~plonger" E’IFi) dans

q(EJF, EIIF’). Nous trouverons en fait pour chaque un

monomorphisme

le système de ces monomorphismes étant un morphisme de foncteurs

Pour chaque q-espace nous avons donc détermine un pseudo-

isomorphisme Soit alors u : un morphisme

strict induit par U, et considérons les diagrammes commutatifs
TT

où u 1 induit un morphisme strict L’application U 1
n’est pas déterminée univoquement par U, mais chaque U se relève

d’au moins une manière, et U 1 ne relève le morphisme nul que si U1
applique El dans Ker s’. Nous avons ainsi défini une application,

Cette application applique -O(EIF, q EIIFI) (c’est-à-dire l’espace

des applications linéaires bornées de E dans F’) dans

s’). Ce dernier espace est d’ailleurs l’imag

réciproque bornologique de ETIFI) par T1* De ce fait. T.
induit un monomorphisme
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L’ espace d’arrivée de ce monomorphisme est isomorphe dans la catégorie

q (il est "pseudo-isomorphe" dans ~~, On a ainsi, .

pour tous E|F et E’JF’ une immersion de la catégorie q :

Il faut encore montrer que le système de ces morphismes est effec-

tivement un homomorphisme de foncteurs dans la catégorie q, C’est

une démonstration qu’il est plus difficile d’écrire que d’établir.

On part de morphismes stricts UIV - EIF, A ces mor-

phismes correspondent des Ù
(si Ei lfi, sont des q-espaces pseudo-isomorplies

aux espaces donnés, avec Ul, Ut, Et libres). Les deux diagrammes

sont commutatifs. Tous les morphismes intervenant dans ces diagrammes

sont stricts.

On détermine TEIF,EIIFI en cherchant comment les éléments de

se relèvent dans 1 El1Fp. On détermine de

même , en relevant les éléments de 

-.1

Nous avons un élément de E 1 F) , ’un élément de (E 1 F, E ’ )F’)
et (E F U V’ ) (les premier et dernier de ces morphismes détermi-

nent les morphismes stricts UIV - EIF et intervenant

dans les diagrammes ci-dessus). Ces divers morphismes se relèvent dans

E,IF1)’ et Il est

clair que la composée des morphismes relevés est un élément de

qui relève la composee (dans A(UIV, des
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morphismes donnés.

Et le diagramme

est commirtatif,

Il reste a tirer une morale de nos définitions. L’algèbre

multilinéaire de la catégorie q n’est pas trop ésotérique. Mais elle

t pas naturelle, au moins dans la catégorie q.

On choisit pour chaque q-espace E F un q-espace E1|F1 1 pseudo-

isomorphe à E| F avec E , 
t 

libre. Et on montre . qu’ i·z est naturel de

remplacer dans les considérations multilinéaires les q-espaces donnes

initialement par ces q-espaces pseudo-isomorphes.
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5- 

5.1. Définition 5.1_. Une q-algèbre est un couple (EJF, m) où

EIF est un q-espace et m E 

Définition 5.1’. Soient m) et m’ ) deux 

Un élément u E oq(EJF, est un morphisme de q-algèbres si les

applications

que l’on associe à u en tenant compte des propriétés fonctorielles de

r,2 appliquent m et m’ sur le même élément de 

On voit qu’un isomorphisme de q-algebres est un isomorphisme de

q-espaces qui transforme la multiplication de la première q-algebre en

celle de la seconde.

Rappelons qu’un b-idéal a gauche a d’une b-algèbre CL est un

idéal a gauche de l’algèbre, avec une bornologie complétante plus fine

que la bornologie induite par CL, et telle que la multiplication 
’

(a. x) ~ a.x soit une application bilinéaire bornée de Û x a dans a.

On définit de manière analogue un b-idéal à droite et un b-idéal bila-

tére. Si est une b-algèbre et a est un b-idéal bilatére, la

-1 1

multiplication de a est un élément de Q|a ; 1 Et x

ciproquement, tout élément M 6 définit sur et

une structure de b-algèbre pour laquelle a est un b-idéal.

Définition 5.2. si Ci es t une b-algébre et a un b-idé al de CL, la

q-algèbre a|a est le q-espace aja, avec la multiplication sur 

que la structure multiplicative de 0. y induit.
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On observe qu’une structure de q-algëbre m sur ala est le

quotient de CL équipé d’une structure de b-algèbre par son b-idéal

a exactement lorsque m C al a ; &#x26;)a). Le b-espace Qla est

isomorphe à un b-espace avec Q, libre. A la multiplication

m sur a|a correspond par transport de structure une multiplication

lm1 sur Et si a1 est libre,

Toute q-algèbre est isomorphe au quotient d’une b-

algèbre par un b-i déal a18 ..

5.2. * La composition (u, ... , fk) 4 u(f1,..., fk) est,k i k

ou induit plus exactement une application multilinéaire de

dans

On a défini les espaces crk, crqr. en associant aux q-espaces P. ,
1

&#x26;, t &#x26;t &#x26;" tt d 6f ..,i "’t Il .

il , ..., E’ ,E",..., des espaces S, S, S" isomorphes,
rk ,1 krk 1 io

1, i il , ’l’! -étant chaque fois le quotient d’un espace libre par un sous-i i,j 

espace. Et par exemple

De ce fait, la composition induit une application multilinéaire de

dans
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Nous appellerons f(U1’ ... , uk) l’ image de (f, ui , .. · , u! X ’ 

par cette application multilinêaire. .

En particulier, soit mj une q-algèbre. Appelons id l’ap·

plication identique de CL.

Définition 5.3. La a-algèbre m) est associative si

Proposition 5.2. Le quotient d’une b-algèbre A par un b-idéal CL

est une q-algèbre associative si, et uniquement si l’application

tu associateur

est une application trilinéaire bornée de A x A x A dans a.

C’est immédiat. L’associateur induit l’élément rn(id, m) - m(m, i

Proposition 5.3. Toute q-algébre associative est isomorphe au quotient

d’une algèbre associative par un idéal bilatè,re.

La q-algèbre donnée est de toute façon isomorphe à un quotient Ata

où A est une b-algèbre et a est un b-idéal bilatère.

B sera alors la b-algébre q~ (A) a, AJa) des applications liné-

aires bornées de A dans A dont la restriction à a eat une appli-

cation bornée de a dans a, avec la bornologie usuelle. On sait que

B est une b-algèbre associative, et $ est un b-idéal bilatère de B

si 
’

La représentation régulière gauche applique a E A sur ta £ B

défini par
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Appliquant le fait que A est une b-algèbre et que a est un b-idéal,

a gauche, nous voyons que t applique A dans B et applique les par-

ties bornées de A sur des parties bornées de B. Et, du fait que a

est un b-idéal à droite, nous concluons que t applique a dans É

et applique une partie bornée de a sur une partie bornée de e, donc

que t induit un morphisme de q-espaces 

t est un "homomorphisme de A dans B modulo a", c’est-à-dire,

l’application (a, b) ~ t(a.b) - ta.tb est une application bilinéaire

bornée de A x A dans e. C’est évident

est un associateur et A est associative modulo a.. ’

Il en résulte que tA + S est une b-algebre. Soient C , 3 Ci bor-

nés dans A et C 251 C2 bornés dans e. Nous devons montrer que

où clt est borné dans A et C’° dans S. Mais1 2

De toute façon, t induit un épimorphisme AI cc - (tA + 6)ls. Si

A possède une unité, t induit également un monomorphisme, donc un iso-

morphisme. En effet, ta ne peut appartenir à B que si ta( 1 ) = a

appartient à a. L’ensemble tC ne peut être borné dans 8 que si

tC( 1 ) = C l ’ est dans a.

Si A ne possède pas d’unité, on adjoint une unité à A, ce qui

fournit une b-algèbre A~ 1 contenant A et dans laquelle a est encore
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un idéal. On définit B 1 = et a), puis

t 1. . A Bi On voit que t A + S’É est une sous-algèbre de Bl~,

isomorphe à Ala. Et t1A + &#x26; est une algèbre associative.

5.3. Les espaces vectoriels &#x26;2 ; &#x26;) et aq 2(&#x26; 2) P.1 &#x26;1

sont naturellement isomorphes. On a de ce fait un isomorphisme de

&#x26; ; &#x26;) avec ~) correspondant à la permutation
- 

des arguments. Bien entendu, aq 2 16 ; là) s’identifie avec

aq(&#x26;, q(&#x26;, &#x26;)).

A la multiplication m définie sur une q-algèbre correspondent

ainsi deux morphismes &#x26; ~ q(16, mettons m~. Si l’on

veut, m’ est la représentation régulière gauche de l’algèbre et v,

sa représentation régulière droite.

Lorsque la q-algèbre est le quotient d’une b-algèbre A par un

b-idéal a,.m 1 est induit par l’application a’" (x F+ a.x), m" est

induit par l’application a ~ (x ~x.a). Ces deux applications ont

en fait leur image dans AJa) mais ce q-espace est isomorphe

à un sous-q-espace de 

Définition 5.~. Le centre de la q-algèbre CL est le noyau

Si (1 = Ala est le quotient d’une b-algèbre par un idéal, on

voit que

où Z a (A) est l’ensemble des a E A tels que l’application

. 

x " ax - xa soit une application bornée de A dans a, une partie

B C Z ( A) étant bornée si B est bornée dans A et si l’ensemble
- a.

des application. x t+ ax - xa, B) est un ensemble équiborné

d’applications de A dans a.
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On voit que le centre d’une q-algèbre associative est une sous-

q-algèbre.

Il est clair en général que a + x E Za(A) si a G Z(A), le cen-

tre de A et x E a. De même si B est borné dans Z(A) (le centre

de A est muni de la bornologie induite) et si B~ est borné dans a,

B + ~~ est borné dans Za(A).

Proposition 5.4. Toute q-algèbre. assaciative est isomorphe au quotient

AJa d’une b-algèbre associative par un idéal, de manière que

Z a ( A) = Z(A) + a, l’égalité étant valable bornologiquement. .

La q--algèbre donnée est isomorphe à A a où A est une b-
0 0 0

algèbre associative et oc un idéal bilatère. Soit A1 = Za ( A ) .
o a 0

. 0

Nous considérons un ordre totai, « sur A 1 et adjoignons à Ao une

indéterminée pour chaque élément de A,, soit z a l’ indéterminée asso-

., à a.clee a a.

A sera l’ensemble des séries formelles

où les X sont scalaires, ~, où les x n appartiennent a

une partie bornée de A, les une partie bornée de A, , et oû

pour tout n, k n est un entier non négatif, k 
n 

étant de plus borné

indépendamment de n.

Une partie B de A sera bornée s’il existe M E B2 borné
dans A, B, borné dans A1’ et N C IN tels que chaque élément de B

ait une expression où M, oû pour tout n, B , a E B1,n 2 ni

et k  N. 
’

n

Une multiplication se définit de manière évidente sur A. Les in-

déterminées ta commutent entre elles et appartiennent au centre de A.

Les ensembles d’ inâéterminées {ta I a E B1} sont bornés dans A lors-
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que B1 est borné dans A 1 »

Nous appliquons A dans A en appliquant la série formelle (1)

sur

Lorsque, pour tout n, les indéterminées sont rangées en ordre crois-

sant, c-à-d an j i « ...  . Cette application est linéaire, bornée
~ ~ 

n 
’

les parties bornées de A o sont des images de parties bornées de A.

Posant a = t1ao (si t : A " Ao est l’application que nous étudions ~ ,

10US voyons que t induit un pseudo-isomorphisme A a .
o 0

Il s’agit de voir que ce pseudo-isomorphisme est, non seulement

isomorphisme de q-espaces, mais également un isomorphisme de q-

algèbres. Ce sera le cas si t est un homomorphisme de A dans A 0
nodule ~o, si l’application

est une application bilinéaire bornée de A x A dans a .
o

Considérons d’abord le cas où f et g sont des monômes,

Alors

1

1 ’" ", 

... , c sont les éléments a1’ ... , a , b1) ..., y b ranges

en ordre croissant pour l’ordre « considéré sur A~ . On voit que

tandis que

et t( f.g) - t(f)t(g) est la somme d’un nombre fini, borné (au maxi-

mum h(£ + 1)) termes, chacun de ceux-ci étant le produit d’un commu-
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~~~ ’° ~.. ~. 
. 

i . i certain nombre de s x, y, a., b B1

C.t. t, ii a 1. bilatère e L-1 . Lorsque e f et g
, .... &#x3E; . o

ensembles bornes je monômes, t(f.g) - t(f)t(g) parcourt

n- une bornée de e ci

partie A est contenue dans la fermeture complé-

. t l de l 1 en résulte que l’ensemble des

(t.f.g) L.(D’(g) -.t ’ ’ 
, 1 o E,’- 1’ et g parcourent.

des &#x3E; 
. 

&#x3E; que 

. est effectivement un 

.

,

)t) 5 &#x3E; 1 . 
= , 5 + e a est t  s 1 m ’ = m’’

... 
L . Li :l b te: u 1 e 1.,,).. C .... ’- 0 t1 fi 11 , a. " -"- ’l ç S 1. I:l - lU

s 1 tt égal à centre. Il

~...rrr!r.,.~ &#x3E; 
et t c t v e est isomorphe

ai i d’une et associative par un n

supposons que 1 
est une q - fi l g è b r e co-mutative et asso-

ciative. * La proposition 5 . li , nous permet de supposer que

(} 
r7 f ’’’t ) +a1 = 1- .

L’identité Z(a1) -&#x3E;a1 est un 1 morphisme de b-algèbres et induit

. 

h h .un isomorphisme de 
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6. Quotients banachiques. ,

’ 6,1. On peut définir les quotients banachiques comme les q-espaces

isomorphes aux quotients EIF où E et F sont des espaces de Banach.

Un de quotients banachiques E|F -&#x3E; E’|F est alors un mor-

 de q-espaces, tel que et soient des d e q - e ces. J e 1.. q 1.1 e E ire 1 
.. SOl en’:: s quo (, l e n t b a 11 a-

On peut également définir les quotients banachiques comme les q-

l’ont été. Une cat,égorie qB définie. ! 4 s

seraient les couples (Et F) = EIF où E est un espace de Banach et

F un sous-espace banachique de E. Les morphismes seraien t les élé-

ments du quotient de l’espace des applications linéaires bornées E -&#x3E; E’

une restriction à F, linéaire bornée de F dans Ft) par les

applications linéaires bornées de E dans F1.

On définirait par ailleurs les pseudo-isomorphismes 

comme les morphismes induits par une application linéaire bor née sur-

jective u : E ~ E’ telles que uF = F’ (u étant bornée F -+ ~’t ) .

La catégorie qB serait construite de manière à rendre inversibles

les pseudo-isomorphismes.

On montre aisément que les deux définitions sont équivalentes.

Les de Banach libres seraient les X un ensemble.

6.2. La théorie multilinéaire des quotients banachiques se déve-

loppe comme la théorie linéaire. On trouve pour tout quotient bana-

chique 11¥ un quotient banachique E, IF, avec E, libre et un

p:: Le quotien t banachique E’IF’)
c; 1 ~~: le quotient où

i  E’|F ) est l’espace de Banach des applications linéaires
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bornées E --* E ; 1 qui F 1 dans tandis que 

est 1 ’espace des linéaires bornées E1 -&#x3E; r , 0 E1 |F 1
et 1 

sont des pseudo-isomorphes à E|F s E ’11’"’, , 
j 1 

’ °’ ° °°’ &#x3E; l , -

E1 et E; libres.

~ 
Et l’espace, défini par récurrence, par

est celui des "applications multilinéairesti E 1 IF 1 x .,. ~ ~ 
; ~F - 

6.3. Une algèbre quotient banachique est un espace 1,a-

nachique, avec la structure quey définit une application bilinéaire

bornée E 1 F x L" 1 Y Reprenant les démonstrations données pour

les q-algèbres, on établit les résultats suivants 

Proposition 61. Toute algèbre quotient banachique est isomorphe au

quotient d’une algèbre de Banach par un idéal bilatère. Une algèbre

quotient banachique associative est isomorphe au quotient d’une al-

gèbre de Banach associative par un idéal bilatêre.

La démonstration du fait que Ain est isomorphe à où

ot 1(A 1 ) (A 1 ) a 1 doit être modifiée. L’algèbre A 1 associée à

A au paragraphe 5 est une vraie b-algèbre, même lorsque A est une

algèbre de Banach.

A est une algèbre de Banach. Nous appelons !!a!t li, d~

A. Ensuite et est un idéal banachique. Nous appelone ’J(x) La

norme de x E a et supposons v choisi de maniera telle que

v(a.x)  "£’1 V(X&#x3E; , ’&#x3E;(x.9.&#x3E;  ||a|| v(x) si a ± .À, x é a.

Nous normons le centre Z et. (A) en posant

vérifie directement que
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Cela étant fait, on introduit une indéterminée t pour caque
’ 

z 
- 

z é Z (A). On considère des monôme, c’est-à-dire des expressions
a

at, 1 , . , t Zk 
où a E A et chaque z. 1 E Za(A). Et on définit la

ip d’un monôme 

Il est clair qu’3 si § et n sont des monômes.

A, 
1 

est alors l’ensemble des sommes de séries formelles
1

la norme d’ une série formelle étant bien entendu

A est une algèbre de Banach. 

On applique Ai dans A en partant d’un ordre total sur A)
et en appliquant m = 

... t z k 
= a z ... si

... - z &#x3E; puis À m sur À .p(m). Si i m = at- ... t
1 k n n n n "î ’k

et m’ = a’t , t ... t , t sont deux monômes,
~ kl

est une somme de termes, chacun de ces termes étant un produit de

k + k’ + 1 facteurs, un des facteurs est un commutateur [z :1. 5 zj],
ou tz., a’], les autres facteurs sont des éléments zi !&#x3E; z!, a, ou a’
° 

1’ ’ 1 i

Le nombre des termes est au maximum (k + 1 ) (k 1 + 1). Quand on net

le tout en forme, on voit que

Cette valable pour les monômes, s’étend immédiatement aux

- A 1 ’~‘ A est v un ’-

module a.

A partir d’ici, on établit le résultat pour les algèbres quotients

banachiques conne en l’établit pour les q-algèbres.
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Proposition 6.2. Toute algèbre quotient banachique associative est

isomorphe au quotient d’une algèbre ,associative par un idéal bilatère

A 1la, tel que

(.. 3. Toute algébre quotient banachique commutative et

associative est isomorphe au quotient et

associative par un idéal banachique.
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7. 

7. 1. Nous avons défini des q-espaces et des q-algèbres, Nous

en avons défini les morphismes. Nous avons montré que nos catégories

avaient des propri étés sympathiques. Et nous avons affirmé que la

théorie était motivée par des considérations liées au calcul symbo-

j 1. que. Mais nous n’avons pas montré que la construction du calcul

symbolique était 

Il est assez clair que cette construction résiste aux morphismes

stricts. Ce qui est moins clair, c’est que le calcul symbolique

construi t eii fonction d’ éléments d’ une q- algèb re est équivalent

à celui que l’on construirait en fonction des éléments correspondants

d’une pseudo-isomorphe à 

Les données &#x26; partir desquelles le calcul symbolique est défini

sont évidemment naturelles. Au paragraphe 1 ci-dessus, on considère

des éléments a1,..., a de = et les s = (s1,...,sn)1 n 1 n

tels que

Seule la structure d’algèbre de Q/a apparaît.

La situation est un peu plus compliquée, mais n’est pas fonciè-

rement différente dans la situation étudiée dans le mémoire [10]. Si

3 = (31’ ... , s ) sont des variables complexes, si E est un b-espace,
n

si 6 (s) =- (1 + |s|2) -1/2, 0(s ; 6 ; E) sera l’ensemble des applica-

tions u : Cn -&#x3E; E que 6 o sus soit une fonction bornée

À valeurs dans E pour N grand; une partie B C H s ; 8o ; : E)

est bornée si ra existe tel que

soit dans E.
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0(s ; 6 ; E) est un b-espace si E en est un. Si ? est un s

b-espace de E, 0(s ; ; F) est un sous-b-espace de 0(s ; ’ 60 &#x3E; 
. E),

Nous définissons

Il est clair que cet espace dépend fonctoriellement de EJF. Si

EJF "~ est ~ on su G strict . 
.

Si le morphisme strict donné est un pseudo-isomorphisme, le morphisme

strict associe en est un également.

De même, si a est une b-agèbre un 

est une q-algèbre qui dépend naturellement, de Le "spectre ci e

( ai 1..... a ) tt, si les a. 1 t l’ensemble des fonctions

Si 0.1 a sont des j,51 -: !’¡ 1""1’ 11 C ~) 8:~ ( a ~. Il 1 .) &#x3E; (3 l~ )
sont les éléments correspondants de à’/ù’ J(1’ )ài " , il que

les spectres de (a.~ &#x3E; ... , an) dans 6LJa 2t de  ,1 » ..’, &#x3E; a~) dans

sont égaux. ..

Mais s le fait t que les s données s d’ln f; t nature Lies 

sure pas que les constructions ef’fectiiôe.i  1; ç&#x3E;_ii"1,l r ,n.&#x3E; ces donnéessure pas que les constructions effectuées à partir de ces données le

sont.

7.2. Nous aurons besoin. de quelques de la catégorie q

dans d’autres catégories. Une classe de tend droite est

facile à prolonger.
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Définition ’~.1. Nous dirons que

est une suite exacte de la catégorie b si v 0 u = 0 et si toute

partie bornée B de E telle que vB = 0 est l’image uB ’ ‘ d’ une

partie bornée B’ de F.

En particulier

est une suite exacte courte de b si u est un isomorphisme du b-

espace F avec un sous-espace fermé de E tandis que v induit un

isomorphisme de E/uF avec G.

La définition ’~.1, n’est pas celle que l’on obtiendrait en appli-

quant à b les définitions générales catégoriques des suites exac-

tes. Si nous identifions chaque b-espace E avec le q-espace 

les suites exactes de la définition 7.1. sont les suites de morphis-

mes de b qui sont exactes dans q.

Définition 7.2. Un foncteur O de la catégorie b dans une catégo-

rie abélienne est exact à droite s’il applique une suite exacte cour-

te de b, 0 -+ F ~ E  G -~ 0 sur une suite exacte à droite

4Î(F) ~+ W(E) ~" 4l(G&#x3E; -’ 0. Il est exact s’il est exact à droite et ap-

plique un monomorphisme sur un monomorphisme.

Proposition 7. 1 , Un foncteur exact à droite de la catégorie b dans

une catégorie abélienne K a une extension exacte à drcite à la

catégorie q. Cette extension est unique à un isomorphisme de fonc-

teurs près (deux extensions exactes à droite sont isomorphes).

Si E ~ F est un q-espace, ~ applique l’inclusion F ~ E sur
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un 1&#x3E; ( F ) ~ ~(E). Le ( t i, ~,. ) 

lé ° Si u 1 : E -+ E’ 
1 induit un 

nous avons 1.1n diagramme commutatif de la "t&#x3E;

où u l a restruction 1 l i fi 1; .. L f; l’ -; Ji C l’ 
" 

;-i c e
o 1 1.- ...

sur un diagramme commutatif de K. CJ n i s ai et un

seul morphisme existe du conoyau W(E( F) du O(F) -&#x3E;

dans le 4&#x3E; ( 
~ 

~ du 1) ( F’) --1 ~. ( ,1 ’ ]» 1 l e

diagrammes suivant commutatif.

Par ailleurs, si u = 0, il se relève -- -&#x3E; F 1

qui est un morphisme de la catégorie e b .. On peut donc compléter le dia-

gramme ci-dessus en lui adjoignant un t 1, 11 ) -&#x3E; ?), &#x3E; 
le nous 

°

.v e a u d 1 a g 1 a in m e e st, e i i c o r e ; T ;:; , i i i t., é+ L 1, f . Et 1 ; 1;1 &#x3E; ; 
 

jn i hisme 9 1 ,1 1 F )J -&#x3E; t 1 E ’ 
. Î F ’veau diagramme est encore EL le morphisme §O(E|F) -&#x3E; O (E’|F’

associê à u1 
l 

est nul. °

Le : b -"/ K a ainsi été q.

Un ~~ l , E ) F .~~ -E t ~~t i Jar un

diagramme commutatif à et celonnes exercices
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Ce diagramme est applique par O sur

Les trois lignes, et les deux colonnes de gauche de ce nouveau dia-

gramme sont exactes, la colonne de droite l’est donc aussi. a L’image

par 0 du pseudo-isomorphisme est un isomorphisme.

4l s’étend en un fondeur q 1 K.
.

Il faut encore montrer que l’extension construite est exactes à

droite Partons d’une suite exacte courte de q. Comme tout monomor-

phisme de q est la composée d’un isomorphisme avec une injection

canonique et que tout épimorphisme est la composée d’une

surjection canonique nous voyons que la suite exacte

courte la plus générale a la forme

(à des isomorphismes près). s

Considérons alors le diagramme commutatif

Les trois colonnes et les deux lignes supérieures de ce diagramme

sont exactes. La troisième ligne est donc exacte.
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Proposition 7.2. L’extension à q d’un foncteur exact b ~ K est

un foncteur exact. , , ’ 
.

On construit l’extension comme précédemment. Dans le diagramme

commutatif ci-dessus, les morphismes 4l(F) ~ 4l(F), D (E 1 ) - (D (E)

O(F) -+ ~~E’ ), ~(F) ~ 4l(E) sont moniques. On voit alors que le

morphisme est monique. Ce qui achevé la démons-

tration.

7.3. Soit E un b-espace et X un espace compact. C(X, E)

est par définition la limite inductive des espaces de Banach C(X, 

B borné complétant dans E. Une application ~’ : X ~ E est donc

continue s’il existe B borné complétant tel que fX C E, f : 

étant continue pour la structure banachique de EB8 De m~me~ un en-

semble d’applications X ~ E est borné dans C(Xt E) s’il existe

B tel que 13 soit contenu dans C(X, EB) et y soit borné.

Proposition 7.3. Le foncteur E i-&#x3E; C(X, E) est un foncteur exact de

la catégorie b dans la catégorie q, quel que soit l’espace compact.

X.

Corollaire. On définit un foncteur exact q ~ q en posant

Pour établi r la propriété ’~. 3. , on part d’une suite e.xacte courte

Il est évident que

est exacte (une application continue de X dans E dont la composée

avec l’application quotient E ~ G est nulle est une application de
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X dans le noyau F, et est continue, la bornologie du noyau étant in-

duite par celle de l’espace). Nous devons encore montrer que l’appli-

cation C(X, E) - C(X, G) est bornologiquement surjective.

Partons d’un u : X ~ G continu. Soit C borné dans G tel

que u soit continu de X dans GC. Soit B borné complétant dans

E tel que sB D C puis B" = sB. Alors BH 2 C et est borné complé-

tant. Soit B’ = F, B’ est borné complétant. Nous avons la

suite exacte de morphismes banachiques

L’application u appartient à C(X, 

Nous normons les trois espaces par les jauges res-

pectives de B’, B, et de BH. a Nous supposons que Nous

considérons un recouvrement ouvert de X, soit

tel que l’oscillation de u sur chaque U. soit au maximum 1/2. Nous

considérons une partition continue de l’unité sur X, subordonnée au

recouvrement U soit

et pour chaque ouvert U. un point - 

i i 1

Nous choisissons ei E E B relevant u(xi), tel que 

et posons

donc
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Nous poursuivons cette construction par récurrence, posant

-Li , 1 = u - S 0 

V 1 il puis trouvant C(X, E),  2 - 1 (, + c) tel

que 2-2 si u2 
= 

u1 - S 0 v , et plus généralement vk e C(X$ E),

el)

La fonction v = E1 vk appartient à C(X, EB) et vérifie la

relation 11 = S 0 v. Et j!v!j  2(1 1 + ~~ b Chaque élément de GBtt se

relève en un élément de EB8 Une partie bornée de se relevé en
B B

une partie bornée de EB. L’application v i-&#x3E; 5 a V applique C(X, E)

sur C( X, G) et partie bornée de C(X, E) sur une partie bornée

de C(X, J G).

La proposition 7.3. est établie. Son corollaire est évidente

L’image de E) F par l’extension du foncteur C(X, .) est un conoyau

du morphisme F) ~ C(X, E) associé à l’inclusion et

C(X, F) est un tel conoyau.

7.3. Soit maintenant X une partie compacte convexe équilibrée

d’un espace localement convexe. Soit I l’intervalle unité, 1 = [0, 11

Nous avons deux homomorphismes de foncteurs C(X, .) ~ C(X x .)

sur la catégorie des b-espaces, le premier appliquant u E C(X, E) sur

X x 1, ~ ) défini par

le second appliquant u sur T u défini par

Ces deux homomorphismes de foncteurs b 1 b s’étendent en des homomor-

phismes de foncteurs q i-&#x3E; q. 0

Définition 7.3. Le noyau de différence 
, T 1 - sera appelé

L(X, 
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On voit que L(X, E ! F) est un foncteur ccvariant en EIF. C’est

aussi un foncteur contravariant en X. Si Y - X est une application

linéaire continue de compacts convexes équilibrés localement convexes

(de duals banachiques [1 1 ] , ( 12 ~ ~ nous avons le diagramme commutatif

d’espaces compacts

et donc le diagramme commutatif de q-espaces.

donc un morphisme L( X, EIF) - L(Y, des noyaux.

La catégorie des compacts convexes équilibrés localement convexes

(des duals banachique) est duale de la catégorie des espaces de Bapach.

. 

On associe à un espace de Banach U la boule unité faible de son dual.,

et à un dual banachique X l’espace des formes linéaires continues sur

X avec la topologie de la convergence uniforme.

Définition 7. 4. A(U, L(X, si X est un dual banachique

et U l’espace de Banach dont X est le dual.

On voit que E1F) est un foncteur Ban x q ~ q.

Par ailleurs, q possède suffisamment de limites inductives et de

limites projectives. C’est en effet une catégorie abélienne qui possède

suffisamment de sommes directes et de produits directs. Une limite in-

ductive est un conoyau de sommes directes, une limite projective est un

noyau de produits directs. 
,
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Définition 7.5. Si U est un est la limite in-

ductive des q-espaces où B parcourt un système fondamen-

tal de parties bornées complétantes de U. Si U est un espace loca-

lement convexe complet, EIF) est la limi te projective des espa-

ces VIF), parcourt un système fondamental de semi-normes
V

et U est le complété du quotient séparé de U avec la semi-norme V.

Une dernière remarque. Si X est un dual banachique, il est bon

d’expliciter un petii L(X, C’est le noyau d’un morphisme

C(X, EIF) 4 C(X x X x I, EIF) qui se trouve être strict. Le noyau

des morphismes stricts est facile â décrire.

où L (X, C(X, F) tandis que L 1(X, a pour éléments les

u ~ E) tels que

soit, en fonction de x, y, X un élément de C(X x X x I, F~ a

L’espace L 1 (X, est celui des applications continues de X dans

E qui sont, en un sens évident linéaires module F.

On a toujours une application de E) dans Le

noyau de cette application est A(U, F). Mais EIF) pas

Soit f : U ~ V une application nucléaire d’espaces

de Banach. L’application A(U, A(V, EIF) associée à f se fac-

torise

la seconde application étant l’application canonique de F)

dans A(V, EIF) décrite ci-dessus.
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En fait, l’application nucléaire U - V se factorise U - c o --&#x3E; ’V,

On a, pour tout espace C(X) la relation .. _

et en particulier pour co,

La vérification de la proposition °~.~. est immédiate.

Proposition 7.5. Soit U un b-espace nucléaire. On a

Lorsque B C BI sont bornés complétants, l’application canonique

U13 étant "’ on a la factorisation

Cette factorisation montre que la limite inductive s’iden-

tifie à la limite inductive des espaces

donc à F)

Les propositions 7.4., 7.5. sont à rapprocher des résultats sui-

vants :

Proposition 7.6. Soit f ; U --l’ V une application nucléaire d’çspaces

de Banach. Le morphisme q(V, q(U, associé à f se fac-

torise

Proposition 7.7. Soit U’ un b-espace nucléaire. Le q-espace q(U, El
est la limite projective des espaces £(U,E)|£U, F).B B
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On utilise ici la factorisation U - l1 -&#x3E; V de toute applica-

tion nucléaire, et le fait que l,. ,est libre, de ce fait

Dans un autre sens, la proposition 7.7. doit être rappi-och’e de la

définition 1 .4. L’espace,des "applications permises" de U dans EIF

n’est autre que q(U, EIF).

7.4. On peut indiquer comment les q-espaces qui interviennent

dans la définition du calcul symbolique se comportent fonctoriellement

en et lorsque leur comportement n’est pas fonctoriel, montrer

comment on peut les modifier pour obtenir des foncteurs.

Si E est un b-espace, si s ~ (slt a a . , s ) est un n-uple de v

riables complexes, si 6 est une fonction lipschitzienne bornée non

négative, on introduit (cf. [l0]) les b-espaces 8(s ; 6 ; E ~ , ~ r ( s ; ô ;
8(S ; 6 ; E) dont les éléments sont des fonctions de s sur l’ouvert

6(s) &#x3E; 0. La fonction u appartient à 8(5 ; 5 ; E) si u(s)

est une fonction bornée sur son domaine pour N suffisamment grand.

Elle appartient à 6 (s ; 6 ; E) si elle est de classe sur son

domaine et si elle appartient à 8(s ; Ó ; E) ainsi que ses dérivées

d’ordre inférieur ou égal à r. Elle appartient ~(s ; ~ ; E) si

elle appartient à 8r( s ; 6 ; E) quel que soit r. On munit ces di-

vers espaces de bornologies évidentes.

Dans la définition du calcul symbolique, on est amené à intro-

duire les espaces

Le premier dépend évidemment d’une manière fonctorielle de 
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démonstration est d’ailleurs esquissée au paragraphe 7.1. lorsque

d(S) = 6 o (s) = (1 + ls,2)-1/2) Le fait que le troisième de ces espa- 
.

ces dépende fonctoriellement de EIF n’est pas difficile à établir.

Il s’agit en fait de l’espace A(6(s ; 6) ; EIF), en effet a(s; à)

est nucléaire, et A(6(s ; 6), E) = 9(s ; 6 ; E).

Je ne vois aucune raison pour que 6 (s ; 6 ; E)JOr(s 6 ; F)

- 

dépende fonctoriellement de EIF, et crois plutôt que cette dépendance

n’est pas fonctorielle. Ce fait ne sera en pratique pas grave.

L’inclusion 9 (s ; ~~ ~ 6r-2n-1 (s; 6) est 

A tout borné B de 6 r(s ; 6) correspond un borné B’ de 6 ~ ,(s ;~
tel que l’inclusion

soit nuoléaire.

Nous définissons r ( s ; 6 ; E 1 F) = 

r 
(s ; (5) ; Et &#x26; F) , nous ap-

pliquons la proposition ’~.~. et adaptons la démonstration de la propo-

sition 7.5. L’application canonique

se factorise

La chaîne des q-espaces 8r (s ; 6 ; E)le r (s ; 6 ; F) est ’équivalente

à une chaîne 
. 

6 
r 
(s ; 6 ; EIF) dont les termes dépendent de EIF

d’une manière fonctorielle.

Il est possible de refaire les raisonnements en remplaçant sys-

tématique e r (8 ; 6 ; E)JO r (s ; 6 ; F) par 6 
r 
(s ; 6 ; EIF).
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